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Gdndirea matematicd este cea mai puternica forma de exprimare a spiritului uman,
avand o raza universald de actiune. In consecintd, matematica are dubla valenta:
este stiintd si artd deopotriva. Astfel, prin matematica se construiesc realitati Tn timp ce
se modeleaza imaginatia sau se gasesc raspunsuri ce dau nastere la noi intrebari.

In clasa a VIII-a, la algebra definitivam studiul elementar al matematicii structurilor
si a cantitdtilor (Unitatea 1: Intervale de numere reale. Inecuatii in R) si transformam
ingeniozitatea in formule simple, pentru a valorifica forme abstracte Tn realitatea concreta
(Unitatea 2: Calcul algebric in R).

Prin Unitatea 3: Functii deschidem un univers nou: matematica transformdrilor si a inter-
pretdrii datelor, in care construim instrumente esentiale pentru studiul dependentelor
dintre marimi, atat in natura, cat siin societate.

Geometria plana, studiata in clasele anterioare, capata ind/time prin adaugarea celei
de-a treia dimensiuni. Cuvantul teoremd are, dupa etimologia sa greaca, semnificatia de
»spectacol”; astfel, configuratiile spatiale devin decorul unui teatru universal, iar lectiile
din Unitatea 4: Elemente ale geometriei in spatiu si din Unitatea 5: Arii si volume ale unor
corpuri geometrice sunt tot atdtea acte n care punctele, dreptele, planele si corpurile
geometrice Tsi joaca rolul in piesa de teatru a matematicii spatiului.

Asa cum este prezentata Tn aceasta lucrare, matematica este o expresie a realitatii,
in care idei, concepte, interactiuni si aplicatii practice asigura corelatia cu alte discipline.
Matematica apare astfel ca o lume deschisa, vie, dinamica, Tn stransa legatura cu toate
domeniile de activitate, capabila sa formuleze, sa descrie si sa explice situatii, probleme,
fenomene sau procese.

Autorii



Manualul cuprinde:

varianta tiparita
+

varianta digitala.

Varianta digitala este
accesibila pe platforma
www.manuale.edu.ro.

Instructiuni de utilizare
a manualului digital

Varianta digitala a
manualului este similara
cu cea tiparita, avand

in plus 155 de AMII,
activitati multimedia
interactive de Tnvatare,
cu rolul de a spori
valoarea cognitiva.
Activitatile multimedia
interactive de invatare
sunt de trei feluri,
simbolizate pe parcursul
manualului astfel:

Activitate statica,
de ascultare
activa si de
observare dirijata
a unei imagini
semnificative;

D Activitate animata,
filmulet sau scurta
animatie;

@j Activitate

interactiva, de tip
exercitiu sau joc,

in urma careia
elevul are feedback
imediat.

Prezentarea manualului

Manualul este Tmpartit in cinci unitati care acopera integral continutul prevazut de programa
scolara. Lectiile care compun o unitate sunt prezentate in mod coerent, unitar, intr-un stil
consecvent.

Fiecare lectie debuteaza cu o problema practica, pe baza careia se introduc noile concepte.
Acestea sunt conturate apoi intr-un limbaj matematic care echilibreaza nivelul descriptiv cu
rigoarea specifica matematicii. Notiunile noi sunt insotite de exemple semnificative, comen-
tarii si aplicatii.

Manualul acordd o atentie sporita gandirii critice si dezvoltarii calculului mintal, prin zone
dedicate, incurajand in acelasi timp activitatile de grup, independentain gandire si dezvoltarea
increderii Tn sine. Evaluarea se realizeaza prin forme si instrumente diversificate, orientate spre
formarea si dezvoltarea competentelor matematice.

Manualul este structurat in 5 unitati de invatare:

'

! (§ 2 calcul algebricin R
Lectia1 —

[r

U 1 Intervale de numere reale. I £
Inecuatiiin R 1

Lectia

Lecgiaz
Lectias

proiect

.

Arii sl volume ale unor
corpuri geometrice




Structura unitatii de invatare

umere reale reprezentate prin litere
\ultire, impirtire, ridicare la putere);
Ssemenea

Lectia 1: Operat
(adunare, scadere
reducerea termer

neniasemenea variabla parteiterala  valoarea unei expresii

Cuvinte-cheie
Jior practice,suntem deseorinevoii
expresiealgebricd | cor’nu sunt precizate concre, pe care lo
Leriza 0 anurita catogorie deoblecte, cum ar

20, unde neste numar natural,
Soproprtat eneral vl cum arf comtatta:
&N

b=
N it v, oo orepons s spros oo 4o oty 1 —
de exemply, in chinve, concentratia procentuals c% a unei Soluli 50 i roseegecoct it st

1. Cel mai simplu un produs algebric,
multe variabite. Intr-un produs algebic cistingem:
- un numar real bine precizat, umit cosficent;
- o parte literald, exprimata ca produs de puteri cu exponent natural le unor numere reale exprimate prin
titere (variabillo)
Example. - Expresie S, 51 fecare,
R espaciv s

i real i una sau mai

, sescrie doar
semnul minus i fata pri lterale.
Exemple.  Scriem a'b I loc de 1. a°, respectiv ~ab i loc de (1) - b,

0 suma de mai multe produse algebrice se numeste sumd algebricd. In acest caz, spunem c fiecare dintre:

din formula ¢=77-100, unde m, eprezna masa substantl daohate
far m, este masa solufel.
In fizica, rezistenta electricé este proprietatea conductoarelor o

- . -
it Un el G cosimatord Gl e b el {
Becurile electrice pot fi legate in serie sau in paralel. In figura alaturata [
it st el e g 6t e curesstangie 5] Greut -
R,, in serie ectiv in waralel Rezistenta R a circuitului se calculeaza nserie: Circuit
folosind uvmamarele! paralel
e oo oo By L

Formulel doclul snt oo

) real

acesta se numeste termen liber.

Bxempl. - Exprosi e - st gl sctuts dn s tormen
termenul 7, care are coeficientul 7 5i partea leral

 termenul 4, cae arscoaicantl 1.5 paneaferad o

+ termenul liber 5

s
parte lterala), se numesc termeni asemenea.
mple

b +ab+ 302,
. A120°c - 6~ 5a0c + b 120°c5i-5a'c respectiv-6b°d i 6b'd.

pentru legarea n paralel:

6. Cu expresile algobrice se pot efectua aceleasi operati ca s cu numerelareale. In efectuarea operatilor cu

1.1. Expresii algebrice. Termeni asemenea

Mate practici
Terenul din Figura 1 are forma unui dreptunghi de dimensiuni x 5i y
(unitat de lungime). Care este perimetrul terenului?

(o laturor sl i e opuse al crepturghi sunt Congruente,
s s primerl e e

Darius scrie:
e observm?

214 2y ot do ungime) Figural

Der

ut @

Ll care spar o sxprese lgercs e umere eale neprecizate i se numesc variabile (sau
nedetern

e Sl 54.YBo7 3y - 25y - 92+ vzt xpresi g,

4.3. Adunarea i scéderea fractiilor algebrice

7. Suma, diferenta, produsul sau raportul a doud expresil algebrice sunt expresiialgebrice, ar prin ridicarea la

De reinut

A determina valoarea unel expresil algebrice pentru anumite valori numerice pe care le pot lva variabille.
nseamn a flocu variabilele cu valorile numerice $ia efectua calculele. Numarul obfinut reprezinta valoarea

S Emoprontisy =35+ 2 pentru x=0 este egalé cu 0'~3+0+2, adica este egala cu 2, ar
valoarea aceleiag expresii pentru x= 1 este egal cu 0, deoarece 1°- 3 +1+2=0.

2 Veoarea ool S ) 23Ry 45 unde 1y sunt numersrel, ponta
CuE(.S). Avem E2,5) 2=

5iy=5 se noteazi

Adunarea si sci

De refinut

un nou doial (respectiv di lor celor doi
termeni considerati.

Se recomanda simplificarea rezultatului (se pot realiza 5 simlificariintermediare, descompundnd fn factori
expresile £, F, G sau ).

E()_FO)_EG)£F(x)

0G0~ G o

factori numitori fractilor algebrice;

i mare la care apar Tn numitor fracilor;
itor

acelasi numitor
Exemple @

1. Pentru a aduna fractjil si " artori, pastr

ezt T
2. Pentru a efectua adunarea fractiil tilor: - 3x+ 2= - x- 26+ 2 -x(x
pectiv -1 (- 1)

+ descompunem fn factori numil el (- 1)x- 2 1)

~26-1)

- Dx-2),

reR\1,2)

+ determinam numitorul con | “5=x;
+ aducem fractiile la acel
© 2O it i
- ctor rmiont i - 07 1+ 27, rspaci =
SR -2+ 2);
+ determinam numitorul comun alfractilor: i(x - 2)(x + 2)%
* adocam fcla el e e, e < 2 0.2
2x-(2x+4) X -dx-4
x oA)?oAx X —An x(xoZ)’ x (x—z)(wl) x (x D2 ¥ (x-2)(x+27

G261

- procedam astfl

Observatji
i . i

b. s(.):x.n;%‘ %‘,su

x4 248
Deexemplu: a. E()=xea= 2208,

2. Este ndicat

X+4 x22 2x+6_2x+3)

a3 0s a3 xis

2023,

4.4, mmumm, impértirea si ridicarea la putere a fractiilor algebrice

o
(.6
) HOx) ),F(x)- HX)# 0.

54

Recapitulare i ¢

Operatii cu numere reale repreze.

reducerea termenilor asemenea « €

calculinR « Fractii algebrice. Opel, Ad lire, impitie

Pentru problemele 1,2, 6, completafi s+ ficf lebrice  Ecunide omaar b+ 0.0 <K% c R

(5

Exemple

(5

Exemple
1

R e

22, Suma solutilor ecuatiei - - 3

eade definifi:
a1 w1 6-0 a2 . 058+ 5x-3-0; b, JB¥ + x—JTE -0
23, Produsul solufilor ecuaiel '~ 7x+ 100 este 1
egalcu

notatiin caiet I 2, e PERPT) A
i 719, 24-2 il 24, 27. a. Demonstrati c& pentry
1. Partea literald a lui 243xy* ef oy o 1 et suma e rse 5 b i & solt ezl cu2 Y od
coeficientul este egal cu .. . +alcr e numar real x. 2. e oreeac A0 1 1
h © s 2 et s ot e g 1 o rematt (2,1 b Fie expresia algebrich E() ==
2. Termenii asemenea din sy’ 14

== (x- 3)(x-+b), pentru orice numar real x.

Tx-2y+5zeBxsunt Do 18 Descompunetin factor

o 65 b 20361
szultatul caleyt €20k -
Gy e dGy-2c 20200 6 95en
14, Descompunetinfactor:
. Rezultatul calalul 248’y By este ega cu: Descompunel i
a2l b IS e 2fEr: do2d . X' =10x+25; d. 121-814.
-l Gach Ul proos sk adeu 3. s el el o A dscop
rate sau nereain factor corespunzatoare,din coloana B:
a L‘,x x b. 2ab - 3ab*- 60" A
3 18 axia L)
e Exy 3 |- e oy =2y b mdred ;.:733.1)
- Compltat paiepurctatepai 2 bine pr- G 4xtcs8)
pozii adev: axieax 528

e

. 26, Determinati vloarea fracie A0
Lotn-da
2 B pentru:
o @fEy) —12xyt Se2 bxe05 e
7. Determinat 17, Determinativalorile i  pentru carefractia

i
i E—
. valoarea exprsi 24y, pentru

X1
. valoarea expresii (- e+ 1), pentrux=B; a aresens; b nuaresens; . arevaloarea 32
1

d. valoarea expresiei (x ~)(x + ) -4y, pentru
—y+2

€ x< R\ {-4,0,4). Determinai valoie li x
pentru care numerele x5 E) suntntreg.

28, Ana s Paul sunt raf 5 au 16 ani,respectiv 15 ani. Amandoi au priit de la bunici cte 2000 do lei s -au

dobnda de p3, cu p numar natural. La inceputul unii decembrie a acestui an, Ana si Paul doresc sa folo-
seasci toata suma primita ca dobanda de cand si-au facut depozitul la bancs, pentru a-i face cadou de.

Costa 305 el

Testul 1 Testul 2

T S consers sreie sghbcn E0-xrLE L Se considers sprsile slgercs £6)=x-1 5
F) = x+ 2. fectuat Fo=

) . <700+ 11F0; ap . »zamm

1) b £ - FUO). 1) b £ Y.

2. Rezolvati scuatile urmatoare, utizind eventual 2. Rezolvati ecuatile urmatoare, utiizind eventual

49 o b= 10— =280 i) 8. 2-(x—B)
(9) bat-ats ) b.0'=106 1250
(1p) c. (1.11’.20(.1).1 0. 1p) € 12-x=0.
3. S consider expresia . sommsdm o
F-5xsa ¥ 2x-24 (7 2 ) (251
e (==l
undexestenumanee\ s L2 e o 1 £025--02
a9 2,08 c ) a 1-257
X+ 4x~ 12 este egalacu esteegalacu

A X206 B (-20x+6) €120
a1 .

A GDY-D B A-5F € Q-5 5),

@ b G b.
numarrealy,y = 0.2 51y 2 -0.2
realx, xe~6,x# -1 x# 25ix%4, ey
cords 1 punct din oficiu
Timp de lucru: 50 de minute.

Se acord 1 punct din oficiu.
Timp de lueru: 50 de minute.

Fisa de observare sistematici

16. DacaE(x S+ 2 atunci
5. Stabili daca urmtoarele propozifi sunt adeva-  calculaft
fate sau false a £+ F);
19. Daca E()- 3,
L3 atunci calculat
a. )+ FO; DECHS
20. Descompunerea Tn factor  expresiei (x~ 2)'~
este egal
a (-5 1) box-11
20, Arstai ok e -0 s) d (o117
. 2, i 3
b A - x- D 1) - 1 este egala cu
D (1 =202 a (22-x° b 2020
A1 G 1 -, & B-0@ N d. (22-x

conal

de veauls, cu e nsoit o
oprsl e, s i sz e,
emple. 2, Fl0) = 3+ 25, Glx, ) = 26y = 36y et
Nt 03 G 0 v

*jj

Exemple
3x x-2_ a2 Bx-2)_3x+6
Ry ) T2 2z X0
Py eyt 1
RE T L
X-16 x5 (B B-5" (-5 xsd o
R RS Gratg e

De retinut
me& fractiei S, ’3"" | 6(4) = 0, H(x) = 0, este fractia algebrici ZE")’
i a0,
£ aracta £
£, 60 _E() HOO
T O~ F G unde ) 0, G(x) =0, Hlx) £,

p X" tatractia X5, x20,y 20, = x
EL
T PO T ——
scsimtin S, 12
et ys preaneays

29

(¢ +ax+ )y -3) 2Py -3 x2

7 -9)(x+2) 4y EJLV‘3)(xoﬂ Tye3

De retinut
' (B e WEMM
o o s £ 1 o 0" (£ LT

0t gl 25 Dot s sllr ek pe it %
=

Butoane folosite
in varianta digitala:

Cuprins

Ecran complet

Mod de afisare
2 pagini (tip carte)

Mod de afisare
pagina lata (pagina
sub pagina)

Mod de afisare
digital responsive

Mod de afisare
comutare
automata

Notite

Ajutor
Navigare catre
pagina precedenta

Navigare catre
pagina urmatoare
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Proiect.

Amortizarea mijloacelor fixe
in economie, un mijloc fix de productie (
ar fi un utilaj industrial) Tsi pierde din valc g,
din cauza uzurii (morale sau fizice), odati  nta
fiecare an de utilizare. Amortizarea repre; e
un proces financiar de repartizare a valori
rente unui mijloc fix de-a lungul perioad” orfixe
de viata utile. ale do
1n tara noastra, clasificarea mijlo
silizate Tn economie, duratel cioda amortzeii linare, care presupune o depraciore constants in fecare an.
~are ale acestor i i 5 i

an)si Lamor

A a 200 de

va fide 6000
insoun 0 cenpamnl ot amrtan)
Scenariul 1.

7

2. Determinati o functie de gradul inai Vix) care 54 exprime valoarea contabili a unei masini fn functie de
varsta sa x in ani)

. Reprezantatgrfc unctis V) s e s et pe e do semal -1 a),perrs

0 (1), pentru axa,

« ot vaosren conant a hecire masi i o ot dup 3

‘Sconariul 2. Un producitor un nou departament,
@ Firma 2 fiocare calcula-
o, folosind metoda amortizari iniare, cu 2500 d i pe an.

aunuicalculator I functie de varsta sa x in ani),

. Calculativaloarea contabil a fiecarui calculator dupa 4 ani.

Cevefiurmariin cadrul projectului;
+ idenificarea unei situati Tn care este necesar amortizarea unui mifloc fx ta una dintre companile locale

scoala voastra (const il
calculatoare etc);
+ descrierea altor metode de amortizare (amortizarea accelerats, amortizarea degresiv) si exemplficarea

Resurse: se pot folos cele oferite public peinternet,
Prezentare: realzafi o prezentare PowerFoirt, cu ext s imagini

Evaluare: i
‘modul de lucru in echips, opinile exprimate de coleg in urma prezentari projectului si calitatea raspunsurilor

oferite a intrebarile acestora.




UNITATEA 1

Intervale de numere
reale. Inecuatii in R

1.1,2.1,3.1,4.1,
51,6.1

UNITATEA 2
Calcul algebricin R

1.2,2.2,3.2,4.2,
5.2,6.2

UNITATEA 3
Functii

1.3,2.3,3.3,4.3,
5.3,6.3

UNITATEA 4
Elemente
ale geometriei in spatiu

1.4,2.4,3.4,4.4,
54,6.4

UNITATEA 5

Arii si volume
ale unor corpuri
geometrice

1.5, 2.5, 3.5, 4.5,
5.5,6.5

Cuprins

Nr. pag. Lectii

10
15

22
29
30

34

40
46
52
59
65
66
70
78

88

89

96

100
105
111
117
121
126
129
133
137

143

148
154
159

165

170
174

180
185
190
194
197
202
205
206
208
209
210
211
212

L1:  Multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor lor

L2: Intervale numerice si reprezentarea lor pe axa numerelor;
intersectia si reuniunea intervalelor

L3: Inecuatiideformaax+b>0(s,>,<),a,beR

Proiect

Recapitulare si evaluare

L1: Operatii cu numere reale reprezentate prin litere (adunare, scadere, Tnmultire,
impartire, ridicare la putere); reducerea termenilor asemenea

L2: Formule de calcul prescurtat

L3: Descompuneriin factori utilizand reguli de calculin R

L4:  Fractii algebrice. Operatii cu fractii algebrice

L5: Ecuatiadeformaax’+bx+c=0,a,b,ceR,a=0

Proiect

Recapitulare si evaluare

L1:  Functii. Functii definite pe multimi finite

L2:  Functiadeformaf:D—> R, f(x) =ax+b, a, b € R, unde D c R este o multime finita
sau un interval nedegenerat. Interpretare geometrica. Lecturi grafice

Proiect

L3: Elemente de statistica: indicatorii tendintei centrale

Recapitulare si evaluare

L1: Puncte, drepte, plane

L2:  Corpuri geometrice. Piramida, piramida regulata, tetraedrul regulat

L3: Corpuri geometrice. Prisma dreapta, paralelipipedul dreptunghic, cubul

L4:  Corpuri geometrice: cilindrul circular drept, conul circular drept

L5: Drepte paralele. Unghiul a doua drepte

L6: Dreapta paraleld cu un plan

L7: Plane paralele

L8:  Sectiuni paralele cu baza in corpurile studiate

L9: Dreapta perpendiculara pe un plan. Distanta de la un punct la un plan.

Aplicatii: inaltimea unei piramide, inaltimea unui con circular drept

Distan'gAa dintre doua plane paralele. Tnél'gimea prismei drepte si a cilindrului circular

drept. Indltimea trunchiului de piramida si a trunchiului de con circular drept

Plane perpendiculare. Sectiuni diagonale si sectiuni axiale

Proiectii pe un plan. Unghiul dintre o dreapta si un plan

Unghi diedru. Unghi plan corespunzator diedrului. Unghiul a doua plane.

Plane perpendiculare

Teorema celor trei perpendiculare. Calculul distantei de la un punct la o dreapta;

calculul distantei de la un punct la un plan; calculul distantei dintre doua plane paralele

Recapitulare si evaluare

L10:

L11:
L12:
L13:

L14:

L1: Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul corpurilor geometrice studiate
(determinare prin calcul)

L2: Prisma dreapta: arii si volum

L3: Piramida regulata: arii si volum

L4:  Trunchiul de piramida regulata: arii si volum
L5:  Cilindrul circular drept: arii si volum

L6:  Conulcircular drept si trunchiul de con circular drept: arii si volume
L7: Sfera

Proiect

Recapitulare si evaluare

Evaluare sumativa 1

Evaluare sumativa 2

Evaluare sumativa 3

Evaluare sumativa 4



Competente generale si specifice

Competente generale

1. Identificarea unor date, marimi si relatii matematice, in contextul in care acestea apar

2. Prelucrarea unor date matematice de tip cantitativ, calitativ, structural, cuprinse Tn diverse surse
informationale

3. Utilizarea conceptelor si a algoritmilor specifici Tn diverse contexte matematice

4. Exprimarea in limbajul specific matematicii a informatiilor, concluziilor si demersurilor de rezolvare
pentru o situatie data

5. Analizarea caracteristicilor matematice ale unei situatii date

6. Modelarea matematica a unei situatii date, prin integrarea achizitiilor din diferite domenii

Competente specifice

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.

1.5.

2.1.

2.2.
2.3.

2.4.
2.5.

3.1.
3.2.

3.3
3.4.

3.5.

4.1.
4.2.
4.3.

4.4.
4.5.

5.1.
5.2.
5.3.
5.4.

5.5.

6.1.
6.2.

6.3
6.4.
6.5.

Recunoasterea apartenentei unui numar real la o multime

Identificarea componentelor unei expresii algebrice

Identificarea unor dependente functionale in diferite situatii date

Identificarea unor figuri plane sau a unor elemente caracteristice acestora in configuratii
spatiale date

Identificarea corpurilor geometrice si a elementelor metrice necesare pentru calcularea ariei
sau a volumului acestora

Efectuarea unor operatii cu intervale numerice reprezentate pe axa numerelor sau cu multimi
definite printr-o proprietate a elementelor ei

Aplicarea unor reguli de calcul cu numere reale exprimate prin litere

Descrierea unei dependente functionale Tntr-o situatie data, folosind diagrame, tabele sau
formule

Reprezentarea, prin desen sau prin modele, a unor configuratii spatiale date

Prelucrarea unor date caracteristice ale corpurilor geometrice studiate Tn vederea calcularii
unor elemente ale acestora

Utilizarea unor procedee matematice pentru operatii cu intervale si rezolvarea inecuatiilor in R

Utilizarea formulelor de calcul prescurtat si a unor algoritmi pentru rezolvarea ecuatiilor
si ainecuatiilor

. Reprezentarea in diverse moduri a unor functii cu scopul caracterizarii acestora

Folosirea unor proprietati de paralelism sau perpendicularitate pentru analizarea pozitiilor
relative ale dreptelor si planelor

Alegerea metodei adecvate pentru calcularea unor caracteristici numerice ale corpurilor
geometrice

Folosirea terminologiei aferente notiunilor de multime, de interval numeric si de inecuatii
Exprimarea matematica a unor situatii concrete prin calcul algebric

Utilizarea unui limbaj specific pentru formularea unor opinii referitoare la diferite dependente
functionale

Descrierea in limbaj matematic a elementelor unei configuratii geometrice

Utilizarea unor termeni si expresii specifice pentru descrierea proprietatilor figurilor si corpurilor
geometrice

Interpretarea unei situatii date utilizand intervale si inecuatii

Interpretarea unei situatii date utilizand calcul algebric

Analizarea unor functii in context intra si interdisciplinar

Alegerea reprezentarilor geometrice adecvate Tn vederea descrierii unor configuratii spatiale
si a calcularii unor elemente metrice

Analizarea conditiilor necesare pentru ca o configuratie geometrica spatiala sa verifice anumite
cerinte date

Rezolvarea unor situatii date, utilizdnd intervale numerice sau inecuatii

Interpretarea matematica a unor probleme practice prin utilizarea ecuatiilor sau a formulelor
de calcul prescurtat

. Modelarea cu ajutorul functiilor a unor fenomene din viata reala

Modelarea unor situatii practice in limbaj geometric, utilizdnd configuratii spatiale

Interpretarea informatiilor referitoare la distante, arii si volume dupa modelarea printr-o
configuratie spatiala a unei situatii date din cotidian




W' Spaam .

Multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor lor

Intervale numerice si reprezentarea lor pe axa numerelor;
intersectia si reuniunea intervalelor

Recapitulare 3
si evaluare e ' =S




Inecuatiile sunt utilizate pentru a compara

doua valori sau expresii si au diverse aplicatii
practice. De exemplu, nivelul maxim de poluare
pe care il poate tolera un rau poate fi reprezentat
printr-o inegalitate, iar oamenii de stiinta care
studiaza mediul inconjurator pot folosi metode
algebrice pentru a realiza cele mai bune politici
pentru reducerea poluarii.




Lectia 1: Multimi definite printr-o proprietate comuna
a elementelor lor

Cuvinte-cheie

multime proprietate comuna intersectie reuniune apartenenta incluziune

In clasele anterioare am considerat, fard a da o definitie riguroasa,
ca o multime este o colectie bine precizata de obiecte (numite elemente),
privita ca un intreg.

Activitatea umana, in toate formele sale, necesita adesea nu doar grupa-
rea Tn multimi a unor obiecte, idei, actiuni sau fenomene, ci si clasificarea
acestora dupa diferite criterii.

Un exemplu la indeméana: observand lumea inconjurdtoare, putem
distinge imediat intre plante si animale, deci putem considera multimea
plantelor (regnul vegetal) simultimea animalelor (regnulanimal). Analizand
animalele dupa un anumit criteriu, de exemplu, dupa prezenta sau absenta
coloanei vertebrale, constatam ca regnul animal este constituit din multi-
mea animalelor vertebrate si multimea animalelor nevertebrate.

Matematic, un proces de clasificare, realizat pe baza unui criteriu, conduce la definirea unei multimi de obiecte
cu o proprietate comuna (criteriul dat).

1.1. Multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor
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Situatie problema

Echipa de baschet a scolii este formata din 12 elevi. Patru dintre ei ne
zambesc din imaginea alaturata, imbracati in echipamentul albastru al
echipei.

Multimea B, a componentilor echipei, poate fi scrisa enumerand efectiv
elementele sale, adica mentionand numele tuturor elevilor: Dan, Adi, Ion,
Toni si asa mai departe.

Multimea B poate fi identificatd si in alt mod, tinand seama ca fiecare
element al ei are calitatea de membru al echipei de baschet. Aceasta este
o proprietate caracteristica tuturor elementelor multimii B si numai lor,
nefiind verificata de elementele care nu apartin multimii B (de exemplu,
de Alin).

Multimea B se poate scrie si astfel:

B ={x|x este membru al echipei de baschet a scolii}.

Citim: B este multimea elementelor x, cu proprietatea ca x este membru al echipei de baschet a scolii.

De retinut

Daca elementele unei multimi A au o proprietate comuna, notata cu p, specifica lor si numai lor, multimea A
se poate defini si astfel:
A= {x| x are proprietatea p}.

Citim: A este multimea formata din elementele x care au proprietatea p.

@ Proprietatea p trebuie formulata astfel incat sa permita identificarea exacta a elementelor multimii (si numai

a acestora). De exemplu, considerdnd multimea A= {x|x este cifra araba}, putem afirma, fara echivoc, ca
A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Nu orice multime se poate scrie insa folosind o proprietate comuna a elementelor. De exemplu, multimea
T=1{7, 11, elefant, contrabas, A, O} nu poate fi definita pe baza unei proprietati specifice elementelor sale.



A={6k+2|k e Nj}.

Observatii
1. Pentru definirea unei multimi, se pot utiliza si doua sau mai multe proprietati pe
care le verifica elementele sale.
Considerand multimea A din Figura 1, orice element x € A are proprietatile: x este
numar natural, x este par, x <16. Scriem:
A={x|x e N, x este numar par, x<16}.
Se observa ca A poate fi definita si astfel: A= {x|x =2k, k e N, k< 8}.
2. Daca elementele multimii A apartin unui domeniu dat (altfel spus, multimea A
este submultime a unei multimi definite anterior), putem indica acest lucru Thainte Figura1
de bara verticala.
De exemplu, pentru a defini multimea A a numerelor naturale cel mult egale cu 4, vom scrie:
A={xeN|x<4},inlocde A={x|xeN,x<4}.
3. Pentru simplificarea scrierii, in special in cazul multimilor de numere reale, daca elementele se pot determina
printr-o formula de calcul (au o forma comuna), se poate scrie aceasta formula (proprietatea comuna) Tnainte
de bara verticala.
De exemplu, pentru a indica multimea numerelor naturale care dau restul 2 la Tmpartirea cu 6 (adica
multimea numerelor de forma 6k + 2, unde k € N), in loc de A= {x|x: 6k+2, ke N}, vom scrie, mai simplu,

4. Pentru o multime finita, avand un numar relativ mic de elemente, enumerarea elementelor intre acolade sau
@ utilizarea unei diagrame Venn-Euler oferé o imagine rapida asupra multimii date. In schimb, multimile infinite

se scriu indicand forma generala a elementelor lor.
Astfel, multimea multiplilor intregi ai unui numar natural n se scrie: M, = {kn | k € Z}.

Multimea numerelor rationale se scrie Q :{%

a,beZ, bio}sau Q={im‘meN, neN*}.
n

Exemple

1. Scrierea unei multimi date identificand o proprietate comuna a elementelor
Consideram multimile:
a. A={1,3,9,27,81}; b. B={0,1,4,9,16,25,36}; c. C={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}.

Vom identifica, pe rand, cate o proprietate comuna a elementelor fiecarei multimi.
a. Seobservaca1=3%3=3%9=37%27=3%si81=3" Asadar:

A={x|x=3keN k<4}={3"|keN, k<4}.

b. Numerele 0, 1, 4,9, 16, 25 si 36 sunt patrate perfecte, mai precis patratele numerelor 0, 1, 2, 3, 4, 5 si 6.
In consecinta:
B={x|x=k* keN, k<6}={k’|keN, k<6}.

c. Elementele multimii sunt numerele intregi mai mari decat —5 si mai mici decat 5 (sau mai mari sau egale
cu —4 si mai mici sau egale cu 4). Ca urmare:

C={xeZ|-5<x<b5}={xeZ|-4<x<4}.
Folosind proprietatile modulului, putem scrie si C={x e Z| x| <5} sau C= {x € Z| Ix| < 4}.

2. Enumerarea elementelor unei multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor
Fie multimea D= {k + k*| k € N, 2 <k < 5}. Elementele sale sunt numerele naturale x care se obtin prin aduna-
rea unui numar natural k, 2 < k <5, cu patratul sau. Astfel:
 pentru k=2, obtinem x=2 + 22 = 6;  pentru k =3, obtinem x=3 +3?=12;
« pentru k=4, obtinem x =4 + 4*=20; « pentru k=5, obtinem x=5 + 5? = 30.
In concluzie, D= {6, 12, 20, 30}.

3. Studiul apartenentei unui element la o multime definita printr-o proprietate a elementelor
Consideram multimile A= {x|x=3k+ 2, k e N} si B={x|x=2t+1,t e N}. Se pun problemele:
a. Care dintre numerele naturale 122, 321, 305 apartine multimii A, respectiv multimii B?
b. Care sunt elementele comune multimilor A si B?

a. Observamca 122 =3 -40+ 2,deci 122 € A. Lafel, 321 =2 - 160 + 1, adica 321 apartine multimii B.
Presupunand ca 122 < B, ar trebui sa existe t € N astfel incat 2t + 1 =122, absurd, deoarece 2t + 1 este
numar impar, iar 122 este par. Asadar, 122 ¢ B.




Analog, presupunand ca 321 e A, ar rezulta ca exista k e N astfelincat 3k + 2 =321, adica 3k =319, de unde

k =?=106% , care nu este numar natural. Rezultd ca 321 ¢ A.
Deoarece 305=3-101+2=2-152 +1, deducem ca 305 € Asi 305 € B, adica 305 e AnB.

b. Fie xun element comun multimilor A si B, ales arbitrar. Atunci exista k, t e Nastfelincatx =3k +2six=2t+1,
deci 2t =3k + 1. Caurmare, 3k + 1 este numar natural par, deci k este impar, adica are forma2p +1,p € N, de
unde rezultdca x=3k+2=3(2p+1)+2=6p+5.

Asadar, dacd x € A n B, atunci x are forma 6p + 5, p € N. Observand ca:

6p+5=3-2p+1)+2ecA si 6p+5=2-(3p+2)+1eB,

rezultd ca orice numar de forma 6p+5,p e N, apartine atat multimii A, cat si multimii B, deci
AnB={x|x=6p+5,peN}.

1.2. Reuniunea, intersectia si diferenta a doua multimi. Aplicatii

Observatie

Ne reamintim ca intersectia a doua multimi A si B, notata prin An B,
este multimea formata din elementele comune ale multimilor A si B.
Putem defini multimea A n B folosind proprietatea elementelor sale de
a apartine atat multimii A, cat si multimii B. Asadar: A B

AnB={x|xeAsixeB}.

Analog, elementele reuniunii AU B au proprietatea ca apartin fie lui A,
fie lui B, deci:

AUB={x|xeAsauxeB}.
Similar, putem defini si diferenta a doua multimi printr-o proprietate comuna a elementelor sale:
A\B={x|xeAsixegB} sau B\A={x|xeBsixeA}.

Investigatie

Se impart elevii in patru grupe. In fiecare grupa se alege un purtétor de cuvant.
Fiecare grupa primeste o coala de carton pe care sunt scrise multimile:

Grupal: A={xeN|5<x<11}; Grupa2: A={xeN|l6<x<21};
B={xeN|8<x<15}. B={xeN|12<x<24}.
Grupa3: A={xeN|2<x<8}; Grupad: A={xeN|7<x<13};
B={xeN|9<x<14}. B={xeN|12<x<18}.

Cerinte comune:
1. Scrieti multimile A si B prin enumerarea elementelor si reprezentati-le cu ajutorul diagramelor.

2. Determinati multimile AnB,AuB,A\BsiB\A.

3. Scrieti fiecare dintre multimile AnB, AuB, A\B si B\ A folosind o proprietate comuna a elementelor,
exprimata, acolo unde este posibil, sub forma unei duble inegalitati.
Cerinta specifica:

4. Determinati multimile ENF si EUF, unde E={xe N|a<x<b} si F={xe N|c<x<d}, iar a, b, ¢, d sunt
numere naturale care indeplinesc conditia:
grupal: a<c<b<d; grupa2: a<bh<d<c;
grupa3: a<b<c<d; grupad: a<c<d<b.

Cerintele se rezolva pe coala de carton primitd, in timp de 15 minute. Dupa indeplinirea sarcinilor, fiecare pur-
tator de cuvant prezintd in fata clasei activitatile efectuate si modul de rezolvare.

Se dezbat rezultatele obtinute la cerinta specifica, in functie de ordonarea numerelor a, b, ¢, d. Suplimentar,
se studiaza cazurile in care unele dintre numerele a, b, ¢, d sunt egale.
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Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Multimea JF contine triunghiuri, cercuri si patrate, care pot fi pline (colorate complet)
sau goale (colorate doar pe contur), cu albastru, rosu sau cu verde (Figura 2).
Reprezentati cu ajutorul unor diagrame Venn-Euler multimile:

a. A={x e F|xeste triunghi}; b. B={y e F|y colorat cu verde};
c. C={ze F|zesteplin}; d. D={ue FlueAsiueBsiueC}.
Rezolvare

a. b. c. d.
Figura 2

2. Scrieti urmatoarele multimi cu ajutorul unor proprietati comune elementelor lor:

a. A={40,31,22,13}; b. B={6, 445, 56, 67, 1442 ;
c. C=1{10,15,20, ..., 95}; d. D={-4,-2,-1,1,2,4}.
Rezolvare

a. Elementele multimii A sunt toate numerele de doua cifre care au suma cifrelor egald cu 4: A ={%|a+b=4}.
Putem scrie multimea A sisub forma: A={9n+4|neN,1<n<4}.

b. Numerele 4v5, 56, 67 au forma nvn+1, unde n e {4, 5, 6}. Observand ca 6=34 si 1442=78,
putem scrie B={n\/n+1 neN, 3£ns7}.

c. Elementele multimii C sunt toate numerele divizibile cu 5 formate din doua cifre. Utilizand faptul ca orice
numar intreg divizibil cu 5 este de forma 5k, unde k € Z, obtinem C= {5k |k € N, 2 <k <19}.

d. Multimea D contine toti divizorii intregi ai lui 4, deci D= {n € Z |4 : n}.
3. Precizati valoarea de adevar a fiecareia dintre urmatoarele propozitii:
a. P \7e{x|1<x<3, xeR}; b. P-4 ¢ {x|Ix|<6,x e N}; c. P;:237 € {x|x=k? k e N}.

Rezolvare
a. Propozitia P, este adevarata, deoarece 1 =1<\7<\9=3.

b. Deoarece {x e N||x| <6,x e N} ={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, propozitia P, este adevarata.
c. Deoarece 15% < 237 < 162, numarul 237 nu este patrat perfect. P, este o propozitie falsa.
4. Aratati ca elementele multimii C = {x|x = 6k + 13, k e N} dau restul 1 laimpartirea cu 3.

Rezolvare
Un element oarecare al multimii C este de formax=6k+13=3-2k+3-4+1=3-(2k+4) + 1.
Cum 1 < 3, din teorema impartirii cu rest rezulta ca restul impartirii lui x la 3 este 1.

5. Fie a un numdr natural. Se considerd multimile A= {x|7 <x<a, x e N} si B={x|x: 5, x € N}. Determinati
@ multimea C = {a € N| multimea A n B are 20 de elemente}.

Rezolvare

Elementele comune celor doua multimi sunt multipli de 5 mai mari ca 7, cel mai mic element comun fiind
10=5 - 2. Cele 20 de elemente ale multimii A n B sunt 20 de multipli consecutivi ai lui 5 Tncepand cu 10, adica
numerele de la 5-2 la 5-21. Asadar, A n B = {10, 15, 20, .., 105}, deci a>105. Presupunand cd a > 110,
ar rezulta cd110 € A N B, adicd A N B ar avea cel putin 21 de elemente. In concluzie, a < 110, de unde rezulta
ca C={105, 106, 107, 108, 109}.

Probleme propuse

1. Se considerda multimile A= {x e Z| -3 <x<4}siB={z e Z|lz| < 2}.
a. Reprezentati multimile A si B cu ajutorul diagramelor Venn-Euler.
b. Reprezentati elementele multimii A x B={(a, b) | a € A, b € B} intr-un sistem de axe ortogonale xOy.




2. Scrieti multimile de mai jos folosind o proprietate comuna a elementelor lor:
a. A={0,7,14,21,28}; b. B=1{0, 4, 8,12, 16, 20, ...}; c. C={1,5,9,13,17,21, ...}.

3. Fie multimea M :{—2,(6); 0;24/3; n;—%; \/g} Scrieti, prin enumerarea elementelor, multimile:

a. A={xeM|x=0}; b. B={xeM|x e Q}; c. C={xeM|xeZ; d. D={xeM|x<-3}.
4. Se considera multimile A = {x | x =6k + 3, ke Z} si B={x|x =3k, ke Z}.
@D a. Scrieti cate trei elemente din fiecare multime.
b. Verificati daca numerele 112, 204 si 333 apartin celor doua multimi.
c. ArataticAAcBsiBzA.

x+1
X+3

5. Se dau multimile A:{

xeN’, XSZO} si B:{

xeN, XSZO}.
x+1

a. Stabiliti cate elemente au multimile A si B.
b. Comparati produsul elementelor multimii A cu produsul elementelor multimii B.
6. Determinati multimile:

a. A={(x,y) e ZxZ|xy+5=0}; b. B={(x,y) e Nx N|2x+5y=40};

c. C={(x,y) e RxR|x+2y=9si2x-y=8}; d. D={(x,y) € ZxZ|xy +3x+3y=12}.
7. Determinati numarul elementelor multimilor:

a. A={@|a+c=3}; b. B={EeN|a<b}; c. C={ZEZ||Z|<18}; d. D={x|x2£11,XGZ}.
8. Stabiliti care dintre multimile A= {x e N| 1 <x <2} si B={x e N| 2% < x < 2'%%} are mai multe elemente.
9. Se considera multimile A={1, 4,7,10,13, ...}, B={2,5, 8,11, 14, ...} si C={k*| k e N}.

a. Scrieti fiecare dintre multimile A si B cu ajutorul unei proprietati comune elementelor lor.

b. Identificati cele mai mici cinci elemente ale multimii A N C.

c. Aratati ca multimile B si C sunt disjuncte.

d. DemonstraticaAn B={.

10. Notam cu P multimea punctelor planului si fixam doud puncte A, B e P. Determinati multimile
M, ={X e P|XA=XB} si M, ={X e P|AX =AB}, apoi reprezentati-le geometric.

Autoevaluare
1. Scrieti fiecare dintre multimile A, B, C cu ajutorul unei proprietati comune elementelor:
a. A={0,1,8,27,64,125}; b. B={6,12,18,24,30}; c. C={-30,-25,-20, -15}. 3p)

2. Se considerd multimile A = {x e N|x*< 25} si B={x e N| 2 < 25}. Stabiliti valoarea de adevar a fiecreia dintre
urmatoarele propozitii:

a. P:AcB; b. P, BcA; c. Pi:A=B. (3p)
- . 2x-5
3. Determinati multimea M={xeZ 1 eN ;. (3p)
X+

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.
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Lectia 2: Intervale numerice si reprezentarea lor
pe axa numerelor; intersectia si reuniunea intervalelor

Cuvinte-cheie
interval de numere reale interval deschis interval inchis
interval marginit infinit interval nemarginit
reprezentare geometrica intersectie reuniune

Fenomenele sau procesele din viata de zi cu zi se deruleaza deseori intre anumite
limite. In vorbirea curentd, spunem c& un astfel de eveniment (proces, fenomen)
se desfasoara intr-un anumit interval, definit de conditiile specifice evenimentului
respectiv.

In timpul unei etape de raliu, o masina parcurge o distanta bine delimitata (inter-
valul dintre start si sosire), intr-o perioada masurata cu precizie (un interval de timp).

Evenimentele hidrologice desfasurate Tn amonte determind ca nivelul apei
dintr-un rau sa se modifice Tntre anumite limite — astfel, nivelul apei variaza intr-un
anumit interval.

Sa observam ca toate aceste procese sunt continue: masina de raliu nu poate
ajunge de la start la sosire fara sa treaca prin toate punctele de pe traseu, dupa
cum nivelul apei nu poate creste de la 8 cm la 12 cm fara sa fi ajuns la 9,12 cm,
la 10,243 cm sau la orice alta valoare cuprinsa intre 8 cm si 12 cm.

Pentru a studia astfel de procese, este nevoie sa descriem multimile de numere
reale care, odata cu orice doua valori ale lor, a si b, contin toate valorile intermediare
cuprinse intre a si b.

2.1. Intervale numerice si reprezentarea lor pe axa numerelor

Mate practica

Meteorologia este disciplina care se ocupa cu studiul fenomenelor atmosferice si prognoza
lor. Majoritatea activitatilor umane depind de conditiile meteo, iar prognoza fenomenelor
atmosferice ne ajuta in planificarea acestor activitati.

Dimineata, la ora 6°°, Rares observa ca termometrul arata -3 °C.

Masurand temperaturile din ord in ord, Rares obtine valorile:

600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400
=5 ¢C | =22°C | =*C 1,5°C 3°C 4,2 °C 6°C 7,4 °C 9°C

In ce interval orar s-a atins temperatura de 0 °C? Dar cea de 5 °C?

Ce temperaturi s-au inregistrat pana la ora 14°?

Pe masura ce afara se incalzeste, temperatura nu poate ajunge de la o valoare mai mica la una mai mare fara
sa treaca prin valorile intermediare.

Astfel, temperatura de 0 °C s-a atins intre ora 8% si ora 9%, iar cea de 5 °C intre 11% i 12,

Temperaturile inregistrate intre orele 6°° si 14% sunt cuprinse intre =3 °C si 9 °C sau, asa cum citeste Rares in
aplicatia Vremea de pe telefonul sau mobil, sunt situate in intervalul de la-3 °Cla 9 °C.

De retinut

Un interval de numere reale este o multime I de numere reale cu proprietatea ca, pentru orice doua numere
reale a, b e I, cu a < b, orice numar real cuprins intre a si b apartine multimii I.
Cu alte cuvinte, o multime I c R este interval daca:

pentru orice a, b € I, a< b, si orice x € R astfelincat a<x < b, rezulta x e I.

Avand n vedere corespondenta dintre multimea numerelor reale si axa numerelor, intervalele de numere reale
se reprezintd geometric sub forma de segment, semidreapta sau dreapta (intreaga axa).




Intervalele se clasifica Tn:

« intervale madrginite — a caror reprezentare geometrica este un segment;

« intervale nemdrginite — a caror reprezentare geometrica este fie o semidreapta, fie axa numerelor.

In tabelul de mai jos sunt prezentate atat toate tipurile de intervale de numere reale, denumirile, cat si reprezen-
tarea geometrica a acestora pe axa numerelor. Spunem ca un segment este inchis daca isi contine capetele, deschis
daca nu le contine, respectiv semideschis daca doar unul dintre capete apartine segmentului. Similar, vom numi
o semidreapta inchisd daca aceasta isi contine originea, si deschisd, in caz contrar. Pentru a reprezenta geometric
o extremitate a unui interval care apartine acestuia, se foloseste un punct plin sau o paranteza dreapta, iar pentru
capetele care nu apartin intervalului, se utilizeaza un punct gol sau o paranteza rotunda. Simbolurile —oo (minus infinit)
si +oo (plus infinit) nu sunt numere reale; acestea se utilizeaza pentru a scrie intervale nemarginite de numere reale.

Intervale marginite

A Figura T . .o .
Reprezentarea geometrica geometrici Definitia intervalului Denumirea intervalului
> segment . AL
a b chis [a,b]={xeR|a<x<b} interval inchis: a, b € [a, b]
> ment . .
a b sdeegscﬁis (a,b)={xeR|la<x<b} interval deschis: a, b ¢ (a, b)
> segment b= R <b interval deschis la stanga si inchis
a b semideschis (@ b]=ixeRla<x<b} "3 greaptaq ¢ (a,b], b € (a, b]
> segment interval inchis la stanga si deschis
a b semideschis [ b)=ixeRla<x<bj T dreapta: a € [a, b), b ¢ [a, b)
Intervale nemarginite
Reprezentarea geometrica Figura' < Definitia intervalului Denumirea intervalului
geometrica ’
»  semidreapta interval inchis la stanga:
-0 a +00 inchisi [(1, +OO)={X€R’XZG} qe [Cl, +oo)

»  semidreapta
deschisa

interval deschis la stanga:
a ¢ (a, +o)

(a, +0) = {x e R|x>a}

»  semidreapta interval inchis la dreapta:
inchisa (-o0, b] = {x € R[x < b} b e (-, b]

»  semidreapta interval deschis la dreapta:
deschisa (=0, b) = {x € R|x < b} b ¢ (-, b)

—0 +o0 dreapta (=00, +0) =R multimea numerelor reale

Observatii

1. Folosind paranteze rotunde/paranteze drepte pentru a marca extremitatile, intervalele [a, b], (c, d), [m, ),
(—oo, n) se reprezinta astfel:

r 1 > ( ) >
—00 Ia bJ ~+00 —00 c d +00
r > ) >
C > Y ~
—o0 m +00 —00 n +0
2. Notatiile [-o, a), [-, a], [a, +=] sau (a, +o] nu au sens. Multimile notate cu (a, a), (a, a] sau [a, a) nu contin

numere reale: (a, a) =(a, a] = [a, a) = @. Multimea notata cu [a, a] se reduce la un punct (interval degenerat):
[a,a]={xeR|a<x<a}={a}.

3. Consideram multimile A={x e R|-3<x<2}; B={x e R*|-3<x<2}; C={x e Z|-3<x<2}. Dintre acestea,
doar multimea A reprezinta un interval de numere reale; mai exact, A=(-3, 2]. Multimea B contine elemen-
tele =1 si 1, dar nu contine elementul O, care este cuprins Tntre =1 si 1, deci nu este interval. Totusi, multimea B
se poate scrie ca o reuniune de doud intervale distincte: B= (-3, 0] U (0, 2]. Multimea C este intersectia intervalu-
lui (-3, 2] cu multimea numerelor intregi: C=(-3, 2] n Z={-2, -1, 0, 1, 2}. Justificati de ce C nu este un intervall



Exemple

1. Consideram urmatoarele multimi de numere reale, definite prin cate o proprietate a elementelor:

1__ 4
——<X<—=
2 3}

d. D={xeR|x>2}; e. E={xeR|-4,5<x); f. F={xeR|x<3}.
Dintre acestea:

« A, Bsi Csuntintervale marginite: A = (-2, 3), B=[-4,5; 2], C ={—%, %)
« D, E si F sunt intervale nemarginite: D :(\/5, +oo), E=[-4,5; +x), F :(—oo, \/5]

2. O multime de numere reale reprezentata pe axa numerelor printr-un segment este un interval marginit:

a. A={xeR|-2<x<3}; b. B={xeR|-45<x<2}; c. cz{xER

B 0 A - C 0 D -
-2 0 2 - -2 0 1,5 -
Multimea reprezentatd prin segmentul inchis BA este Multimea reprezentata prin segmentul deschis CD este
intervalul inchis [-2, 2]. intervalul deschis (-2; 1,5).
3. O multime de numere reale care se reprezinta pe axa numerelor sub forma unei semidrepte este un interval
nemarginit.
P 0 0 R S 0O R -
-3,5 3/2 - -2,4 1 -
Semidreapta deschisda PQ este reprezentarea pe axa Semidreapta inchisa RS este reprezentarea pe axa a inter-
a intervalului (-3,5; +»). valului (=oo, 1].
Cultura matematica 8 8
In muzic4, un interval este raportul dintre inaltimile a dou& note. Inter- £
valul muzical constituie elementul de constructie fundamental in orice o
alcituire melodicad sau armonicd. Muzica pe care o ascultdim este o c2— + 5 1
insiruire, interesanta si creativa, de intervale muzicale. g e o ° B
’ ’ I II IITI IV V VI VIIVIII

2.2. Intersectia si reuniunea intervalelor

Situatie problema

Lunea, elevii clasei a VIII-a A dintr-o scoald au ore n intervalul orar 8-13, m aVIII-aA | aVIII-aB

iar elevii clasei a VIII-a B au ore de la 9 la 14. .
8:00 Istorie

a. In ce interval orar au fost prezente n acelasi timp la cursuri ambele . .
9:00 Franceza Engleza

clase?
b. In ce interval orar au fost prezenti la cursuri elevii de clasa a VIII-a? 10:00] [Matematica ] [Romana
Asociem perioadelor de timp petrecute la scoala de cele doua clase 11:00 Fizica Matematica
intervalele [8, 13], respectiv [9, 14]. 12:00 Desen Muzica
Intrucat intervalele sunt multimi de numere, putem efectua cu acestea  13.9g Geografie
operatiile de intersectie, respectiv reuniune. -

Cele doua clase au fost simultan la cursuri de la ora 9 la ora 13. Asadar,
[8,13] n[9, 14] =9, 13].

Elevii de clasa a VIII-a, fie de la o clasa, fie de la cealaltd, se afla n scoald intre orele 8 si 14. Putem scrie
[8,13] U9, 14] =8, 14].

De retinut @

Se considera doua intervale de numere reale, I si J. Atunci:

- multimealuJ={x|x e Isaux e J}senumeste reuniunea intervalelor I si J;

- multimealnJ={x|x e Isix e J}senumeste intersectia intervalelor I siJ.

Pentru determinarea intersectiei si a reuniunii a doua sau mai multe intervale, se poate utiliza reprezentarea
lor geometrica pe axa numerelor.

g 0 0@



Exemplu
D Fie intervalele I = [—1, 3] siJ=(1, 4). Pentru a determina multimile I n J si I U J, parcurgem pasii:

Pasul1: Reprezentam pe axa numerele =1, 3, 1 si 4 (capetele intervalelor I si J) si obtinem punctele
C(-1), D(3), E(1) si F(4).
Intervalului I'li corespunde, pe axa, segmentul inchis CD, iar lui J i corespunde segmentul deschis EF. Marcam
corespunzator aceste intervale pe axa numerelor, folosind notatia cu paranteze:

C E D F
: ( — -
— -1 0 1 3 4 o
Pasul 2: Hasuram segmentul CD intr-un anumit sens si segmentul EF in alt sens.
C E D F
LV ¢ 1 \) >
— -1 0 1 3 4 o
Pasul 3: Intersectia intervalelor I si J este multimea punctelor hasurate in ambele sensuri:
InJ=(,3]
Reuniunea intervalelor I si J este multimea punctelor hasurate cel putin o data.
1VJ=[-1,4).

Observatii

Intersectia a doua intervale poate fi:

(2,6)n(-1,4)=(2,4) [0,2] n[2,5]={2} -2, 1)n22,4)=0
[-2,3]n[1,0) =1, 3] (-1, 1] n[1, ) = {1} (-0,2)N[2,4]=0

Reuniunea a doua intervale poate fi:

un interval o multime care nu este interval

[0,2]U[2,5]=]0, 5] (-2,1)u @3, 5
(-0,1) U (0, 4) = (-, 4) (=00, 1] U [3, )
(-0, 5) U (-1, 0) =R [0, 4] U (8, ®)

Portofoliu

1. Folositi reprezentarile grafice ale intervalelor pe axa numerelor pentru a efectua operatiile cu intervalele indi-
cate la rubrica Observatii, de mai sus, punand Tn evidenta legatura dintre:
- operatiile de intersectie si de reuniune a intervalelor;
- intersectia si reuniunea segmentelor sau a semidreptelor.

2. Dati cate doua exemple pentru fiecare tip de multime care poate fi obtinuta ca rezultat al intersectiei, respectiv
reuniunii a doua intervale.

2.3. Modulul unui numar real

Activitate pe echipe

Se imparte clasa in doua grupe, colegii de banca fiind in grupe diferite.
Fiecare elev trebuie sa scrie pe o foaie de hartie numere reale cu modulul mai mic sau egal cu 4, respectand
urmatoarele conditii:

Grupa 1: Grupa 2:

Al trei numere naturale; A2 trei numere intregi negative;
B1 trei numere rationale negative; B2 trei numere rationale pozitive;
C1 trei numere irationale pozitive. C2 trei numere irationale negative.

Numerele scrise sunt prezentate la tabld, Tnsotite de justificarile necesare.
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Ce observam?

Exista o multime finitd, alcatuita din numere naturale si intregi negative, care au modulul mai mic sau egal
cu 4. In acelasi timp, exista o infinitate de numere rationale si irationale care au modulul mai mic sau egal cu 4.
Intuim c& numerele reale cu modulul mai mic sau egal cu 4 se afla in intervalul [-4, 4].

Intr-adevar, s& ne amintim c& modulul unui numér real x este egal cu distanta de la originea axei numerelor la
punctul de abscisa x.

Un numar real x avand modulul mai mic sau egal cu 4 se reprezinta pe axa intr-un punct M cu OM < 4.

A-4) OMW)  A@)

»
>

-4 =4 4] =4

Intrucat OA = 0OA’ =4, conditia OM <4 este verificatd daca si numai daca punctul M apartine segmentului AA’.
Deducem ca numerele reale x cu proprietatea |x| < 4 sunt numerele din intervalul [-4, 4].

De retinut

Se considera un numar real a, a > 0. Atunci:

1. {x e R|Ix| <a}=[-a, d] 2. {xeR|Ixl<a}=(-q,a)
-0 -a 0 a +oo: -0 -a 0 a +<§
3. {x e R|Ix| > a} = (-, —a] U [a, +») 4. {x e R| x| > a} = (-0, —a) U (q, +x)
—0 —-a 0 a +oo: -0 -a 0 a +o§
Exemple
a. {xeR|Ix|<3}=(-3,3); b. {xeR|Ix|<6}=[-6,6]
c. {xeR|Ix|>3}=(-0,-3)uU (3, +x); d. {xeRHszﬁ}:(—oo,—ﬁ}u[ﬁ, +oo);
e. {xeR|Ix|>-1}= (-, +0) =R; f. {x e R||x| >0} = (=00, 0) U (0, +x) = R*.

Exerciti

si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Verificati daca numerele reale —4; 2,4; \/5; 3,(6); gapartin intervalului I = (-3, 3).

Rezolvarea 1: folosind definitia intervalului
Un numar real x apartine intervalului (-3, 3) = {x € R|-3 < x < 3} daca verifica relatia -3 < x < 3. Vom compara
numerele date cu —3 si cu 3. Putem organiza datele ntr-un tabel:

4
X -4 2,4 J3 3,(6) 5
4 15
compararea -4 <-3 -3<2,4<3 —3</3</9=3 3,(6)>3 —3<E<?=3
4
concluzia —4¢(-3,3) 2,4¢(-3,3) J3e(-3,3) 3,(6) (-3, 3) ge(—3, 3)

Rezolvarea 2: folosind reprezentarea pe axa numerelor
Reprezentam intervalul I=(-3, 3) pe axa numerelor prin segmentul AB si numerele reale —4; 2,4; 3,(6); \/5;

% prin punctele C, D, E, F, respectiv G.
© A 0O G F D B E
0 i

\

-4 -3 -2 -1 1 V3224 33,6
Se observa ca punctele G, F si D apartin segmentului AB, deci numerele E NG si 2,4 apartin lui I.

Punctele C si E nu apartin segmentului AB, deci numerele —4 si 3,(6) nu sunt n intervalul I.

@




2.

. Determinati numarul intreg a, stiind ca intersectia intervalelor I = (-, 2] si J =[

Determinati cel mai mic si cel mai mare numar natural din intervalul |:2\/§, 4\/5]

Rezolvare
Deoarece 3=\/§<\/12 <J16=4 si \/E=5<\/32=4\/§<\/36=6, rezulta ca cel mai mic numar natural

din intervalul [2\/5, 4\5} este 4, iar cel mai mare numar natural din intervalul [2«/5, 4\/5] este 5.

. Determinati multimile:

A={XE]R

|x|£13—1}; B={X€N

lesjé—l}; C={X€Z*

|x|s£}.
3

Rezolvare

" 11 . < 11 11 . <
a. Conditia les? este echivalenta cu —?SXS?. Cum A contine toate numerele reale cu aceasta pro-

11
3'3 ][
b. Observdm cdB=A N N. Cum %=3,(6), rezultdca B={0, 1, 2, 3}.

prietate, inseamna ca A= [—

c. Intrucat C=A nzZ* avem C={-3,-2,-1,1, 2, 3}.

. Daca x si y sunt numere reale astfel Incat x e (-4, 2), iary € (1, 3), demonstratica [x+y—1| < 4.

Rezolvare
Avem: x e (-4,2) & -4<x<2,iar ye (1,3) < 1<y<3. Adunand aceste inegalitati membru cu membru,
obtinemca -3 <x+y<5,deci—4 <x+y—-1<4,altfel spus |[x+y—1| < 4.

Ta-1

\/5] contine un singur
numar intreg.

Rezolvare

7a-1

Unicul numar intreg din I nJ este, in mod necesar, 2. Impunem, asadar, conditia 1< <2.Cum a este

numar intreg, rezulta ca a = 1.

Probleme propuse

1. Scrieti sub forma de interval multimile:

v

a. {xeR|-3<x<5}; b {xeR|-2<x<7}; ¢ {xeR|0<x<13}; d. {x e R|-4<x};

e. {xeR|-1<x<8}; f {xeR|5<x; g {xeR|x<9}; h. {xeR|x<5}.
2. Reprezentati pe axa numerelor intervalele:

a. (_1, 5), b. [2, 6], c. (—oo, gj’ d. |:1’25’Z]’

3 2
1 , ) 3 :

e. (_E’ +ooj ; f. (—oo, \/g), g. (5,\/5], h. [2\/5, +oo).
3. Stabiliti daca urmatoarele afirmatii sunt adevarate sau false:

pl: \/ge[Z, 6]; p2: %e(—l, 3); p3:2,33) € [2, 3); pa: 2,3€e E,%}

p5: 242 e[Z, 3:|; pé: %e[l,Z; 1,3}; p7: @e[?, 3}; p8: 11 e (-11, 11);

po: —%e[—& —2]; plo0: 1e{%,%}; pllzm—\/ie[\/z,oo); pl2: ﬁ+\/§e(—oo, 2\/5)

. Reprezentati pe axa numerelor:
a. intervalul deschis la stAngain —/2 si nemarginit la dreapta;

b. intervalul inchis la dreapta in =4 si deschis la stanga Tn —6;
c. intervalul inchis la stanga n 3 si inchis la dreapta in 7;
d. intervalul deschis la stanga Tn O si deschis la dreapta in 2.



10.

11.

12.

13

. Dati cate un exemplu de:
a. numar natural din intervalul (—3, 3\/5);

c. numar rational din intervalul (%,%),

. Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:

a. Zn(-1,5)=g; b. N (=2, +0); c. {-3,3}z[-3,3];

. Copiati pe caiet tabelul alaturat si asociati fiecarei cifre din coloana A o litera
din coloana B, astfel incat numarul din dreapta cifrei sa apartina intervalului
din dreapta literei.

. Copiati pe caiet si completati spatiile punctate, pentru a obtine propozitii
adevarate:

2

a. 5¢l..,11]; b. ... e (1;7,25); c. =€(0,...);

d. ... e (-5,..); e. a’ e (-1,..); f. —e(..,..).

. Se considera intervalul Iz[—lzg—l,%}. Determinati:

a. cel mai mare numar intreg negativ care nu apartine lui I;
b. cel mai mare numar intreg care apartine lui I.

Determinati, in fiecare caz, reuniunea si intersectia intervalelor I si J indicate:
a. I=(-x,2),J= [0, +oo); b. I= [—2, 3], J=(0, 5);
d I=(-0,\9],1=(@,+2); e I=(-x,8),J=(4,6);

o

A

1.-3
2.4

3.0

c. I=[-1,2],7=]2, +o);

b I=(~2.Z), 3=(~B.T-1).

b. numarintreg din intervalul [—\/7,2];

d. numar irational din intervalul [2, 3].

11
2’13

cu un singur element.

numere reale cu b — a =1, astfel incat:

a. xelyel b. xel,yel, c. xel,yel,
. Scrieti cu ajutorul intervalelor urmatoarele multimi:

a. A={xeR|x*<3};

14. Demonstrati ca |x + 3| + |1 — x| = 4, pentru orice numar real x € [-3, 1].
Autoevaluare
1. Scrieti sub forma de interval multimile:

a. A={xeR|-13<x<15};

b. B={xeR|x*>3}; c. C={xeR|Ix|=x};

]szg

[

o

. (0,11)

. (=5,-3)
. (=0, ~4]
. (-4, —1]

. [0, 3]

d.- xe¢l,yel

- “ . o m-1| .|2m+1 .
Determinati numarul real m, pentru care intersectia intervalelor (—oo, 3 } Si { 5+ ,ooJ este o multime

Se considera numerele reale x=‘\/€—3‘ Si yz‘\/i—l‘. Dati exemple de intervale I=]aq, b], unde a si b sunt

d. D={x e R||x| =—x}.

b. B ={xeR|x>2}; C.C={X€]R|\/§SXS2}.

2. DacaA=(-4,3)siB= {x eR ‘ -1<x< 1745} atunci precizati valoarea de adevar a propozitiilor:

3.

a. B:[_l,%j; b. AnB=(-1, 3);

c. AuB =(—4, EJ
4

a. Reprezentati pe axa numerelor intervalele A= [—oo, —%J, B ={%, \/gj siC= {—%, +oo].

b. Determinati multimile AnC,BuUCsiAnB.

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.

(3p)

(3p)

(3p)

2
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Lectia 3: Inecuatiide formaax+b20(s,>,<),a,beR

Cuvinte-cheie

inegalitate inecuatie coeficienti necunoscuta solutie inecuatii echivalente

In practica, pentru a caracteriza situatiile descrise de o serie de valori (si nu nea-
parat de o singura valoare), se folosesc inegalitati.

Un autoturism circula legal pe sectorul de drum pe care este montat un indicator
rutier pentru limitare de viteza, precum cel din imagine, daca viteza sa (notata cu v)
verifica relatia v < 80 km/h.

Pentru a fi admisa la o scoala de vara, Sonia trebuie sa obtina, dupa patru teste, o
medie de cel putin 90 de puncte din 100 posibile. Cu alte cuvinte, Sonia este admisa
daca media ei de admitere m verifica inegalitatea m > 90.

Daca la primele trei teste a obtinut 87, 93, respectiv 88 de puncte, conditia pentru
ca Sonia sa fie admisa se poate exprima printr-o noua inegalitate: nota n a ultimului
test trebuie sa satisfaca relatia:

87+93+88+n S
5 =z

Pentru solutionarea unei situatii practice se impune deseori rezolvarea unei
inecuatii, adica determinarea valorilor unui termen variabil (o necunoscutd), care
verifica o relatie matematica exprimata printr-o inegalitate.

90.

Mate practica

Pe partia de schi, inchirierea unui echipament costa 70 de lei, iar un tichet de
urcare cu telescaunul pana in varful partiei costa 8 lei.

Poate Rares sa inchirieze un echipament si sa cumpere 20 de tichete de telescaun
dintr-un buget de 200 de lei?

Care este numarul maxim de coborari pe care le poate face Rares intr-o zi petre-
cuta pe partie, cu acest buget?

Ce observam?
Pretul a n urcari cu telescaunul este de 8n lei, deci cheltuielile pentru o zi de schi (echipament + urcari) se ridica
la8n+70 lei.
Conditia de incadrare in buget se scrie 8n+ 70 < 200.
Pentru 20 de urcari, vom verifica daca n = 20 satisface conditia obtinuta anterior.
Obtinem 8 - 20 + 70 < 200, adica 230 < 200, fals, deci Rares nu poate cumpara 20 de urcari.

Numarul de coborari (egal cu numarul de urcari), se gaseste observand ca relatia 8n + 70 < 200 este echiva-
lenta cu 8n <200 - 70, adica 8n <130. Deducem ca nslz—o ,deunde n<16,25.

Calculele de mai sus corespund urmatorului rationament: dupa inchirierea echipamentului, Rares dis-
pune de 200 lei — 70 lei = 130 lei. Iimpartind suma rdmasa la 8 lei (pretul unui tichet de telescaun), obtinem
130:8=16,25.

Cum numarul de tichete n este numar natural, Rares poate face cel mult 16 coborari.

3.1. Inecuatii de formaax+b>0(<0,>0,<0),undea, b € R
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De retinut

O inecuatie avand una dintre formele:

1. ax+b=>0 2. ax+b<0 3.ax+b>0 4. ax+b<0

unde a, b € R, a =0, se numeste inecuatie de gradul I cu o necunoscutd. Numerele reale a si b se numesc
coeficientii inecuatiei, iar x se numeste necunoscuta sau variabila inecuatiei.



In general, o inegalitate intre doua expresii algebrice in care apare un termen necunoscut se numeste inecuatie
cu o0 necunoscutd.

Un numar real se numeste solutie a unei inecuatii daca, prin inlocuirea necunoscutei cu acest numarin inecuatia
data, se obtine o propozitie adevarata.

A rezolva o inecuatie inseamna a determina toate solutiile sale. Aceste solutii formeaza multimea solutiilor
inecuatiei date si se noteaza, de regula, cu S.

Daca o inecuatie in necunoscuta x este urmata de o precizare de forma x e M, aceasta indica multimea valorilor
admisibile ale lui x (sau multimea in care ia valori necunoscuta).

Exemple

1. Numarul real 2 este solutie a inecuatiei 3x — 9 < 0, deoarece inlocuind x cu 2 se obtine propozitia3 -2 -9<0,
care este adevarata.

2. Numarul real =2 nu este solutie a inecuatiei 4x + 5 > 0, deoarece propozitia 4 - (-2) + 5> 0 este falsa.

3. Orice numar natural n verifica inegalitatea 5n + 3 > O, deci este solutie a inecuatiei 5x+3 >0, x € R.
Inegalitatea 5n + 3 > 0, valabila pentru orice n € N, justifica si urmatoarele afirmatii:
« multimea solutiilor inecuatiei 5n + 3 > 0, n € N, este multimea numerelor naturale: S=N;
« multimea solutiilor inecuatiei 5n + 3 <0, n € N, este multimea vida: S= .

Observatii

Doua inecuatii definite pe aceeasi multime se numesc echivalente daca au aceeasi multime a solutiilor.
De exemplu, inecuatiile care se rezolva in R:

1) x-3>0 Si (2) 2x-6>0

sunt echivalente, intrucat, daca un numar real verifica inecuatia (1), atunci verifica si inecuatia (2) si reciproc.
Multimea solutiilor fiecareia dintre cele doua inecuatii este (3, +).

Pentru a rezolva o inecuatie, adica pentru a afla toate solutiile sale, vom folosi proprietdtile relatiei de ordine,
obtinand inecuatii echivalente cu inecuatia data.

D Proprietatea relatiei de ordine Cum se aplica proprietatea

1. Dacaa<b, atuncia+c<b +c. Adunam acelasi numar Tn ambii membri ai inecuatiei.
2. Dacaa<b,atuncia-c<b—c. Scadem acelasi numar din ambii membri ai inecuatiei.
3. Dacaa+c<b,atuncia<b -c. Trecem un termen dintr-un membru Tn celalalt, cu semn
Dacaa<b+c,atuncia—-c<b. schimbat.
Dacia<bsics 0. atunci: a.a-c<b-c; Inmultim/impartim ambii membri ai inecuatiei cu un
dabiacaiai= o516 0 atlinel i, Bata plic) numar pozitiv, pastrand sensul inegalitatii.
5. Dacs a<bsic<0. atunci: & ¢ € - @ Inmultim/impartim ambii membri ai inecuatiei cu un
‘ ; ’ "h.a:c>b:c. numar negativ, schimband sensul inegalitatii.

Remarcam faptul ca proprietatile indicate la 3 decurg din proprietatile 1 si 2. Proprietatile din tabel raman vala-
bile atunci cand se inlocuieste semnul < cu semnul < si se adapteaza corespunzator daca in loc de < se utilizeaza
semnele >, respectiv >.

De retinut
Algoritm pentru rezolvarea inecuatiilor de formaax+b <0,x e R,undea,beR,a=0

Pasul 1: il scadem pe b din ambii membri ai inecuatiei si obtinem inecuatia echivalentd ax < —b.
Pasul 2: Impartim ambii membri ai inecuatiei la numarul real a. Avem doua cazuri:

a. dacaa>0: x<—2; b. dacaa<O0: x>—2.
a a

Pasul 3: Scriem inegalitatea obtinuta sub forma unei relatii de apartenenta a lui x la un interval:

a. dacaa>0: XG(—oo,—BJ; b. dacaa<O0: XE(—E,-FOOJ.
a a
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Multimea solutiilor inecuatiei ax + b < 0 este intervalul determinat la pasul 3:

a. dacaa>0: S=(—oo,—£}; b. dacaa<0: S=(—2,+oo].
a a
Inecuatiile de formaax+b <0,ax+b >0, ax+b >0 (x € R) se rezolva Tn mod asemanator.
Exemple D
4x+16 <0 4x <-16 X<—4 X € (=0, —4) S = (-, -4)
3
2x—+/3<0 2x<+3 i Xe —oo,ﬁ S= —oo,£
2 2 2
5 5 5 5 5
= = —b6Xx>—— X<— X €| —0,— S=| —0,—
6x+5>0 7 42 ( 42 42
9x-2720 9x > 27 x>3 x € [3, +o) S=[3, +»)

Observatii

1. In modelarea matematica a unor situatii practice este necesar uneori si studiem inecuatii de forma ax+ b <0,
pentru toate valorile lui a dintr-un anumit set de valori.

Daca printre aceste valori se gaseste si 0, pentru a=0, inecuatia ax+ b <0 devine Ox+ b <0, iar multimea
solutiilor depinde de valoarea de adevar a propozitiei b < 0.

Daca b < 0, orice numar real x verifica relatia Ox + b < 0, deci multimea solutiilor este S=R.

Daca b =0 sau b > 0, niciun numar real nu satisface conditia Ox + b <0, deci S = &.

2. Pentru arezolva o inecuatie de gradul I intr-o submultime A a multimii numerelor reale, putem rezolva mai intai
inecuatia in multimea R, dupa care selectam din multimea solutiilor acele elemente care apartin lui A (intersec-
tam intervalul gasit cu A).

Sa rezolvam inecuatia 5x — 23 < 0 Tn multimea numerelor naturale (x e N). Avem succesiv:
5x-23<0&5x<23 < x<25—3 = XE(—OO,25—3J, deci S:[—oo,zl;ij:{O,l,Z,ISA}.

3. Folosind proprietatile relatiei de ordine, putem rezolva si inecuatii reductibile la inecuatii de gradul I, adica
inecuatii care pot fi aduse la una dintre formele ax+ b >0, ax+ b >0, ax+ b <0 sau ax + b <0, caTn exemplele
urmatoare:
a.7x-11<2x-6 < 7x-2x-11+6 <0< 5x< 5, pentru care S = (-, 1);

b. 2X5‘6 > X4 L 3(2x—6)> 5(x—4) < 6x— 18> 5x =20 < x+2 >0, cu S =[~2, ).
4. O inecuatie de forma <0 (respectiv <0, >0 sau >0), unde a, b,c e R, cu a, b #0, este reductibila la
X +C
o inecuatie de gradul I. Tinand cont de regula semnelor, avem doua cazuri:
a. daca a > 0, inecuatia <0 este echivalenta cu bx+c<0;
X +C
b. dacd a <0, inecuatia <0 este echivalenta cu bx+c> 0.
bx+c
Exemple
1. Pentru a rezolva inecuatia 3 S Z <0, sd observam mai intai ca numaratorul este pozitiv: 5> 0.
X_

Inecuatia se scrie echivalent: 3x -7 <0< x <% < Xe [—oo, %J ,adica S= (—oo, %)



3.2. Inecuatii de forma |ax + b| < csau |ax+ b| <c

2. Numaratorul fractiei din membrul stAng al inecuatiei — 028 <0 este negativ: -202 < 0.

2x-1
Tinand cont de faptul ca numitorul unei fractii nu poate fi egal cu 0, avem: %s 0=2x-18>0<x>9<
X_
< x e (9, 40) < S5=(9, +0).
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32>0
3. ————>0 & -5x+12>0 -5x>-12 < X<E©X€ —oo,E ,adica S= —oo,E .
—-5x+12 5 5 5

Gandire critica
Fie ¢ >0 un numar real. Din lectia precedenta ne amintim ca:
- multimea numerelor reale care verifica relatia |x| < c este intervalul (-c, ¢);

- multimea numerelor reale care verifica relatia |x| < ¢ este intervalul [-c, c].
Au loc echivalentele:

1. |x| < c daca si numaidaca —-c<x<c; 2. |x| <£cdacasinumaidaca-c<x<c.

Inecuatia |x| < c este un caz particular al inecuatiei de forma |ax + b| < ¢, pentrua=1si b =0.

De retinut
Algoritm pentru rezolvarea inecuatiilor de forma |ax + b| <¢,x e R,undea,b,c e R,a=0,¢c>0
Pasul 1: Rescriem inecuatia |ax + b| < ¢ sub forma dublei inecuatii —c < ax+ b <c.
Pasul 2: Scadem b din fiecare membru si obtinem —-c—b <ax<c—b.
Pasul 3: Impartim fiecare membru prin a, tindnd cont de proprietatile relatiei de ordine:
a. dacda>0: _C_b<x<c_b; b. dacia<0: <25 x>5=8
a a a a
Pasul 4: Scriem inegalitatile obtinute sub forma unei relatii de apartenenta a lui x la un interval:

a. dacaa>0: XG(_C_b,ﬂj; b. dacda<O0: Xe(_c—b’—c—b]'
a a g a

Multimea solutiilor inecuatiei |ax + b| < c este intervalul determinat la pasul 4:

)
a a

a. dacaa>0: S=[
a a

L_bﬂj b. dacaa<0: S=(

c-b —c—b)
Inecuatia de forma |ax + b| < ¢ se rezolva asemanator, solutiile fiind aceleasi intervale obtinute pentru inecua-
tia |lax + b| < ¢, insa nchise la capete.
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2 20 2 20
[3x-11]<9 -9<3x-11<9 2<3x<20 %<x<E Xe( ] S= (3 3

[2x-17|<5 -5<2x-17<5 12<2x<22 —SXsS— x e [6,11] S=[6,11]

- 1 13
|-4x+6|<7 —-7<-4x+6<7 -13<-4x<1 —42x2— Xe|:—%,1—3:| S=[

4

Exemple %
| tnecuaia | Pasuz | Pasuiz | Pasus | Pasuta | Muttimeasolutior

urmare, S =J.

Observatii ‘
1. Daca ¢ < 0, inecuatiile |ax + b| < ¢ si |ax + b| < ¢ nu au solutii.
De exemplu, inecuatia |3x — 11| < =11 nu are solutii, deoarece |3x — 11| > 0, pentru orice x € R, iar =11 < 0. Ca



2. Dacac =0, inecuatia|ax + b| < 0 nu are solutii, deoarece modulul oricarui
numar real este mai mare sau egal cu 0. In acest caz, S=J.
Inecuatia |ax + b| < 0 se verifica doarin cazul |ax + b| = 0, deci are solutie e

- -
unica: S= {—9} .
a

Considerand, de exemplu, inecuatia |7x—-21|<0 si tindnd cont ca
|7x — 21| > 0, pentruoricex € R, obtinem |7x — 21| =0,deunde 7x — 21 =0,
adica x = 3. Multimea solutiilor este S = {3}.

Investigatie

Care este cea mai avantajoasa metoda de a verifica daca mai multe numere reale sunt solutii ale unei inecuatii?
Considerati inecuatiile (1) 2x-1<3si (2) [2x- 1] < 3.
Lucrati in echipa cu colegul de banca, Tmpartindu-va sarcinile de lucru, timp de 15 de minute, dupa urma-
torul plan:
1. Verificati, prin Tnlocuire directd, daca numerele 11, —g, -1, 0, 2, \/§, 1+\/§ si 1—\/5 sunt solutii ale celor
doua inecuatii.
2. Rezolvati inecuatiile (1) si (2) si verificati daca numerele anterioare fac parte din multimea solutiilor.
3. Comparati rezultatele obtinute si corectati erorile aparute, daca este cazul.

4. Comparati avantajele si dezavantajele celor doua metode.

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative
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1. Rezolvati inecuatiile:
a. 3—£x>—§; b, 22X
3 2 5

1 x-1 x-4 x
L= ; c. 1- E=,
2 10 3 2

Rezolvare
a. Inmultind inecuatia cu 6, obtinem succesiv:

18 -8x>-15< -8x>-15-18 < -8x>-33 & x<% @XE[—OO,?).

b 22X L X106 24-0+5<x-108-2x+5<x- 1o -3x<-14 x>0 & xe| 2, 10,
5 2 10 3 3
c. 1—X_4s§|-6©6—2(x—4)s3xc6—2x+ss3xc>—5xg—14©les—‘lcx{%,+oo].

2. Scrieti sub forma de interval multimea A = {x e R|-11 <2x+ 3 <5}.

Rezolvare
-11<2x+3<5|-3-14<2x<2|: 2 -T<x<loxe (-7,1) =A.

3. Determinati numarul natural nenul cu proprietatea ca suma dintre sfertul, treimea si jumatatea sa este un

numar rational mai mic decat 2.
Rezolvare

Notadnd numarul natural cun, obtinem inecuatia %+£+g<2. Inmultind ambii membri cu 12, rezulta

3n+4n+6n<24,de unde n<%. Cum n este natural nenul, deducemcan=1.

4. O banca ofera pentru depozitele pe un an o dobanda de 10%. Calculati suma minima (in lei, fara diviziuni

ale leului) pe care trebuie sa o depuna un client, astfel incat peste doi ani sa poata retrage 10000 de lei.

Rezolvare

Notam cu x suma depusa (in lei). Avem: g(i—gg

100

Clientul trebuie sa depuna suma minima de 8265 de lei.

Xj >10000 < x> 8264,46.



5. Rezolvati inecuatia X <1,xeR,x#3.
X_
Rezolvare
X_1<1|—1 <:>X_1—1<0<:>L(X_3)<0<:> <0 ex-3<0exe (-, 3).
Xx-3 x-3 Xx-3 X —
Probleme propuse
I < < . < . " /\

1. Verificati daca numarul 3 este solutie a urmatoarelor inecuatii: ‘/

a. 11x-5<0; b. XT_5<O; c. Ax-520; d. —x++/10 <0.
2. Determinati elementele multimii A ={—4, —%, 1-43, % 3 n}, care sunt solutii ale inecuatiei:

a. x-1<0; b. 3x>2.
3. Rezolvati inecuatiile:

a. 2x-6<4,xeN; b. 3x-6>9,x€{3,4,5,6,7};

c. 6+2x<4,xe[-3,); d. 4x+8<4,x e Z.
4. Rezolvati Tn multimea numerelor reale inecuatiile:

a. 11x-5<0; b. XT‘5<0; c. 4x-5>0; d. —x++10<0.
5. Rezolvati Tn multimea numerelor naturale inecuatiile:

a. 3x—-1<x+05; b. 6x-11<3x+7; c. 1-2x<4-x; d. 2x—4\/§<0.
6. Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatiile:

a. 2(4x—2)<3(3x+1); b. 4(3x—-1) <2(6x-3);

c. 6(=2+3x)>209x-17); d. 3x=-5>2(x+1).
7. Rezolvati Tn multimea numerelor reale inecuatiile:

al x+2_2x—1£x+3; b. 5_3X+5X_12x+2.

3 2 6 -4 -2

8. Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatiile:

a. <0; b = >0 e -4 5o o 271 o

2X+6 3x-1 4-2x X+3

10.

11.

12.

13.

14.

. Precizati care dintre inecuatiile de mai jos este echivalenta cu inecuatia —3x -4 <0:
a. 3x<4; b. 3x>-4; c. 3x-4>0; d. 6x+8<0.

Scrieti trei inecuatii echivalente cu inecuatia 5—320.

Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatiile:
a.|[x—-5|<2; b. [3x+ 2| <2; c.|5-2x]<3; d.|x+1]+1<1.

Determinati multimile:
a. A:{XER‘%<3X—1<5}; b. B={xeN|-3<4x-11<9};
c. C={xeZ|-12<2x+4<16};  d. D={xeZ*|Ix-2|<3}.

a. Determinati cele mai mici trei numere naturale consecutive cu suma cel putin egala cu 202.

b. Aflati cele mai mari trei numere naturale impare consecutive cu suma mai mica decat 149.

Aflati m € R, astfel Tncat punctul M(5m - 2,1 -m), din planul raportat la un sistem ortogonal de axe xOy,
sa fie:

a. sub axa Ox; b. la dreapta axei Oy.
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15. Fie intervalele I = (-0, m + 3) siJ=[2m - 7, «), unde m e R. Aflati valorile lui m pentru care:
@J a. InJ=; b. InJ#.

16. George executd serii de cate 30 de aruncéri la cosul de baschet. in primele trei serii
a‘finscris de 21, 26, respectiv de 19 ori. Care este numarul minim de cosuri pe care trebuie
sa le Tnscrie Tn a patra serie, pentru a avea o medie de cel putin 23 de aruncari reusite
pe serie?

17. Aflati valorile numarului natural n stiind ca numerele 4n + 2, 6 si 8 sunt lungimile laturilor
unui triunghi.

18. La un concurs de matematica, de tip grild, sunt 20 de intrebari. Pentru fiecare raspuns
corect se acorda 5 puncte, iar pentru fiecare raspuns gresit se scade 1 punct. Baremul
minim de calificare la etapa urmatoare este de 70 de puncte. Care este numarul maxim de raspunsuri gresite
pe care poate sa le dea Matei, astfel incat sa se califice mai departe?

19. Un grup de prieteni doreste sa inchirieze o masina, pe o perioada de
sase zile, pentru a vizita o statiune. O companie de nchirieri auto ofera
doua optiuni: 30 de lei pe zi, plus 4 lei pe kilometru parcurs, respectiv
60 de lei pe zi plus 2,5 lei pe kilometru.

a. Care optiune este mai avantajoasa, daca statiunea se afla la 150 km
distanta?

b. La ce distanta maxima fata de compania de inchirieri se poate afla
statiunea, astfel incat prima optiune sa fie mai avantajoasa?
Atentie! Masina trebuie adusa Thapoi!

Autoevaluare
1. Rezolvati Tn multimea numerelor reale inecuatiile:

a. x—%>3; b. 1—3x2%; c. 2x—-5<11. (3p)
2. Rezolvati inecuatia [3x - 12| <3, x € Z. (3p)

3-m+n

3. La un curs de formare profesionald, scorul final se calculeaza dupa formula S = , unde m este media

aritmetica a notelor de la activitatile practice (cu doua zecimale exacte), n este nota de la examenul scris,
iar rezultatul final se rotunjeste. Notele obtinute de Maria la activitatile practice sunt: 7, 8, 8, 9 si 10. Care este
nota minima pe care trebuie s-o ia Maria la examenul scris, ca sa obtina un scor egal cu 9? (3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.
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Proiect. Identifica greseala

A Tntelege modalitatea de rezolvare a unui tip de exercitii nu este intotdeauna
sinonim cu rezolvarea corecta a acelor exercitii. In aplicarea directa a unor strategii
de rezolvare pot sa apara erori. Uneori, invatam sa rezolvam exercitii si insistam mai
putin pe verificarea rezultatelor sau pe verificarea efectiva, pas cu pas, a rezolvarii.

Realizand acest proiect, veti Tnvata strategii de evitare a greselilor ce pot aparea in rezolvarea unor inecuatii.
Proiectul se va derula pe parcursul mai multor zile si se va realiza de catre cinci echipe de elevi.

Activitatea 1. Prezentarea de catre profesor a unor tipuri clasice de greseli de calcul/rationament
@ Unul dintre subiectele din cadrul unui test de la lectia Inecuatii, propus unei clase in anii anteriori a fost:

O inecuatie echivalenta cu g>6 este: A. x<1; B. x>30; C. x>g; D. x>1; E. x<30.

Elevii care au ales gresit varianta A au efectuat operatii diferite in cei doi membri ai inecuatiei: au Tnmultit cu 5
membrul stang, au scazut 5 din membrul drept si au si schimbat semnul inegalitatii; elevii care au ales Tn mod corect
varianta B au efectuat inmultirea inegalitatii cu 5, obtinand astfel o inecuatie echivalenta; variantele C si D au fost
alese eronat, deoarece s-au efectuat operatii diferite in cei doi membri ai inecuatiei. Cei care au ales varianta E au
schimbat sensul inegalitatii echivalente, cu toate ca au inmultit membrii acesteia cu numarul pozitiv 5.

Fiecare grupa va trebui sa rezolve cerintele din activitatile urmatoare:

Activitatea 2. Realizarea unei prezentari despre aplicarea corecta sau incorecta a unor proprietati
ale relatiei de ordine

Fiecare grupa va avea de realizat si prezentat un material care sa faca referire la o proprietate a relatiei de
ordine, insotita de doud exemple de aplicare corecta a acelei proprietati si doua exemple de aplicare incorecta.

Se poate folosi modelul:

,Proprietate: a<b,c>0=a-c<b-c.”

Aplicare corecta: 1. §<11 & §-3<11-3 < X< 33; 2. 2x<16 < 2x%<16% & x<8.

Aplicare incorecta: 1. §<11 = %-3>11-3 < x> 33; 2. 2x<16 < 2x%<16-2 & x<32.

Activitatea 3. Propunerea unor rezolvari corecte sau incorecte ale unor ecuatii

Fiecare grupa va pregati pentru celelalte patru grupe rezolvarile a cate doud inecuatii. Fiecare inecuatie va fi
Tnsotita de cate trei ,rezolvari”, dintre care doar una corecta. Fiecare grupa va analiza materialele propuse de
catre colegii din alte grupe, iar profesorul va consemna si valida justificarea alegerii corecte.

Se pot folosi modelele:
1. Rezolvati Tn multimea numerelor naturale inecuatia: 2x - 1 < 4.

»Rezolvarea 1: inecuatia se scrie echivalent: 2x <5 < x <g < S :(—oo, —J

»Rezolvarea 2: inecuatia se scrie echivalent: 2x <5 < x <§ S :[0, gj

,Rezolvarea3: 2x-1<4 < 2x<5< x <g; cum x este natural, obtinem multimea solutiilor: S = {0, 1, 2}.”

2. Rezolvati Tn multimea numerelor naturale inecuatia: 1 — 3x < 7.
»Rezolvarea 1: inecuatia se scrie echivalent: 3x <6 < x<2 < S= (-, 2).”
»Rezolvarea 2: inecuatia se scrie echivalent: -3x <6 ©x<-2<5=0"
,Rezolvarea 3: 1 - 3x <7 < 3x > -6 < x >-2; multimea solutiilor naturale ale inecuatiei este: S=N.”

Activitatea 4. Realizarea unui minitest
Fiecare grupa va concepe cate un minitest format din patru inecuatii, pe care il

va propune spre rezolvare colegilor din celelalte echipe. Elevii vor corecta testele, q
vor identifica greselile si le vor utiliza la realizarea materialului de la activitatea 5. t .
Activitatea 5. Crearea unei baze de date cu greseli tipice

Fiecare grupa va realiza o ,,baza de date” cu greseli tipice Tntalnite Tn rezolvarea
inecuatiilor si cu greseli posibile ce pot aparea din aplicarea incorecta a unor proprietati sau din efectuarea

eronata a unor calcule cu numere reale.
Dupa validarea de catre profesor, ,,baza de date” poate fi publicata online sau in revista scolii.




%}b Recapitulare si evaluare

30

1.

10.

11.

Scrieti multimea A={0,1, 4, 9, 16, ...} cu ajutorul
unei proprietati comune elementelor ei.

. Reprezentati pe axa numerelor intervalele:

11
a. = |
[3 2]

b. (2,5;%); c. [Zx/g]

. Determinati:

a. cel mai mare numar natural din intervalul (—oo, 3\/5);

b. cel mai mic numar natural din intervalul [4\/5, +00 )

. Dacd A=(-3,4) si B=[-1, 8), determinati AU B

SiIANB.

. Dintre numerele de mai jos, precizati care este ele-

ment al multimii A={x e Z| x - 2| < 2}:

a. 2 b. -2 c. 4 d. 0.

. Dintre numerele de mai jos, precizati care nu este

element al multimii B={x € Z| |x| < 3}:

a. 0 b. 3 c. -2 d. 1.

. Precizati valoarea de adevar a fiecarei propozitii:

a. (=0, 4) U [2, +oo) = [2, 4);
b. (—2,3)n(0,5)=(0,3);
c. [-3,11]u (12, 14)=;
d. (0,7)u[1,9)=(0,9).

. Completati spatiile punctate, pentru a obtine pro-

pozitii adevarate:
a. 2,5e(2,..);

b. \/ie(Z«/i, 3\/5);

. £c(0,2:05).

. Determinati numarul elementelor fiecarei multimi:

a. A={xeZ|IxI<3}; b. B={x e Z*||x| <3};
c. C={XEZIIXIS3+x/§}; d. D={X€N||X|S\/§}.
Scrieti:

a. un numar rational din multimea (3, 4);

b. un numar irational din multimea (%%}

c. un numarintreg din multimea (—3\/5, —2\/§);

d. un numar natural din multimea (3«/5, 4x/§)
Scrieti multimile sub forma de interval:
a. A={xeR|-2<x<11};
b. B={X€R|XS\/§};
C={xeR|x<2};
.D={xeR|1<x<2}.

2 o

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor lor  Intervale numerice si reprezentarea lor
pe axa numerelor; intersectia si reuniunea intervalelor ¢ Inecuatii de formaax+b20(s,>,<),a,beR

Pentru problemele 5 si 6, alegeti litera corespunzatoare raspunsului corect.

12.

Scrieti intervalele sub forma de multimi, folosind
o proprietate comuna a elementelor lor:
a. A=(-2,3]; b. B=(1, 5);

d. DZE'\E}

c. C= (—oo, 2];

Stabiliti daca numarul % se afla n intervalul

’

2 2

3+23
2

Demonstrati ca numarul se afla in interva-

lul (3, 2J§).

Stabiliti valoarea de adevar a fiecarei propozitii:
a. Nc [—11, +oo); b. 1,2)nQ=¢,;

c. (vV2,43)c@; d. (4,5)n[4,5]={4,5).

Asociati fiecarei litere din coloana A cifra cores-
punzatoare din coloana B, astfel incat numarul din
dreapta literei sa apartina intervalului din dreapta
cifrei:

A B
a. 2 1 (—3, 1]
b. -3 2.[2,4)
3.[-3,0)
e 4 a.[3, 44)
d.1 5.[-2,5; 1)
Rezolvati inecuatiile:
a. 6x—-11>23;
b. 4<3x+12;
c. 3—X+122.
2 3
Verificati, in fiecare caz, daca 3 este solutie a ine-
cuatiei:
a 8%, b X_Xs0 o 3-Xca
2 5

Verificati, in fiecare caz, daca -3 este solutie a ine-

cuatiei:

a. 1 >0; b. 1 >20; c 23 <0.
x=2 2-x 11-2x

Determinati multimile:
a. Az{xeR‘ ~1< 2’(3_1 <5};

b, B=lxeR| L<3X+4 7l
2 5




21.

22.

23.

Rezolvati inecuatiile:

a. [x—-11|<3;

b. |3x+4|<5;

c. [x-3|<0.

Scrieti sub forma de interval multimile:

a. A={xeR|x=y+2,ye(-1,2)};

b. B={xeR|x=2z2z¢ (-2,3)};

c. C:{Xe R|x=2-tte (-2, 3)}.

Determinati numarul real a in fiecare dintre urma-

toarele situatii:

a. inecuatia [3x—a| <4 are solutia S = (—% 2};

b. inecuatiile 1-x<a si 2x—1>0 sunt echiva-
lente;

c. reuniunea solutiilor inecuatiilor 2x+a>4 si
3x =10 < -4 este multimea numerelor reale.

Testul 1

1.

(1p)

(1p)

(1p)

2.
(1p)
(1p)

(1p)
3.

(1p)
(1p)

(1p) ¢

Se considera multimea A = {1, 2, 4}. Determinati
elementele multimilor:

a. B:{x x—a+b

b.C={y|y=\/£, a,beA};

c. D:{z z:i+i,
Ja b

Scrieti sub forma de interval multimile:

a.A={xeR|15<x<7};

b. B={xeR|-1<x<0};

a,beA};

a,beA}.

c. C={xeR|Ix+1|<3}.

Rezolvati inecuatiile:
a.3x-11<7,
b. [3x-11]| < 7;

-2

. <0
3x-11

Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 50 de minute.

Fisa de observare sistematica a activitatii si a comportamentului elevilor
» Am fost preocupat(d) sa aflu lucruri noi despre metodele de rezolvare a problemelor.
» Participarea mea la orele de matematica a fost apreciata de colegi si de profesor.

niciodata

ocazional

24.

25.

26.

217.

28.

Testul 2

1.

(1p)
(1p)
(1p)
2.

(1p)

(1p)
(1p)
3.

(1p)
(1p)

(1p) ¢

Se acorda 1 punct din oficiu.

Tim

Determinati numarul x e [-2; 1], pentru care

SN L. N, YN
[x=1|+Ix+2]

2

Dacé x € [-1, 2], demonstrati ca

a=y(x+1) +(2-x)?

este un numar natural.

Se considera multimile A= {x e R||2x~5| <5} si
B={xeR||2x-5] >5}.

a. Determinati multimea A.

b. Observand cda AUB=R si AnB=, determi-
nati multimea B.

Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatiile:
a. *+1)-|x-1]|<0;

b. |x|-(x=1)>0;

c. |2x+4|+13x+ 6] <10.

Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatia

xV2 +4/12 > x4/3 +4/8.

Se considera multimea A= {0, 1, 2, 3, ..., 47}.
Determinati elementele multimilor:

a. B={xeA|x=2k, k e N};
b. C={yeAl|y=5k k e N};
c. D={ze A|z=2k+1,keN}.

Scrieti sub forma de interval multimile:

1

—<X

2 }
b.B={xeR|Ix-1]<2};

c. C={x e R|Ix| <5}.
Rezolvati inecuatiile:

a. Az{xe]R

a. 2x+4>2;
b. [2x+ 4| <2;
-2

. <0.
2x+4

p de lucru: 50 de minute.

Tntotdeauna

frecvent
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Calculul algebric este utilizat Tntr-o gama larga

de domenii, pentru a rezolva probleme

matematice, a analiza relatii intre variabile

si a face predictii.

De exemplu, in fizica si inginerie ajuta la

modelarea si analiza fenomenelor naturale,

cum ar fi miscarea corpurilor, circuitele electrice,

fortele si energia. In medicina si biologie, analiza
"-‘ datelor medicale, modelarea cresterii populatiei =+

si studiul reactiilor chimice din corp se realizeaza

cu ajutorul calculelor algebrice.

- /




Lectia 1: Operatii cu numere reale reprezentate prin litere
(adunare, scadere, inmultire, impartire, ridicare la putere);
reducerea termenilor asemenea

Cuvinte-cheie

expresie algebrica coeficient termeni asemenea variabild parte literala valoarea unei expresii

In modelarea matematica a situatiilor practice, suntem deseori nevoiti
sa lucram cu numere reale care nu sunt precizate concret, pe care le
notam, de regula, cu litere.

De exemplu, pentru a caracteriza o anumita categorie de obiecte, cum ar
fi numerele pare, scriem ca acestea au forma 2n, unde n este numar natural.
La fel, pentru a descrie o proprietate general valabila, cum ar fi comutativita- ;
tea adunarii numerelor naturale, scriem a + b = b + a, pentru orice a, b € N. | el

Nu Tn ultimul rand, folosim litere pentru a exprima o formula de calcul;
de exemplu, in chimie, concentratia procentuald ¢% a unei solutii se afld £, mulele de calcul sunt folosite

: m . L : iei unei
din formula ¢=—2%-100, unde m, reprezintd masa substantei dizolvate, '@determinarea concentratiei unei substante

mS
iar m, este masa solutiei.

In fizica, rezistenta electrici este proprietatea conductoarelor (sau a
oricdrui consumator) de a se opune, mai mult sau mai putin, trecerii curen-
tului electric. Un exemplu de consumator des intalnit este becul electric.
Becurile electrice pot fi legate in serie sau in paralel. In figura aldturata
sunt prezentate modalitatile de legare a doua becuri cu rezistentele R, si
R,, Tn serie, respectiv in paralel. Rezistenta R a circuitului se calculeaza
folosind urmatoarele formule: paralel

pentru legarea in serie: R=R, + R,; - |
1 1 Formulele de calcul sunt folosite

N 1
pentru legarea in paralel: —=R—+R—. pentru determinarea rezistentei unui circuit
1

Pentru determinarea rezistentei circuitului in serie sau in paralel, va trebui sa determinam R din relatiile date.
Calculele realizate pentru determinarea lui R poarta numele de calcul algebric.

Circuit
inserie '

Circuit

1.1. Expresii algebrice. Termeni asemenea

Mate practica

Terenul din Figura 1 are forma unui dreptunghi de dimensiuni x si y
(unitati de lungime). Care este perimetrul terenului?

Deoarece perimetrul unui dreptunghi este egal cu suma lungimilor tutu-
ror laturilor sale, iar laturile opuse ale dreptunghiului sunt congruente,
Darius calculeaza perimetrul terenului astfel:

P=x+y+x+y.
Darius scrie: P = 2x + 2y (unitati de lungime). Figura 1

Ce observam?
Pentru a caracteriza anumite situatii matematice in care intervin numere reale a caror valoare nu este (cel putin
ntr-o prima faza) cunoscuta, utilizam expresii in care numerele reale sunt reprezentate prin litere.

De retinut @

O expresie algebricd reprezinta o succesiune de numere reale si litere, legate intre ele prin operatii aritmetice.
Literele care apar intr-o expresie algebrica semnifica numere reale neprecizate si se numesc variabile (sau
nedeterminate).

Exemple.  Scrierile 5x, v2xy?, 3xy — 4y?, 2x* — 5yz* + 3xz sunt expresii algebrice.



Expresiile algebrice se noteaza, de regula, cu litere mari, eventual Tnsotite de variabilele care intra in scrierea
expresiei algebrice, scrise Intre paranteze rotunde.
Exemple. E=4x-1, F(x)=3x>+2x, G(x, y) = 2x*y — 3x°y* etc.
Notatiile F(x) si G(x, y) se citesc ,,F de x”, respectiv ,,G de x si y”".

Observatii @

1. Cel mai simplu tip de expresie algebrica este un produs algebric, efectuat intre un numar real si una sau mai
multe variabile. Intr-un produs algebric distingem:
« un numar real bine precizat, numit coeficient;
« 0 parte literald, exprimata ca produs de puteri cu exponent natural ale unor numere reale exprimate prin
litere (variabilele).
Exemple. Expresiile 5x, 5x%y, 5x*y?z sunt produse algebrice care au, fiecare, coeficientul 5 si partile literale
x, X%y, respectiv x3y?z.

2. Cand coeficientul unui produs algebric este 1, acesta nu se mai scrie, iar cAnd coeficientul este —1, se scrie doar
semnul minus in fata partii literale.
Exemple. Scriem a®bin loc de 1 - a®h, respectiv —ab?in loc de (-1) - ab?.

3. Numerele reale se considera a fi expresii algebrice care nu au parte literala (constante).

4. 0 suma de mai multe produse algebrice se numeste sumd algebricd. in acest caz, spunem ca fiecare dintre
produsele algebrice care se aduna este un termen al sumei algebrice, iar coeficientii acestor produse se numesc
coeficientii termenilor sumei. Daca unul dintre termenii sumei este numar real (expresie algebrica constanta),
acesta se numeste termen liber.

Exemplu. Expresia 7a® — a’b + 5 este o suma algebrica alcatuita din trei termeni:
- termenul 7a?, care are coeficientul 7 si partea literala a?;
- termenul —a®b, care are coeficientul -1 si partea literala a?b;
« termenul liber 5.

5. Intr-o suma algebrica, doi sau mai multi termeni care contin aceleasi variabile la aceiasi exponenti (au aceeasi
parte literald), se numesc termeni asemenea.
Exemple
« in expresia algebrica -5a%b + ab + 3a%b + 2, termenii —5a*b si 3a?b sunt asemenea;
- Tnexpresiaalgebrica 12a’c — 6b*d — 5a°c + 6b*d, termenii asemenea sunt 12a’c si—5a’c, respectiv —6b*d si 6b*d.

6. Cu expresiile algebrice se pot efectua aceleasi operatii ca si cu numerele reale. In efectuarea operatiilor cu
expresiile algebrice se respecta proprietatile operatiilor cu numere reale.

7. Suma, diferenta, produsul sau raportul a doua expresii algebrice sunt expresii algebrice, iar prin ridicarea la
o0 putere cu exponent intreg a unei expresii algebrice se obtine tot o expresie algebrica.

De retinut

A determina valoarea unei expresii algebrice pentru anumite valori numerice pe care le pot lua variabilele
inseamna a Tnlocui variabilele cu valorile numerice si a efectua calculele. Numarul obtinut reprezinta valoarea
expresiei algebrice respective, pentru valorile numerice date variabilelor.

Exemple

1. Valoarea expresiei algebrice x* — 3x + 2 pentru x =0 este egala cu 0°-3 - 0 + 2, adica este egala cu 2, iar

valoarea aceleiasi expresii pentru x = 1 este egala cu 0, deoarece 1° -3 - 1+ 2 =0.

2. Valoarea expresiei E(x, y) = 3x’y — x — 4y, unde x si y sunt numere reale, pentru x=2 si y=5 se noteaza

CuE(2,5). Avem E(2,5)=3-2%-5-2-4-5=38.

1.2. Adunarea si scaderea numerelor reale reprezentate prin litere

De retinut

Adunarea (respectiv scdderea) a doi termeni asemenea ai unei sume algebrice este operatia prin care se obtine
un nou termen asemenea cu cei doi, al carui coeficient este suma (respectiv diferenta) coeficientilor celor doi
termeni considerati.

Adunarea si scaderea termenilor asemenea poarta numele de reducerea termenilor asemenea.




Observatii [>

1. Termenii asemenea se adund (se reduc) pe baza proprietatii de distributivitate a inmultirii numerelor reale n
raport cu adunarea/scaderea.
Exemple: 1.3x°-2x*=(3-2)x*=1x*>=x
2. 12x -9y +5x—15x+7y=(12+5-15)x+ (=9 + 7)y =2x — 2y.

2. Laeliminarea parantezelor (de exemplu, cand se adund/se scad doua sume algebrice), se aplicd urmatoarele reguli:
« semnul plus din fata unei paranteze lasa semnele termenilor din paranteza neschimbate:
a+(b-c)=a+b-c;
« semnul minus din fata unei paranteze transforma termenii din paranteza in termenii opusi (spunem ca sem-
nul minus din fata unei paranteze schimbd semnele tuturor termenilor din paranteza):
a-(b-c)=a-b+c.
Exemple: 1. (2x*-3x+42)— Bx*+4x-2)=2x*-3x+4z-3x*-4x+z2=-xX>*-Tx+ 5z
2.2-(-8b*+3a+2)+(-2b*+5a)=2+8bh*>-3a-2-2b*>+5a=6b+2a.

1.3. Inmultirea si impértirea numerelor reale reprezentate prin litere

De retinut

fnmul;‘irea a doua produse algebrice este operatia prin care se obtine un nou produs algebric, in care:

« coeficientul este egal cu produsul coeficientilor celor doi factori;

« partea literala este formata din fiecare variabila a celor doi factori, luata o singura data, ridicata la o putere
egala cu suma exponentilor acelei variabile din termenii dati.

Exemple
1. 2x - (=7y) =-14xy; 2. (=2abc) - (-4bc) = 8ab?c?; 3. (=3xy?2) - (xyz?) = =3x%y%2%
4. (—lazbj-(—Zﬂx]~(3ab2x)=(—1a2b)[—£x]~(3ab2x)=503b3x2.
2 3 2 3
Observatii

1. Produsul dintre un factor (numar real sau produs algebric) si o suma algebrica se efectueaza folosind proprietatea
de distributivitate a iTnmultirii fata de adunare, inmultind factorul respectiv cu fiecare termen al sumei algebrice.
Exemple: 1.3(x—-2y+52)-2(3x-2y+1)=3x—-6y+15z-6x+4y—-2=-3x-2y+15z-2;

2. 2x(=a+ b) — a(Bx + b) =—2ax + 2bx — 3ax — ab =-5ax + 2bx — ab.

2. Produsul a doud sume algebrice se efectueaza adunand termenii obtinuti prin inmultirea fiecarui termen al pri-
mei sume cu fiecare termen al celei de-a doua sume, respectand regula semnelor la fiecare inmultire, urmata
de reducerea termenilor asemenea.

Exemple: 1. (x+2a)(x*+a®) =x(x*+a®) +2a(*+a?) =(x- x>+ x-a® + (a - x*+2a - a®) = x>+ xa* + 2ax* + 2a3;
2. (2X2+3x)Ax*>—6x—3)=(2x* - Ax*> - 2x> - 6x—-2x*-3)+ (Bx - 4x*—3x - 6x—3x - 3) =
=8x*—12x% - 6x> + 12x* — 18x% — 9x = 8x* — 24x*> - 9x.

De retinut

Impdrtirea a doud produse algebrice, dintre care defmpértitul contine toate variabilele impértitorului, la puteri
cel putin egale, este operatia prin care se obtine un nou produs algebric, Tn care:
- coeficientul este egal cu catul coeficientilor celor doud produse;
« partea literala este formata din fiecare variabila a celor doua produse, luate o singura data, ridicata la o
putere egala cu diferenta exponentilor acelei variabile din termenii dati.
Cand sunt respectate conditiile referitoare la exponenti mentionate mai sus, impartirea unei sume algebrice cu
un factor nenul revine la a imparti fiecare termen al sumei la acel factor:

(a+b):c=a:c+b:c.

Exemple

1. 12x%y: (-3x%) = -4, unde x, y € R¥; 2. %x“y:(—%xzy] =-3x% unde x, y € R¥;



3. (20x% = 5x) : (-5x) = 20x? : (-5x) — 5x: (-5x) = —4x + 1, unde x € R*;
4. (16x%° — 8x%y?) : (=4xy) = 16x%)° : (—4xy) — 8x%y? : (-4xy) = —4xy* + 2x%y, unde x, y € R*,

1.4. Ridicarea la putere a numerelor reale reprezentate prin litere

De retinut

Ridicarea la o putere a unui produs algebric este operatia prin care se obtine un nou produs algebric, Tn care:

« coeficientul este egal cu coeficientul initial ridicat la acea putere;

- partea literala este formata din aceleasi variabile ca ale produsului initial, fiecare fiind ridicata la o putere
egala cu produsul dintre exponentul initial si puterea la care s-a ridicat termenul.

Exemple D
1. (=3x%)4=(=3)*- (x®* - y* =81 - x® - y* = 81x%~4, pentru orice x € R;

1, 1
2. | —=x%y | =————x®y3, pentru orice x, R.
( = y) o5 VP ye

Invatare prin cooperare
Elevii vor fi grupati cate cinci. In cadrul fiec&rei grupe, ei vor avea desemnata cate o litera de la A la E.

Activitatea 1 — individual
Fiecare elev va primi o coald de hartie, pe care este scrisa una dintre literele A, B, C, D sau E. Fiecare elev

. . . . 3 . . - .
din grupa va scrie pe foaie un termen asemenea cu termenul Exzy, apoi va preciza coeficientul termenului

si partea literala.

Activitatea 2 — pe grupe, reunite in baza literelor

La indicatia profesorului, elevii se vor regrupa dupa litera primita. In cadrul grupelor astfel constituite, fiecare
elev va prezenta informatiile scrise pe foaia proprie. Dupa discutii, vor fi validate acele informatii care au fost con-
firmate de toti membrii fiecarei grupe. Validarea finala va fi realizata de catre profesor.

Fiecare elev va transcrie pe foaia sa toti termenii asemenea validati.

Activitatea 3 - individual

Elevii din fiecare grupa vor efectua operatii cu termenii scrisi pe foaie, astfel:

« elevii din grupa A vor efectua adunari de cate trei termeni;

elevii din grupa B vor efectua scaderi intre doi termeni;

elevii din grupa C vor efectua Tnmultiri de cate trei termeni;

elevii din grupa D vor efectua impartiri intre doi termeni;

« elevii din grupa E vor efectua ridicari la puteri numere naturale nenule, cel mult egale cu 5.

Activitatea 4 — pe grupe reunite

Fiecare grupa va analiza corectitudinea calculelor si va selecta doua-trei exemple, care vor fi prezentate de
catre un reprezentat al grupei. Calculele vor fi validate de catre profesor.

Elevii vor realiza, la final, un test de evaluare format din cinci cerinte de lucru, asemanatoare cu cele din
activitatile anterioare.

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Efectuati: a. (2a - 5b)** + (5b — 2a)*%; b. (2a-6b)*+8(3b-a)’.

Rezolvare
a. (2a-5b)'" + (5b — 2a)*** = (2a - 5b)*** + [-(2a - 5b)]*** = (2a — 5b)*** - (2a - 5b)** = 0;
b. (2a - 6b)*+8(3b - a)®*=[2(a - 3b)]* + 8[-(a - 3b)]* = 8(a — 3b)> — 8(a — 3b)*=0.
2. Demonstrati ca:
a. Bx—-2)(3x+2)=9x*-4; b. Bx+2)(3x+2)=9x*+12x +4.
Rezolvare
a. Bx—2)Bx+2)=3x-3x+3x-2-2-3x—-2-2=9x*+6x— 6x—4=9x*>-4;
b. Bx+2)(3x+2)=3x-3x+3x-2+2-3x+2-2=9x+6X+6Xx+4=9x*>+12x + 4.

0)




3. a. Determinati valoarea expresiei 3x* + 11x + 32, pentru x = 2 si apoi pentru x = 0.
b. Determinati valoarea expresiei (x — y)(x + y) — (x + y)?, pentrux=3 si y = 2.

Rezolvare

a. Inlocuim Tn expresia 3x? + 11x + 32 variabila x cu 2 si obtinem 3 - 22+ 11 -2 +32=12 + 22 + 32 = 66.
Inlocuim Tn expresia 3x? + 11x + 32 variabila x cu 0 si obtinem 3 - 02+ 11 - 0 + 32 = 32.

b. Inlocuim in expresia (x — y)(x + y) — (x + y)? variabila x cu 3 si variabila y cu 2. Obtinem:
3-2)(3+2)-(3+2)*=5-25=-20.

a+2b
4. Termenii 7x 2 y? si 24/3x°y?2” 1, unde a, b € N, sunt asemenea. Calculati a + b.

Rezolvare
Cei doi termeni sunt asemenea daca fiecare dintre variabilele x, y si z au exponentii egali in acesti termeni.

a+2b
Ca urmare,

=5sib’-1=0,deunderezultib=1sia=8,decia+b=9.

5. Desfaceti parantezele si reduceti termenii asemenea:
a. (3x—4)(4x+1) - (4x - 3)(3x + 3); b (X33 =v2)(x+/3 +42) - (3x=2)(x +1).
Rezolvare
a. (Bx—4)(Ax+1) - (4x—3)(Bx+3)=12x>+3x—-16x—-4— (12x*+12x-9x—9) =
=12x>+3x—16x—4 - 12x* = 12x+ 9x + 9 = (12x> = 12x?) + (3x — 16X — 12X+ 9x) + (9 — 4) =—-16x + 5.
b. (/3 =v2)(xV3+42) =(3x —2)(x + 1) =3x% + x+/6 = x/6 2 —(3x* +3x —2x —2) =
=3x2 + x/6 —xJ6 —2-3x% —3x+2x+2=—x.

Probleme propuse
1. Copiati Tn caiet, apoi completati tabelul urmator:
Termenul expresiei algebrice —6x? 3J2a%b —x?Tyz? -0,(8)x°y*z —%azbzc5

Coeficientul

Partea literala

2. Copiati Tn caiet, apoi completati tabelul urmator:
Expresia algebrica 5x*+6 —2x*>+8 %ab +ab-1+ 3b—%b 17xy — 43x%y — 12 + 31x°y — 10xy
Termeni asemenea

3. Scrieti trei termeni asemenea cu termenul —=7x%y2.

4. Priviti cu atentie tabelul alaturat si asociati fiecarui termen din A .
coloana A termenul corespunzator din coloana B, astfelincat terme- 4 R a. Txt’y?
nul din stanga sa fie asemenea cu termenul din dreapta. b. tx3

. 2. 5xy*t?

5. Efectuati: c. 11xt?
a. —2x+ 3x+ 5x; b. \/§X —2«/§x +3\/§x; 3. X372 d. —2x3¢2
c. 5abc — 7abc + abc; d. 7x+5-x-3; , ’ ) s
e. A +4x—2+5x—x*+3; f. 3% +2x—1+x—-2x*>+4. 4.5t e. 225y

6. Calculati:

a. (3a—-6b)+ (4a+3b) - (5a-5b); b. —(4x — 5y) — 2(=7x + 3y) + (-10x + 4y);
c. X*+3(2x*=3x+4)-Bx*>-x-17); d. =3 +4-202x% - x+2) = 2(—x® - 2x* - 5x).

7. Efectuati:

a. =3x— {3 -4x+[x-2(3x-1)] - 4x}; b. 9x - {-7x - 3[2x - 3(2x - 3)] - 4x} - 2.

8. Calculati:

a. 4x - (3x+2); b. (x=4) - (x+4); c. (X% =5x) - (X’ — 5x);

d. (2x—x/§yzz)-(2x+\/§yzz); e. Bx-2)(3x+78); f. (x+2)(x+2).




9. Calculati:

a. 25xy°: (=5xy?); b. 12a°b7c? : (4a*b?c); c. (64x*a—16x) : (—4x);
d. (48x%° +36x%?) : (-6xY); e. 2x/§x5y:(\/§xy); f. 27?2 (Tx%yz + 2X%yz2).
10. Calculati:
3
a. (—/3x%y? )2; b. (—2\/§x2y)3; c. (2x%yz), d. [—%xzyzzzj;

NG 15

11. Desfaceti parantezele si reduceti termenii asemenea:
a. X(3x + 5y) — 2y(3x — 2y) — (3x* + 4y?); b. 2x3 = 6x%+4x): (2x) + (2x* +3x3 = 2x?) : x%;

2 2 2
e. (—ﬁxy7z3J; f. (—ﬁagy“zJ; g. (—3\/§a5xy224)3; h. [—%x2y5j.

c. (¢-x*+x)(x+1); d. (a-b)(a+b)(@®+b?.
12. Desfaceti parantezele si reduceti termenii asemenea:
a. 2x+7)(3x+5) - (bx—1)(x—-2); b. (x2 —v2)(x +4)— (x—2)(x> +1).

13. Un triunghi isoscel are laturile congruente de lungimi egale cu 13x cm si baza de lungime 10x cm, unde x este
un numar real pozitiv.

a. Exprimati, in functie de x, perimetrul triunghiului.
b. Aratati ca aria triunghiului este egala cu 60x* cm?.

14. Bazele unui trapez isoscel au lungimile egale cu x+2 cm, respectiv 2x~/2 cm, iar laturile neparalele au lungi-

x\/6

a. Aratati ca inaltimea trapezului are lungimea egala cu > cm.

mile egale cu x+/2 cm, unde x € R, x > 0.

b. Determinati aria trapezului.

2
a. valoarea expresiei 2x*> — 12x — 6, pentru x =%; b. valoarea expresiei %—g—%, pentru x = =5;

®15. Determinati:

c. valoarea expresiei 2xy? — 7xy — 3x%y, pentru x =32 siy= 22.
16. Se considera expresia E(x) = 2x* — 3x + 2, unde x este un numar real. Calculati £(2), E(-2) si E(2).
17. Fie x un numar real sinumerele a=x*-x—-2sib=x+1.
a. Aratati ca numarul 2a — b(2b - 6) nu depinde de valoarea lui x.
b. Daci x =242, calculati media aritmetica a numerelor a si b.
18. Se considerad expresia E(x) = 3x — 2)(x + 4) — (x + 2)(x + 1) — 2x(x — 2), unde x este un numar real.
a. Aratati ca E(x) = 11x — 10, oricare ar fi numarul real x.
b. Rezolvati, Tn multimea numerelor reale, inecuatia E(x) > 1.
19. Se considera expresia E(x) = (x — 2)(3x + 1) — (x + 2)(x — 1) + 4x, unde x este un numar real.
a. Aratati ca E(x) = 2x* — 2x, oricare ar fi numarul real x.

b. Daca n este un numar intreg, demonstrati ca E(n) este un numar intreg divizibil cu 4.

Autoevaluare
1. Calculati:
3
a. 3x+1-x-17; b. =x - (2x+1); c. —2a®b%c?: (a®h%c); d. (—\/Exyzz3) ) (4p)
2. Calculati 2(a = 2b) = (a—=b)(a+b) + (2a+3b),unde a, b € R. (2p)
3. Ardtati cd (x — 2y)(x — 3y) + 2(x — 2y)(x + 2y) — (x* + y*) = 2x* = 3y* - 5xy, unde x, y € R. 3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.
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Lectia 2: Formule de calcul prescurtat

Cuvinte-cheie

patratul sumei patratul diferentei produsul sumei cu diferenta formula calcul prescurtat

La originea numerelor stau probleme practice, precum consemnarea
proprietatilor, a acordurilor financiare, masurarea distantelor sau a supra-
fetelor etc. Odata cu aparitia elementelor de baza ale fizicii si astronomiei,
oamenii de stiinta au fost nevoiti sa efectueze calcule din ce in ce mai com-
plicate care, deseori, le ocupau cea mai mare parte a timpului, afectandu-le
activitatea creatoare. Astfel, pentru a economisi timp si energie, erau nece-
sare modalitati de a efectua rapid calcule relativ dificile.

Intrucat, dintre operatiile aritmetice, este mai usor s& efectuam adunari
sau scaderi decat inmultiri (sau Tmpartiri), un interes deosebit il prezinta
legatura dintre sume sau diferente, pe de o parte, si produse, pe de alta
parte.

2.1. Produsul sumei cu diferenta. Diferenta patratelor a doua numere reale

Sa consideram trei numere naturale consecutive, de exemplu 3, 4 si 5. Numerele 3 +5 si 4 +4 sunt egale.
Numerele 3 - 5si 4 - 4 =42 nu sunt egale, dar sunt numere consecutive: 4°=3 -5+ 1.

Acelasi lucru se constata si pentru 9,10, 11:avem 9 +11=10+10si 10°=9 - 11 + 1.

In cele doud exemple, patratul unui numar se gaseste calculand produsul vecinilor s&i si adunand apoi 1. Desi-
gur, calculul direct al lui 102 nu este asa de complicat, dar pentru a afla cat este 99, rezultatul 9 801 se obtine mai
rapid calculand 98 - 100 + 1 7n loc sa folosim algoritmul de inmultire pentru a efectua produsul lui 99 cu el Thsusi.

Relatia 992 = (99 —1)(99 + 1) + 1 este un caz particular al unei egalitati general valabile, pe care o vom ilustra
printr-o problema practica.

Mate practica

Din terenul din Figura 1, in forma de patrat de latura q, a fost delimi- a-b
tatd o gradina n forma de patrat de laturd b. 7)/ b
Care este aria suprafetei ramase (suprafata hasurata)?

Ce observam?
Aria suprafetei hasurate se poate calcula in doua moduri: b
- cadiferenta a ariilor celor doua patrate:
A=a?>-b%
« ca suma a ariilor a doua trapeze dreptunghice congruente, de baze a
si bsitnaltime h=a - b:
.A=2-M:(a+b)~h=(a+b)(a—b).
: 7
Deducem ca expresiile (a + b)(a — b) si a® — b? sunt egale, pentru orice a
valori ale numerelor reale pozitive a si b. Figura 1

De retinut
Pentru orice doua numere reale a si b are loc egalitatea:
(@+b)-(a-b)=a*-b%
Cu alte cuvinte: produsul sumei a doua numere reale cu diferenta lor este egal cu diferenta pdtratelor numerelor.
Verificarea acestei egalitati se realizeaza utilizand proprietatile adunarii si inmultirii numerelor reale:

(a+b)-(a-b)=a®>—ab+ba—-b*> =a® — ab + ab —b* =a® — b



Exemple

1. x+3)(x=-3)=x*-32=x*-9; 2. (2x+5)(2x - 5) = (2x)? = 52 = 4x* - 25;
3. (T+Y)(T-y)=7*-y>=49 - y% 4. (4-32)(4+32)=4%>-(32)>=16 - 92

In anumite situatii, este necesar sa tinem cont de faptul c& adunarea numerelor reale este comutativa, dar
scaderea numerelor reale nu este comutativa:

5. (11 -7x)(7x+11) = (11 - 7x)(11 + 7x) = 112 — (7x)> =121 — 49x?%;
6. 3x+2y)2y-3x) =2y +3x)(2y — 3x) = (2y)? — (3x)? = 4y* — 9x°.

Observatie

Egalitatea (a + b) - (a — b) = a® - b? este o formuld de calcul prescurtat, deoarece usureaza efectuarea anumitor
calcule matematice.

In matematica si in alte stiinte, o formuld este un mod simbolic si concis de a exprima o informatie generala
care poate fi utilizatd in mai multe cazuri particulare. in clasele anterioare, am utilizat formule atat la algebra
(formula de calcul a mediei aritmetice, a mediei geometrice etc.), cat si la geometrie (formula de calcul a ariei
triunghiului, a lungimii cercului, a ariei discului etc.).

Aplicatie

Rationalizarea numitorilor de forma avb +cd

Introducerea radicalilor a permis dezvoltarea calculului algebric, prin efectuarea
unor calcule stiintifice mai precise si prin rezolvarea unui spectru mai larg de ecuatii,
ale caror solutii nu sunt numere rationale.

Totusi, uneori este dificil sa estimam valoarea unei expresii care contine radicali.

Daca pentru numerele 1,25 sau % ne putem forma rapid o imagine a cantitatilor

pe care le reprezintd, nu acelasi lucru se Tntampla atunci cand ne gandim la numere
4 11

5
3 TE 34

. e . P |
Din clasa a VII-a, ne amintim ca pentru a estima, de exemplu, valoarea numarului —

NA

(dificil de facut aplicand algoritmul de impartire numerelor 1 si V2 =1,41421356..), amplificam fractia cu 2 astfel

reale precum

incat numitorul sa devina numar rational (spunem ca am rationalizat numitorul):

1_ V21 N2 141421356, 0000000

N 2

N
De retinut @

Doua expresii care contin radicali se numesc expresii conjugate daca produsul lor se poate scrie fara radicali.
In acest caz, spunem ca fiecare dintre cele doua expresii este conjugata celeilalte.

Daca q, b, ¢, d sunt numere rationale, unde b, d > 0 si Jb,\d ¢Q, atunci:
« expresiile a+cyd si a—c+/d sunt conjugate, deoarece:
2
(a+c\/c7)-(a—c\/a)=a2 —(c\/E) =a’-c’dsia’-c*d e Q;
« expresiile avb +cd sia b—cd sunt conjugate, deoarece:
(a\/E+c\/d_).(a b —c\/d_)z(a\/E)2 —(c\/d_)2 =a’b—c*d sia’h - c*d € Q.
Astfel, pentru a rationaliza un numitor de forma avb £c/d sau de forma a+cyd , undea, b, c,d e Q, b,d>0

si \/E, Jd ¢ Q, se amplificd fractia cu expresia conjugatd a numitorului.

Exemple
TBg 4.(7-43)  4-(7-43)
1 - = =7 -3;
V7443 (77 -(3) 7-3
, M1l 11.3V5+4442) 11-3V5+4442) 11-3V5+442)
© 35-42 (3B -(427  45-32 13




N\

@ Situatie problema
D in Figura 2, patratul ABCD are latura AB=a + b, deci aria sa este:

7

3. Valoarea aproximativa a numarului este:
5v2-6
7 _T-(5V2+46) 7-(5V2+6) 52+6 5 52 ~342.1,4142. . ~6,5355....
5J2-6 (5v2)2-62  50-36 2 2 2

2.2. Patratul sumei. Patratul diferentei

A oep = (@ + b)2.

Ce observam?
Aria patratului ABCD se poate calcula si astfel:

A oo = Apeve + A + Ace + Agay =+ ab +ab + b* = a? + 2ab + b2
Am obtinut egalitatea:

(a+b)*=a?+2ab + b

Figura 2

De retinut

Pentru orice doua numere reale a si b au loc egalitatile:
(a+b)?>=a?+2ab + b?%; (a—-b)>=a?-2ab + b>.
Cu alte cuvinte:
« pdtratul sumei a doua numere reale este egal cu suma patratelor numerelor, adunata cu dublul produsului celor
douad numere;
« pdtratul diferentei a doua numere reale este egal cu suma patratelor numerelor, din care se scade dublul pro-
dusului celor doua numere.
La fel ca produsul sumei cu diferenta, cele doua egalitati de mai sus fac parte din categoria formulelor de calcul
prescurtat. Ele se demonstreaza folosind definitia puterilor si proprietatile operatiilor cu numere reale reprezen-

tate prin litere:
(@+b)?=(a+b)-(a+b)=a’*+ab+ba+b*=a*+ab+ab+b?=a?+2ab + b

(@a-b)?=(a-b)-(a-b)=a?>—ab-ba+b*=a*>-ab-ab+b*=a’-2ab + b>.

Exemple
1. (x+3)2=x>+2-x-3+32=x>+6x+09. 2. (2x+5)°=(2x)?>+2 - 2x - 5+ 52=4x*+ 20x + 25.
3. x—=2)?=x*-2-x-2+22=x>-4x + 4. 4. (Bx—4)>=(3Bx)>-2-3x-4+42=9x> - 24x + 16.

5. (V3 ++2) =3"+2:\3 V2 +42" =3+26 +2=5+2.6.
6. (2\E+3ﬁ)2 =(2ﬁ)2+2-2£-3ﬁ+(3ﬁ)2 ~12+12J6 +18=30+126.

2.3. Aplicatii ale formulelor de calcul prescurtat

42

Mate practica

Cel mai scurt drum. In Figura 3 este reprezentati schita a
trei trasee turistice, AB, AC si BC, avand lungimile AB =10 km,
BC=21kmsiAC=17 km.

Care este lungimea celui mai scurt drum pe care trebuie sa-|
parcurga Vlad pentru a ajunge din A Tntr-un punct al traseului BC?

Rezolvare. Drumul cel mai scurt se obtine atunci cand Vlad se
deplaseaza pe inaltimea AD a triunghiului ABC. Observam ca BC este
cea mai lunga dintre laturile triunghiului ABC; atunci unghiurile Bsi C
sunt ascutite, prin urmare D este un punct interior segmentului BC. Figura 3
Notand cu x lungimea segmentului BD, rezulta DC = 21 — x.




AplicAnd Teorema lui Pitagora in triunghiurile ADB si ADC, obtinem AD?=10? - x* si AD*=17?- (21 - x)?, deci
102 - x>=17?- (21 — x)°. Utilizand formulele de calcul prescurtat, rezulta

100 — x*> =289 — 441 + 42x — x?, de unde 42x = 252, adica x = 6.

Inlocuindu-1 pe x in relatia AD? = 10 - x?, obtinem AD = 8 km.

Calcul mintal
Formulele de calcul prescurtat pot fi utilizate pentru efectuarea mai rapida a unor calcule aritmetice.

1. Pentru a calcula produsul a doua numere, scriem numerele in functie de media lor aritmetica, dupa care apli-
cam formula produsului sumei cu diferenta:
Exemple: a.12-18=(15-3)(15+3)=152-32=225-9=216;
h.23-19=(21+2)(21-2)=21%-22=441-4=437.

2. Pentru a calcula patratul unui numar, putem utiliza:
« formulele pentru calculul patratului sumei/diferentei a doua numere reale:
Exemple: a.43?=(40+3)2=40%+2-40-3+3?=1600+240+9=1849;
h.792=(80-1)>=80?-2-80-1+1*=6400-160+1=6241;

- egalitatea a’ = (a + b)(a — b) + b?, dedusa din formula produsului sumei cu diferenta:

Exemple: a.104%=(104+4)(104-4)+4%=108-100+16=10816;
b.972=(97-3)(97 +3) +3%2=94 - 100 + 9 =9409;
c.492=(49-1)(49+1)+12=48-50+1=2400+1=2401.

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Stiind ca x+1=3, x € R*, calculati:
X

1 1 1
2 3 4
a. X*+—; b. X° +—; c. X +—-.
@ x? X3 x*
Rezolvare 5 )
1 1 2 2 1 (1 , 1
aX+—=3=|x+—| =3 X +2-Xx-—+| = | =9 x +—5=9-2=7.
X X X \x X

b. (x+lj~(x2 +L2J=3-7<:>x3+l+x+i3=21<:>x3+i3=18.
X X X X X

2
c. x2+i2=7<:>[x2+i2] =49<:>x4+i4=49—2=47.
X X %
1 N 1 N 1
2-3 512 Vo5
Rezolvare

Amplificam numitorii de forma avb+cd cu expresiile conjugate:

1,1 1 2+43 . J5-2 . J6 ++/5 _
2-v3 \5+2 V6-\5 (2-43):(2+43) (f5+2)-(5-2) (f6-/5)-(/6 +5)

_2433 ¥5-2 V6435 (5, )+ (15 -2)+(vB+B) =vE +25 + V6.

4-3 5-4 6-5

2. Calculati a=

a

3. Demonstrati ca expresia E(x) = (3x — 1)* - 2(3x — 1)(3x + 1) + (3x + 1), x € R, are valoare constantg, iar aceasta
este un numar natural.

Rezolvarea 1
Utilizam cele trei formule de calcul prescurtat si apoi efectuam operatiile cu numere reale reprezentate prin litere:
EX)=[(3x)?-2-3x-1+1%-2-[(3x)?-2%]+[(Bx)*+2-3x-1+1%] =
=Ox*—6x+1)—2-(x*—1)+ (9x*+6x+1)=9x*—6x+1—-18x*+ 2 +9x* + 6x + 1 =4.
Asadar, E(x) =4 € N, pentru orice x € R.
Rezolvarea 2
Vom utiliza formula (a - b)?=a® - 2ab + b* pentrua =3x -1 si b=3x+ 1:
E)=0CBx-1)?*-23x-1)Bx+ 1)+ (3x+1)’=[(Bx-1) - Bx+1)]*=(-2)*=4 e N, pentru orice x € R.




Rezolvare

Rezolvare
a® +b?>+2ab

¢ 3

@ Portofoliu

(x+5)>=x>+10x+ 25
(Bx+4)>=9x*+24x+16
(3 -5x)>=9 — 30x + 25x>
B-2)@+2x)=9-4x2
(7x+2)(2 = 7x) =-49x* + 4
(6 - 5x)?=25x* - 60x + 36
(Ax+3)?>=16x>+9 + 24x

Probleme propuse

1. Efectuati:

p1: (12 +10)>=122+10%

c. (3a-5b)(3a+5b)=9a%-

4. Efectuati:

(3]
a. | x+=1;
3

(=5 = 3x)(=5 + 3x) = 25 — 9x?

e. (7+5p)(7-5p)=49—....
2
g. (3a+b\/§) =9a*+..... +2b%

4. Demonstrati ca numarul x = (\/5—\/5)2

Aplicand formulele de calcul prescurtat, obtinem:
=(V3-V2) ~3(VB—2)(VB++2)+(V3+V2) =(V3) ~2V8-v2 +(v2) ~3.3-2)+(v3) +2v3-v2+(+2),
deci x=5-2v/6-3+5+2y6 =7, care este numar natural.

5. a. Calculati (a + b)? unde a, b > 0, stiind ca media aritmetica a numerelor a?, b* si 2ab este 75.
b. Calculati a* - b% unde a > b > 0, stiind ca media geometrica a numerelor a + b si a — b este egala cu 7.

a.m=——2 =275 = a? + b* + 2ab = 225 = (a + b)* =

p3: (20 -10)2=20>-2-20 - 10 + 10%
p5: (2J§+3\/_) ~30+126:

p7: (15-10)(15-10) =15%-
p9: X+ )y +X)=x* =y’ ¥V X,y € R;

10%

3. Copiatiin caiet, apoi completati spatiile punctate:
a. 2t+5p)3?*=...... +20pt +

—3(\/§—\/§)(\/§+\/§)+(\/§+\/§)z este natural.

=.(a+b)(a-b)=7= (a+b)(a-b)=49 = a*- b>=49.

Copiati tabelul in caiet si completati-1, conform modelului:

Egalitatea Formula utilizata n n

(a+b)?>=a*+2ab+b?

Justificati alegerea fiecarei formule de calcul prescurtat.

a. (x+2)(x—2); (x—3)(x+ 3); (2x+1)(2x—1)'(2+\/_)(2—\/_)' (2x+J§)(zx—J§).
b. (y = 1)% (v - 3)% 3x = 1)% (5x — 2)2 (f 3) (4 J_) (2y f) (2\/_x—3y)2
c. X+2)% (x+3)% 2x+1)% (3x+1)2;(J§+2);(3+f) (2x+f) (2\/_x+3y)

2. Precizati valoarea de adevar a fiecareia dintre urmatoarele propozitii:

p2: (9+10)>=92+10%+180;

p4: (13+10)(13-10)=13%2+10%
2

p6: (2J§+4) =24+1642;

ps: (40-10)(40+10)=1500;
p10: (3x+2y)>=9x*+ 6xy +4y*, V X,y € R.

b. B+..... Y=...... i +16x%
d. (@a+5p)(...... —a)=25p%—...... ;
f. GX+...... Y=..... +20XY +...... ;
h. (..... - Y=x*-...... +16y?

225 =152 de unde rezultd cid a + b =15.



5. Efectuati calculele:

a. (a=-b)?>+(@a+b)?% b. (X—\/§)2—(X—\/§)(X+\/§);

c. 2x-1)(2x+1)-4(x+2)(x-2); d. (*+3)2=2(x*+3)(x* - 3) + (x* - 3)%
6. Efectuati calculele:

a. (1+x)2-2+x?-CB+x3B+x); b. 2x-y)2x+y) - x+y)?=2(x-y)%

c. 2By—-2)By+2)-2(y-1)?>-4(y-2)% d. =D+ + 1D+ 1).

7. a. Calculati (a + b)?, stiind ca media aritmetica a numerelor a?, b* si 2ab este egala cu 4.
b. Calculati (b - 5)? stiind ca media aritmetica a numerelor b si —10b este egala cu 3.
8. Fie a si b doud numere reale astfel incdt a — b = 7 si ab = 2. Calculati a* + b si a* + b*.

9. Fie x un numar real nenul astfel incat x . 2. Calculati:
X

a. x? +Xi2; b. x* —%; c. x* e
10. Calculati, utilizand formulele de calcul prescurtat:
% a. 91% b. 1013 c. 28-32; d. 99% e. 59-61; f. 412
11. Calculati:
a (242) +(3-42) +2v2; b. (V2 +3-V12) ~(1-V6)’;

e (37 -8)(3v7 +8)+ (V7 -3) +(247+1) +V28;  d.2(6-V35)(6+35)+3(+7-2) ~6(5-+28)
12. Rationalizati numitorii urmatoarelor fractii:
1 3 3 7. 5 1
V241 V24457 342243 72" J3+242 " B8 +2 -3

13. Aratati ca:

a 2 2 _J7_3; 1 1 1 — 4452

+ b. - -
5443 745 2B -2 2.5
14. Se considera numerele x =4 -7 siy= 4+47. Calculati:
a Xy b. (x=y)*

15. Se considera expresia E(x) = (2x — 3)? + (2 = 3x)(2 + 3x) + (2x + 3)%, unde x este un numar real.
a. Aratati ca E(x) = 22 — x?, oricare ar fi numarul real x.

b. Stabiliti care este cea mai mare valoare posibila a lui E(x), precum si valoarea numarului real x pentru
care E(x) ia valoarea maxima.

16. Laturile unui triunghi dreptunghic au lungimile egale cu (a—-3)cm, (a+4)cm si (a+5) cm, unde a este
un numar real, a > 3. Determinati valoarea numarului a.

17. Daca latura unui patrat se reduce cu 5cm, aria sa se reduce cu 85 cm? Determinati perimetrul patratu-
Lui initial.

18. a. Demonstrati ca patratul unui numar natural impar este un numar care, la impartirea prin 4, da restul 1.
b. Dovediti ca nu exista numere naturale a si b cu proprietatea ca a® + b*>=1003.

Autoevaluare
1. Calculati:

a. 2x+11)% b. Bx-7)% c. (Ax+9)(4x-9). (3p)
2. Rezultatul calculului 3(x + 2) = (x = 2)> = 2(x + 2)(x — 2) este:

a. 16x+ 20; b. 16x+ 16; c. 8x+16; d. 16x+12. (3p)
3. Calculati:

a (V2+1) -(v2-1)5 b (VB+1)(V3-1)-(V3-2); c (VB+1) ~(V5+1)(V5-1) 3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.




Lectia 3: Descompuneri in factori utilizand reguli de calculin R

Cuvinte-cheie

descompunere suma algebrica factori factor comun grupare formule de calcul prescurtat

Scrierea unui numar natural ca produs de doi sau mai multi factori reprezinta un instrument important n rezol-
varea unor probleme concrete in care intervin numere naturale sau intregi. De exemplu, estimarea raportului
numerelor 27063 si 12028 pare dificila la prima vedere, numerele fiind destul de mari. Odata ce observam ca

27063=9-3007si12028=4-3007, lucrurile devin destul de simple, intrucat 27063 = 9-3007 =2=2,25.
12028 4-3007 4

La fel, aproximarea radacinii patrate a numarului 648 se face mai usor folosind descompunerea in factori si

operatiile cu radicali: v/648 =/4.162 =24/2-81 =182 = 25,455....

Modelarea matematica a situatiilor practice presupune deseori rezolvarea unor ecuatii sau manipularea unor
expresii algebrice in care necunoscuta (variabila) apare la puteri cel putin egale cu 2.

Scrierea unei astfel de expresii algebrice ca produs de expresii mai simple (altfel spus, descompunerea
expresiei In factori), joaca un rol important, la fel ca Tn cazul problemelor cu numere intregi.

3.1. Descompuneri in factori

Mate practica

Pe un teren viran, Razvan vrea sa construiasca un spatiu de
joaca de forma dreptunghiulard, avand lungimea cu 8 metri mai
mare decat l[atimea. Ce dimensiuni ar putea avea spatiul de joaca,
daca autoritatile Ti ofera o suprafata de 84 de metri patrati?

Notam cu x latimea terenului; atunci lungimea este x+8
(Figura 1). Pentru a rezolva problema, trebuie sa determinam toate
numerele reale pozitive x care verifica egalitatea x(x + 8) = 84.

Deoarece 84 se scrie ca produs de douda numere reale

intr-o infinitate de moduri, de pilda 84=2-42=4.21=7/3-44/3, suntem descurajati sa folosim o abordare
,prin incercari”. In plus, chiar daca observam ca pentru x = 6 avem 6 - (6 + 8) = 6 - 14 = 84, nu avem certitudinea
ca x = 6 este singura solutie.
O proprietate ainmultirii numerelor reale spune ca daca un produs de doi factori este zero, atunci cel putin unul
dintre factori este egal cu zero. Altfel spus, daca F(x) - G(x) =0, atunci F(x) = 0 sau G(x) = 0.
Pentru a exploata aceasta proprietate, aducem relatia x - (x + 8) = 84 la forma x* + 8x — 84 = 0 si incercam sa
scriem expresia E(x) = x* + 8x — 84 ca un produs de doi factori.
Observand ca x? si 8x =2 - x - 4 sunt primii doi termeni ai patratului unei sume, rezulta ca:
EX)=x*+2-x-4-84=x>+2-x-4+4?>-84-4%=(x+4)*>-100.
Folosind formula diferentei de patrate, obtinem:
EX)=Kx+4)-10*=(x+4+10)(x+4 -10) = (x + 14)(x — 6).
In consecinta, latimea x a terenului verifica relatia (x + 14)(x — 6) = 0, de unde rezultd x + 14 =0 sau x— 6 =0,
adica x =-14 sau x = 6. Evident, varianta x = =14 este exclusa (latimea terenului nu poate fi numar negativ), deci
dimensiunile terenului de joaca sunt 6 metri si 14 metri.

Figura 1

De retinut

Transformarea unei sume algebrice Tn produs de doi sau mai multi factori poarta numele de descompunere
in factori. Aceasta transformare este utila in rezolvarea unor tipuri de ecuatii, pentru determinarea valorii unei
expresii algebrice, pentru restrangerea unei expresii algebrice etc.

Pentru a descompune o suma algebrica, putem utiliza urmatoarele metode:

1. metoda factorului comun;
2. metoda formulelor de calcul prescurtat;
3. metoda gruparii termenilor.



3.2. Metoda factorului comun

De retinut @

Metoda factorului comun se bazeaza pe proprietatea de distributivitate a operatiei de inmultire in raport cu

adunarea si scaderea numerelor reale:

ax+ay=a(x+y); ax—ay=ax-y).
In ambele situatii, se spune ca l-am dat factor comun pe a.

Exemple

1. 6x+6y=6(x+Y); 2. 5xy—10xz=5xy—5x:2z=5x(y - 22);

3. -9a-12=-3-3a+(-3) - 4=-3(3a+4); 4. 4310x /10 =~/10(4x -1);

5. %ab—ga =§a-b—§a % =§a(b—%); 6. 26xy —13xyz=13xy - 2 -13xy - z=13xy(2 - 2).
Observatii

1. In descompunerea unei sume algebrice, factorul comun este produsul dintre:

2.

3.

4.

« factorul comun al coeficientilor termenilor;
« factorul comun al partii literale, format din produsul variabilelor (literelor) comune, la exponentii cei mai mici.
De exemplu, in suma algebrica 12x*y* — 8x°y?, coeficientii termenilor sunt 12 si -8, iar un factor comun al lor
este 4. Exponentii cei mai mici la care apar variabilele x si y in cei doi termeni sunt 4, respectiv 2, deci:

12x%y4 = 8x°y? = Ax*y? - 3y? — Ax*y? - 2x = Ax*y?(3y? — 2X).

Analog, coeficientii termenilor sumei algebrice 24x°y* + 16x%y?z sunt 24 si 16, al caror cel mai mare divizor comun
este 8. Variabilele comune sunt x si y, iar exponentii cei mai mici la care apar x si y sunt 5, respectiv 2, deci:
24x°y* + 16x8y°z = 8x°y? - 3y + 8x°y? - 2x3z2 = 8x°y*(3y? + 2x°2).

Factorul comun poate fi si 0 suma algebrica:
By+1)°-5@y+1)*=Q@By+1*- By+1)-5@y+1)*=By+1)*By+1-5)=C@y+1)'Gy-4).
in unele situatii, factorul comun este =1 (spunem ca ,,.am scos minusul n fata parantezei”):
Xx=5=-1-x+(-1)-5=(-1) - (x+5) ==(x+5).

Factorul comun se poate da siintre trei sau mai multi termeni:
2% + 6x%y + 8xz = 2x(x* + 3xy + 42).

3.3. Metoda formulelor de calcul prescurtat

De retinut @

Formulele utilizate pentru descompunerea in factori a unei sume algebrice sunt:

a’+2ab +b*=(a+b)? (restrangerea patratului unei sume);
a’-2ab +b*=(a - b)? (restrangerea patratului unei diferente);
a’?-b*>=(a-b)(a+h) (formula diferentei de patrate).
Exemple
1L X2+ 4x+4=(x+2)% 9y +6y+1=03y+1)3 16x% + 24xy + 9y = (4x + 3y)%
2. x>=10x+25=(x-5)% A2 -Ax+1=(2x-1)% 36x%+ 60x + 25 = (bx + 5)%;
3.x2=36=(x-6)(x+6); I9x*-4=03Bx-2)3x+2) x+2)2-49=(x-5)(x+9).
Observatii

Exista situatii in care, pentru a descompune o suma algebrica, se aplica mai multe formule de calcul prescurtat,

utilizand eventual si factorul comun:
LX+2X+1 -y =x+1)? -y’ =(x+1-y)x+1+y);

2.

5x*+10x+5-20y°=5-(x+1)?=5-4y*=5-[(x+1)> - (2))?] =5 - (x+1 = 2y)(x + 1 + 2y);

X+ 2x+1 -y =2y -1=(x+1)?-(y+1)°=[x+1-(y+D] - x+1+y+1)=Kx-y)(x+y+2);

4.

25-9y2—6y-1=5*-3y+1)*=[5-C@y+1)] - (5+3y+1)=(4-3y)(6+3y).

)
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3.4. Metoda gruparii termenilor

De retinut D

Gruparea termenilor consta in asocierea convenabild a termenilor unei sume

ax + by + ay + bx

algebrice, astfel incat, dupa scoaterea unui factor comun din termenii asociati sau alx+y) b(x+y)

dupa aplicarea unei formule de calcul prescurtat, sa fie pus Tn evidenta un nou

factor comun (Figura 2). (a+b)x+y)
Figura 2

Exemple
1.am-bn+bm-an=am-an+bm—-bn=a(m-n)+b(m-n)=(a+b)(m-n);
—_—

2. a° +6bc+3ac+2ab=a’ +2ab+3ac+6bc=ala+2b)+3c(a+2b)=(a+2b)(a+3c);
-0 =
3 2 _ A3 2 A2 _ 2 _ .
3.a°-16a+5a° -80=a° +5a° -16a-80=a‘(a+5)-16(a+5)=(a+5)(a° -16)=(a+5)(a+4)(a-4);
4. d’c-b’d-b’c+a’d =a’*c+a*d-bp*c-b*d=a*(c+d)-b*(c+d)=(a®> = b*)(c+d)=(a-b)(a+b)(c+d).
—_—

Pentru a realiza gruparea termenilor, uneori este necesar sa exprimam unul dintre termeni ca suma sau
diferenta de alti termeni (asemenea cu el), sau sa asociem termenii cate trei:

5. x> +13x+40=x>+5x+8x+40=x(x+5)+8(x+5)=(x+5)(x +8);
- - -
6. X —-5x-14=x*-Tx+2x-14=x(x=7)+2(x=7)=(x=7)(x +2);
- = = =
7. X2 +5x+y? =By —2xy =x* =2xy +y* +5x -5y =(x—y)* +5(x = y) =(x = y)(x =y +5);
T

8. X+ XAy +z+t)+yz+yt =X+ X2 2+ Xt + XY+ yz+ yt = X2 (X + 2+ )+ y(XP+z+1) = (P +y) (X2 + Z +1).

Studiu de caz: Descompunerea in factori a unor expresii
deformax?*+(a+b)x+a-b,undea,b eR

Situatie problema

Mircea si Iulia trebuie sa descompuna in factori expresia E(x) = x* + 8x + 12 prin diverse metode.

Mircea observa ca, scriind 8x =2 - x - 4, primii doi termeni ai sumei x> + 8x + 12 coincid cu primii doi termeni ai
unei formule de calcul prescurtat de forma (x + m)2=x?+ 2 - x - m + m?, pentru m = 4. Pentru a completa formula,
Mircea scrie 12 =16 — 4, apoi obtine o diferenta de patrate:

X+8X+12=x°+2 - Ax+16-4=x+4)°-22=(x+4-2)(x+4+2)=(x+2)(x + 6).
Iulia sesizeaza ca 8 (coeficientul lui x) si 12 (termenul care nu il contine pe x sau termenul liber) sunt suma,

respectiv produsul numerelor 2 si 6. Pentru a descompune expresia prin gruparea unor termeni, Iulia scrie
8x = 2x + 6x si obtine:

X+8X+12=x>+2x+6x+2 -6=x(x+2)+6(x+2)=Kx+2)(x+6).

Observatie

Situatia problema de mai sus studiazd, intr-un caz particular, descompunerea in factori a unei expresii de forma
x>+ (a+b)x+a- b, unde asi b sunt numere reale. Avem doua variante de abordare:
« Metoda 1: folosind metoda gruparii termenilor:

X+(a+b)x+a-b=x>+ax+bx+ab=x(x+a)+bx+a)=x+a)x+b);
» Metoda 2: completand patratul unei sume si aplicand formulele de calcul prescurtat:

2 2 2 2
x2+(a+b)x+a-b=x2+2-x-a+b+ arb) _(a+h +ab= x+a+b _[azhy) _
2 2 2 2 2

( a+b a—bj[ a+b a-b
=| x+ + X+ -

> 5 5 5 jz(x+a)(x+b).



Exemple @

1. Descompunem in factori expresia x? + 6x + 8, ilustrand cele doud metode.

Metoda 1: Identificam doua numere reale, eventual chiar intregi, care au suma egala cu 6 (coeficientul lui x)
si produsul egal cu 8 (termenul liber). Intrucat divizorii lui 8 sunt +1, +2, +4 si +8, iar, dintre acesti
divizori, numerele 2 si 4 au suma egala cu 6, scriem 6x = 2x + 4x si obtinem:
X+6X+8=x>+2X+4x+2 - A=x(x+2) +4x+2) = (x+ 2)(x + 4).

Metoda 2: Cum 6x=2 - x - 3, completam patratul sumei x + 3, pundnd in evidenta termenul 32=9
Pentru a realiza acest lucru, scriem 8 = 9 — 1. Utilizand formulele de calcul prescurtat, obtinem:
X+6x+8=x*+2-3-x+9-1=x+3)?-1>=(x+3-1)x+3+1)=Kx+2)(x+4).

2. Descompunem in factori expresia x> — 7x — 30, prin cele doua metode.
Metoda 1: Coeficientul lui x este -7, iar termenul liber este egal cu —30. Doud numere intregi cu suma egala
cu =7 si produsul egal cu =30 sunt 3 si —=10. Scriem —=7x = =10x + 3x si obtinem:
x> =7x=30=x%>—-10x+3x-30=x(x—10) + 3(x — 10) = (x — 10)(x + 3).

2
Metoda 2: Cum 7x =2-x%, adunam si scadem (%j , pentru a completa patratul unei diferente:

2 2 2 2 2
K —7x-30=x2 -2 x-Lo| L] Zz0-[ 2] <[x-L) “X82 (-7} _[13] -
2 \2 2 2 4 2 2

=[X_Z_1_3j(x_1 1—3J (x~10)(x+3).

Activitate pe echipe

Elevii clasei a VIII-a sunt impartiti in echipe de cate 6.

Etapa 1. Fiecare echipa primeste de la profesor o lista cu trei expresii de forma x> — (n+1)x +n, unde n € N,
2 <n <15, diferite pentru fiecare echipa in parte, pe care trebuie sa le descompuna Tn factori folosind una dintre
cele doua metode de mai sus. Echipele schimba intre ele, circular, foile cu descompunerile realizate, iar fiecare
echipa verifica rezolvarile primite.

Etapa 2. Fiecare echipa scrie, pe o foaie de hartie, cate trei expresii de forma x> — (m+n)x+m - n, unde
m,neN,2<m,n<10, m=n, sile propune spre rezolvare echipei de la care a primit solutii Tn etapa 1.

La final, se verifica in clasa rezolvarile fiecarei echipe. Castiga echipa care a efectuat cele mai multe descom-
puneri corecte (din totalul de sase).

Investigatie
Se considerd urmatoarele expresii de forma ax? + bx + ¢, unde a, b, ¢ sunt numere reale, cu a = 0:
E, =5x*+17x+6; E,=12x*+11x+2; E,=4x*-4x - 15.

1. Analizati descompunerile in factori ale expresiilor E,, E, si E,, prezentate in continuare. Remarcati ca, pentru
a aplica metoda gruparii termenilor, termenul bx a fost rescris sub forma b,x + b,x, unde b, si b, sunt doua
numere reale astfel Tncat b= b, + b,.

(E) 5x*+17x+6=5x*+15x+2x+6=5x(x+3) +2(x+3) = (x+ 3)(5x + 2)
(E,) 12x*+11x+2=12x"+3x+8x+2=3x(4x+ 1)+ 2 - (4x+1)=(4x+1)(3x+2)
(E;) 4x°—4x—-15=4x>+6x—-10x-15=2x(2x+3) =5 (2x+3) = (2x + 3)(2x - 5)

2. Identificati, in fiecare dintre cele trei exemple prezentate, numerele reale a, b, ¢, b, b,.
3. Comparati, pentru fiecare dintre cele trei exemple, produsele a - ¢ si b, - b,. Ce observati?
Folositi urmatorul tabel pentru a centraliza rezultatele:

m ax +br+ ¢ nn--n--

52 +17x+ 6

)

)




4. Pentruexpresia E, = 6x* — 23x + 21, identificati numerele a, b si ¢ si determinati doud numere reale b, si b, astfel
incat b, +b,=b si b, - b,=a - c. Folosind scrierea bx = b,x + b,x, pentru numerele b, si b, astfel determinate,
descompuneti expresia E, in factori, prin metoda gruparii termenilor.

5. Dezbateti in clasa metoda de lucru identificatd Tn cadrul acestei investigatii, apoi, lucrand eventual pe grupe,
descompuneti n factori expresiile:

E,=3x*+10x+3; E,=2x-x—-6; E,=6x*-23x+7,  Ez=5x"—-28x-12.

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Descompuneti in factori:
a. 7(y—4) +y* -4y, b. 82— 6+ (4z-3)% c. x(2x-1)-(2x-1)%

Rezolvare
a. 7y-A+y -4y=7(/-4+yly-4) = -7 +y);
b.8z-6+(4z-3)?=2(4z-3)+(4z-3)(4z-3)=(42z-3)2+4z-3)=(4z-3)(4z-1);
c. x(2x-1) - (2x-1)>=(2x-1)[x - (2x-1)] = 2x - D(x - 2x+ 1) = 2x - 1)(1 - x).
2. a. Expresia (x + 2)> — 36 are descompunerea in factori (x + a)(x + b). Determinati suma numerelor a si b.

b. Determinati suma numerelor reale a, b si c stiind ca expresia (x + 3)® — x — 3 are descompunerea in factori
x+a)(x+b)(x+c).

Rezolvare

a. (x+2)2-36=(x+2-6=(x+2-6)(x+2+6)=(x—4)(x+8) = (x+a)(x + b). Pentru x = 4, obtinem
(4+a)- (4+b)=0,iar pentru x = -8, avem (-8 + a)(-8 + b) = 0. Rezulta {a, b} = {-4, 8},de unde a + b = 4.

b. Observam cd (x+3)° - x-3=(x+3)° - (x+3) = (x + 3)[(x +3)* - 1] =(x + ) (x + 3 - D) (x + 3+ 1) =
=(X+3)x+2)(x+4).
Numerele q, b si ¢ sunt 3, 2 si 4, eventual intr-o alta ordine, decia+ b +c=9.

3. Determinati numerele reale x si y stiind ca x> — 4x + y* — 6y + 13 = 0.

D Rezolvare

X—Ax+y*—6y+13=x*—4x+4+y*—6y+9=(x-2)>+(y-3)*=0. Deoarece (x—-2)*>0 si (y-3)*>0,
pentru ca suma sa fie 0, trebuie ca (x— 2)>=0si (y— 3)?>=0, prin urmare x = 2, y = 3.

4. Se considerd expresia E(x) = x>+ 4x + 5, x € R.
a. Ardtati ca numarul real E(a) este pozitiv, oricare ar fi numarul real a.
b. Determinati valoarea minima a expresiei x* + 4x + 5, x € R.

Rezolvare
a. X +4x+5=x*+4x+4+1=(x+2)*+1>1>0, deoarece (x + 2)*> 0, pentru orice numar real x, si 1 > 0.
b. Deoarece x* + 4x + 5 = (x + 2)* + 1 > 1, valoarea minima este 1, care se obtine pentru (x + 2)> =0, adica x = -2.

5. a. Demonstrati ca numarul A =x3-x7+4 este patrat perfect, oricare ar fi cifra nenula x.
b. Demonstrati ca (n? + 3n)(n? + 3n + 2) + 1 este patrat perfect, pentru orice numar natural n.

Rezolvare

a. A=x3-x7+4=(10x+3)(10x +7)+4 =100x> + 100x + 25 = (10x + 5), care este patrat perfect.
b. Notdnd n*+3n=t, unde t este un numar natural, obtinem (n?+3n)("*+3n+2) +1=tt+2)+1=+2t+1=
= (t+ 1)? care este patrat perfect.

Probleme propuse

1. Descompuneti in factori, folosind metoda factorului comun:

a. 12x° +16x% b. 6x*+8x3 - 2x% c. 3x%y + 9x%y2 + 6xy°;
d. 20x%7 — 15x%* + 10x3y%; e. 242x(3y —5)—22(3y - 5); f. (x+3)*—4(x+3);

2
8. (x—3\/§) —(x+2\/§)(x—3\/§); h. 24(x-1)*-6(x-1)% i. 53y +2)+12y*+8y.

2. Copiati n caiet si completati spatiile punctate pentru a obtine propozitii adevarate:
a. bab+..... +25ab*=5a-(..... +34..... ) b. 12ax+18x+..... =6x-(..... Foonn. +b);

c. 23 +6x%+..... =2x-(..... +.oo. +7); d. —16x%°—..... - =43y -(..... + 6Xxy + 5);



g. 92— .. .. =(.... +42)(..... - ); h. ..... -30xy+..... =@y-..... )2
3. Stabiliti daca urmatoarele propozitii sunt adevarate sau false:

pl: X2 +4x + 4 = (x + 4)?; p2: 25-2=(5-1H(t+D5);

2 2
p3: W ox+tox-L ; p4: I ;

4 2 49 7
2

p5: X2+ 36 =(x—6)(x + 6); p6: 2a° +4ab+4b* :(\/Ea+2b) :
p7: 4xy? + 4x*y + dxy = 4xy(y + X); p8: 16x*—1=(4x*+1)(2x-1)(2x+1).

4. Descompuneti in factori, folosind formula diferentei de patrate:

a. x>*—100; b. 4x>-9y?% c. (x+1)>-49; d. 25 -9x%?; e. 9—- (x—-5)%
f. 7a% - 28b?; g. 24(x-1)°-6(x—1); h. x>=y*+5x+ 5y, i X+ 2xy+ P+ X -2
5. Calculati:

a. a-b,stiindcaa’-b’=52sia+b=4; b.a+b,stindcaa’-b*=18sia—-b=2.
6. Demonstrati ca numarul B=ab -ba este divizibil cu 11, pentru orice cifre nenule a si b.
7. Determinati numerele intregi a si b stiind ca a> - b* = 13.

8. Determinati suma numerelor reale q, b si ¢ stiind ca (x + a)(x + b)(x + ¢) este descompunereain factori a expre-
siei (x+5)° — 9x — 45.

9. Descompuneti in factori, folosind formulele de restrangere a patratului:
a. x—2)2+8(x-2)+16; b. 4(3x+5)?-12(3x+5) +9;

c. X+4)2+2(x+4)(2x-1)+(2x-1)? d. (®+21)?-2(x*-1)+ (x> - 1)
10. Aratati ca numarul A =x1-x3+1 este patrat perfect.
11. Demonstrati cd numarul (n? + 4n)(n® + 4n + 6) + 9 este patrat perfect, oricare ar fi numarul natural n.

12. Determinati, in fiecare dintre cazuri, numerele reale x si y stiind ca:
a. x>+ 18x+81+y*-14y+49=0; b. x*+y*+6x-12y+45=0;

c. 2x-11)2+4x*-121=0; d. x-3)2+2(x-3)=0.
&13. Determinati valoarea minima a expresiei x> + 6x + 11, x € R.

14. a. Scrieti ca patrate ale unor sume numerele 3+242 si 6+442 .

b. Demonstrati ca numarul a= \/3 +242 —\/6 +442 este intreg.

15. Descompuneti in factori, grupand convenabil termenii:
a. 3x+3y—5bx—-5by; b. 7xX*+14x+3(x+2); c. 5x*+5xy—3xy*—3y°% d. 2x3+4xy+ 2y —3x - 3y.

16. Descompuneti in factori:

a. X2+ 9x+14; b, X*+7x+10; c. X>-9x+18; d. x?-2x-8; e. x>+ 2x -35;

f. x2-4x-21; g 3x’-14x-5; h. 4x?>-13x + 10; i 2x2-11x+12; j. BX2—12x+7.
17. Descompuneti in factori:

a. a®>+2a+1-b% b. a>-b%>+4b - 4; c. a’+b*>-2ab-4c*+12c-9; d. a*+a*>+1.

18. Demonstrati ca succesorul produsului a patru numere naturale consecutive este un patrat perfect.

Autoevaluare
1. Descompuneti Tn factori:

a. 4x? —z—i; b. 16x+40xy + 25y%; c. 36x*—12x+1. 3p)
2. Dacd (x + 3)? - (x + 2)> = ax + 5, atunci valoarea numarului a este egala cu:

a. 5; b. 4; c. 3; d. 2. (3p)
3. Descompuneti in factori expresia E(x) = x> + x* — x — 1, apoi demonstrati ca E(a) <0, oricare (Gp)

ar fi numarul real negativ a.

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.
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Lectia 4: Fractii algebrice. Operatii cu fractii algebrice

Cuvinte-cheie

fractie algebrica numitor numarator numitor comun variabila valoarea unei fractii algebrice

Rezolvarea problemelor practice necesita deseori calcule cu expre-
sii algebrice. De exemplu, daca un autovehicul care se deplaseaza pe o
anumita distanta d cu viteza constanta x si se intoarce pe acelasi traseu
cu viteza constanta y, distanta totala a deplasarii este 2d, iar timpul total

petrecut pe drum este t =E+E=M.
Xy Xy
Viteza medie a deplasarii, egala cu raportul dintre distanta totala si
timpul total, este: v, =E=2d:d(x+y)=2d~ Y _ 2xy.
Xy dix+y) x+y

Am obtinut un raport intre doua expresii algebrice, raport pe care il vom numi fractie algebricd. Atribuind valori
concrete variabilelor, raportul devine un numar real. Astfel, in exemplul dat, pentru x =60 km/h si y =40 km/h,
obtinem viteza medie de v,, =48 km/h.

4.1. Fractii algebrice

De retinut

Un raport ai carui termeni sunt expresii algebrice se numeste fractie algebricd.
De exemplu, urmatoarele rapoarte sunt fractii algebrice:

2x+1 x+1 (x+1) 1 X+2y 3x%y y+2z
3x-6" xX*+x+1" x*+4x+13°  x+3  x-4y’  X*+y’+1  4xXtP+1
Observatie

@Considerém fractia algebrica F(x)=%. Scriind 5 n loc de x (inlocuind x cu 5) in fractia data, obtinem
X_

raportul

, care este numar real. Acest raport se noteaza F(5) si se numeste valoarea fractiei F(x) pentru

x=5. Efectudnd calculul, obtinem F(5) =3. Similar, putem vorbi de valoarea fractiei F(x) in x=3, care este

2:3-1
F(3)=
(3)==3

=5, sau de valoarea fractiei algebrice pentru x =-1.

Se observa ca pentru x = 2 numitorul fractiei F se anuleaza, deci F(2) nu are sens.

De retinut

in general, o fractie algebrica este definitd (are sens) pentru acele valori ale variabilelor care nu anuleazi numi-
torul. Astfel, daca P(x) si Q(x) sunt expresii algebrice de variabila x, fractia

P(x)
F(x)=—22
& 0(x)

este definita pentru valorile reale a pentru care Q(a) = 0.
Fiind dat un numar real a pentru care fractia algebrica F(x) este definita, numarul real F(a), obtinut prin Tnlocui-
rea variabilei x cu a in fractia F, se numeste valoarea fractiei algebrice F(x) in punctul a.

Exemple

1. Fractia algebrica F(x)= 2x

este definita pentru toate valorile reale x cu proprietatea x — 1 # 0, adica este

definita pentru orice numar real x, x # 1. Se observa ca daca x = 1, atunci numitorul fractiei algebrice F este 0,
ceea ce justifica faptul ca fractia nu este definita in 1.
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. - . X+2 o . .
2. Numitorul fractiei algebrice F(x)=— 1 se anuleaza pentru numerele reale x cu proprietatea x?=1, adici
X —
pentru x e {1, 1}. Fractia F(x) este definita (are sens, existd) pentrux e R\ {-1, 1}.
2
3. Fractia algebrica F(x)= XZ 1 este definita pentru orice x real, deoarece x*+2>2, deci x>+ 2 =0, pentru
X

orice x real.

4.2. Amplificarea si simplificarea fractiilor algebrice

In clasele anterioare am Tnvatat s& amplificim sau sa simplificdm o fractie ordinara pentru a obtine fractii echi-
valente cu fractia data. Aceste operatii se pot extinde si la fractiile algebrice.

De retinut
. . . Ax) . C(x) . . . .
Doua fractii algebrice ——= si —— sunt egale daca si numai daca A(x) - D(x) = B(x) - C(x), pentru orice x € R,

B(x) * D(x)
cu B(x) =0 si D(x) = 0.
A amplifica o fractie algebricd inseamna a Tnmulti numitorul si numaratorul fractiei cu aceeasi expresie alge-
brica nenula. Rezultatul amplificarii este o fractie egala cu cea initiala:
“IVE(x) _ FO)-E(X)
G(x) G(x)-E(x)’
A simplifica o fractie algebricd inseamna a Tmparti atat numitorul, cat si numaratorul fractiei la un factor comun
al acestor doud expresii algebrice. Pentru simplificarea unei fractii algebrice mai Intai descompunem in factori
numitorul si numaratorul. Rezultatul simplificarii este o fractie egala cu cea initiala:
FO0-E00) % F(x)
G)-E(0) G’

E(x) #0, G(x) = 0.

unde E(x) # 0, G(x) = 0.

Exemple D

1. Ca sa amplificam cu x2, x = 0, fractia X+2

3 e R\ {3}, inmultim numitorul si numa&ratorul cu x* si obtinem

X_
Dx+2  x2(x+2) x> +2x°

x-3 x*-(x-3) x*-3x*

5,4
2. Pentru a simplifica fractia W’ X, y € R*, observam ca un factor comun al numitorului si numaratorului
(3x%y*
12x°y* 12x°y* :(3x%y*) 4x3
este 3x%y*; obtinem = = .
y'; obt 3x%y’ 3%y 3x%yY) P
x> +4x+4

3. Pentru a simplifica fractia -z ,x € R\ {2}, procedam astfel:

-4
« descompunem in factori numaratorul fractiei: x* + 4x + 4 = (x + 2)%

« descompunem in factori numitorul fractiei: x* = 4 = (x + 2)(x — 2);

= observam ca factorul comun este x + 2, deci vom simplifica fractia cu x + 2, astfel:

X +dx+4  (x+2P2 "7 x42
x*-4  (x+2)(x-2) x-2’

Observatii

1. Orice fractie algebrica poate fi amplificata cu orice expresie algebrica nenula.
2. Exista fractii algebrice care nu pot fi simplificate cu expresii algebrice neconstante.

. . .. - . X+5
De exemplu, numitorul si numaratorul fractiei algebrice 4
X+

nu se mai pot descompune in factori, deci fractia
nu se poate simplifica.
X +3x+2

X2 +7x+12
cu o expresie algebrica neconstanta, deoarece descompunerile numaratorului si numitorului nu contin niciun

x> +3x+2  (x+1)(x+2)
X +7x+12  (x+3)(x+4)

Numitorul si numaratorul fractiei se pot descompune in factori, dar fractia nu poate fi simplificata

factor comun:



4.3. Adunarea si scaderea fractiilor algebrice

De retinut

Pentru a efectua adunarea sau scaderea a doua fractii algebrice, procedam astfel:
 daca fractiile au acelasi numitor, rezultatul adunarii/scaderii este o fractie algebrica al carei numarator este egal
cu suma/diferenta numaratorilor celor doua fractii si al carei numitor este numitorul comun al celor doua fractii:
E(x) N F(x) E(X)£F(x)
G(x)" G(x)  G(x)
« daca fractiile au numitori diferiti, parcurgem urmatoarele etape:
a. descompunem Tn factori numitorii fractiilor algebrice;
b. determinam numitorul comun al fractiilor; acesta este produsul factorilor comuni si necomuni, luati o singura
data, la puterea cea mai mare la care apar in numitorii fractiilor;
c. aducem fractiile la un numitor comun, prin amplificare;
d. adunam/scadem fractiile cu acelasi numitor.
2

Exemple @
X

1. Pentru a aduna fractiile
X+2

, G(Xx) = 0;

. 2X S s s A .

Si , vom aduna numaratorii, pastrand numitorul comun:
X+2

x* L 2x X2 +2x x(x+2)

X, X#=2.

X+2 X+2 x+2 X+2

2. Pentru a efectua adunarea fractiilor — procedam astfel:

X 3x+2 " X1
« descompunem in factori numitorii fractiilor: x> = 3x+2=x>-x-2x+2=x(x-1) - 2(x - 1) = (x - 1)(x - 2),
respectivx?—1=(x—1)(x + 1);
« determinam numitorul comun al fractiilor: (x = 1)(x — 2)(x + 1);
- aducem fractiile la acelasi numitor si le adunam:
M1 P x+lex-2 2x-1
x2-3x+2 x*-1 (x-1D(x-2)(x+1) (x-1)(x-2)(x+1)

xeR\{-1,1,2}.

3. Pentru a efectua scaderea fractiilor > procedam astfel:

Si
X>+4x% +4x 7 x* -4x

« descompunem fin factori numitorii fractiilor: x* + 4x*+ 4x=x(x* + 4x + 4) = x(x + 2)?, respectiv x*—4x*=
=x*(x*-4)=x*(x - 2)(x + 2);
« determinam numitorul comun al fractiilor: x*(x — 2)(x + 2)?;
- aducem fractiile la acelasi numitor si le scadem, pentru x e R\{-2, 0, 2}:
1 2 0 ) ) X2 2x—(2x+4)  x*—4x—4
X +ax2+4x  x*—-4x*  x(x+2)  xX*(x=-2)(x+2) x*(x-2)(x+2)*> x*(x=2)(x+2)0"

Observatii

1. Orice expresie algebrica poate fi scrisa ca o fractie algebrica cu numitorul un numar real, nenul, prin amplificare.

Ix+4 2x+8,

x) 2
, b, E(x)=x+4= x+4=x +4x
1 2

Deexemplu: a. E(x)=x+4= ,x#0.

2. Este indicat ca, dupa efectuarea adunarilor sau scaderilor, sa simplificam fractia obtinuta:
X+4 X+2 _2x+6 _ 2(x+3)

= = 2, x#-3.
xX+3 x+3 x+3 X+3

4.4. inmultirea, impértirea si ridicarea la putere a fractiilor algebrice

De retinut

Produsul a doua fractii algebrice este o fractie algebrica in care numaratorul este egal cu produsul numaratorilor
celor doua fractii date, iar numitorul este egal cu produsul numitorilor celor doua fractii date.
E(x) G(x) _E(x)-G(x)

FO) HOO — FOO-AGx) ) # 0, HG) #0.

54



4

Se recomanda simplificarea rezultatului (se pot realiza si simplificari intermediare, descompunand n factori
expresiile E, F, G sau H).

Exemple
-3x x-2 _-3x(x-2)* -3(x-2) -3x+6
“x+1 2x 2x(x+1) 2(x+1) 2x+2°

x#-1,x=0.

x3y xy2 x3y~xy2 x4y3 (x'y?
: = = 7 7, x=0,y=0.

z 2x7y° 3xy 2x7y° 3xy 6x°y®°  6x’y

5 X'=16 x-5_ (x+4)(x-4)(x-5)"*" (x+4)(x-5)"7 x+4

. = = = , X# 15, x# 4.
x2-25 x—4 (x+5)(x-5)(x—4) (x+5)(x-5) X+5
De retinut
@ Inversa fractiei G6d , G(X) =0, H(x) = 0, este fractia algebrica —=~ aiky
H(x)' G(x)
A Tmparti fractia % la fractia % inseamna a Tnmulti prima fractie cu inversa celei de-a doua fractii:
F(x X

E(x) G(x) E(x) ‘ H(x)
F(x) "H(x) F(x) G(x)’

unde F(x) =0, G(x) = 0, H(x) = 0.

Exemple
Xll X5 X11 X5
1. Pentru aimparti fractia —- la fractia —-, x # 0, y # 0, inmultim fractia — cu inversa fractiei —, adica inmultim
y’? y! y’?

11 %
Tscu7$i obtinem: .,
y pet! _X5 pEt! y9 X11y9 Oy X6

9 5 5 15 6"

yR Y oyt X Xyt oy

e X +AX 44 _ x+2 . . X2 +4x+4 .
2. Pentru a imparti fractia W la fractia P X #=2, y#£3, iInmultim fractia Vg cu inversa fractiei

X+2 adlcammultlmﬂ Y-
y-3 y?-9
X +4x+4 x+2 x> +4x+4 y-3 (X’ +4x+4)(y-3)
V-9 ‘y-3  y*-9 x+2 V2 -9(x+2)
Inainte de a efectua inmultirile, observam ca numar&torii si numitorii se pot descompune si ca se mai pot
efectua simplificari:

3 si obtinem:
2

(x* +4x+4)(y-3) _ (x+2)2(y—3)(”2)(y‘3): X+2
(y* -9)(x+2) (y-3)(y+3)(x+2) y+3’

De retinut

Pentru a ridica o fractie algebricd la o putere, se ridica la acea putere atat numaratorul, cat si numitorul fractiei:

(E(X)J (EC))'

,n e N* F(x) #0.

F(x) (F(x))
Daca E(x) # 0 si F(x) = 0, atunci (E(X)j =1si (E(x)]_" =[F(X))n = (F(X)) ,nheN.
F(x) " LF(x) ECD) (E()

Exemple

- ox-1 - . . . -
1. Pentru a ridica la puterea a doua fractia , vom ridica la puterea a doua numaratorul si numitorul fractiei:

X#—-4.

x-1 2_(x—1)2 o x*-2x+1
X+4 (x+4)? x*>+8x+16’

q e




2

2. Pentru a ridica la puterea -3 fractia vom ridica la puterea a treia inversa acestei fractii:

223’

Xy
B 3
3ab? ) _ 2x°y3 ’ 2(2x2y3) _ 8x°y’
2x%y? 3ab? (3ab” )3 27a°b®’

a, b, x,y e R*,

citii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Se considera expresia E(x) =( 2 1 L ) L )

X2-1 x+1 1-x) 2
a. Determinati valorile reale ale lui x pentru care expresia este definita.

b. Aritati ci £(x) = X+1’X cR\{-1,1}.
X_

Rezolvare

a. Expresia E(x) este corect definitd pentru valorile reale ale lui x Tn care numitorii nu se anuleaza.
Ecuatiile x*~1=0, x+1=0 si 1-x=0 au solutiile x € {-1, 1}, x=-1, respectiv x=1, deci fractia E(x)

este definita pentru x e R\ {-1, 1}.

b. Numitorul primei fractii din paranteza se scrie x> — 1 = (x — 1)(x + 1). Scriind numitorul celei de-a treia fractii

sub forma —x + 1 si, amplificAnd corespunzator, obtinem:
2 M1 D1 24 x-1+x+1  2x+2 2(x+1) 2

(x—l)(x+1)+ x+1+ x-1 (x-1)(x+1) _(x—l)(x+1)=(x—1)(x+1)=x—1'
2 -X+1=2(X+1)(2=X+1,XGR\{—l,l}.
x-1 2 2(x-1) x-1

1 1 x+1j x?-9

- + : ,xeR\{-3,-2, 2, 3;}.
X+2 x-2 x*-4) x*+x-6 \ |

Efectuand inmultirea finala, obtinem E(x) =

. Se considera expresia F(x) =(

a. Aratati ca F(x) =L, xeR\{-3,-2,2,3}.
X+2

b. Calculati media geometrica a numerelor a = F(7) sib= F(%j

Rezolvare
a. Mai intai, aducem la acelasi numitor si efectuam calculele dintre parantezele rotunde:
=) q _“2)1 N x+1 X=2—(x+2)+x+1 x-3
X+2  x-2 (x=2)(x+2) (x=2)(x+2) (x=2)(x+2)

x—-3 o xX*-9 x-3 (x+3)(x-2) 1
(x=2)(x+2) X2 +x-6 (x-2)(x+2) (x=3)(x+3) x+2
Am folosit x* =9 =(x—3)(x +3) six* +x -6 =x* = 2x+3x -6 =x(x— 2) + 3(x — 2) = (x = 2)(x + 3).

b. Avem a=F(7)=L=l sib=F 1 =L=i Obtinem m =,/l-£=,/i=3.
7+2 9 4 9 £ V99 \81 9

Obtinem: F(x)=

1+2
4
Probleme propuse
2
1. Daca E(x) = Xz +1, calculati:
X +2
a. EQ); b, EG) ; . E(v2); d. EC1; e E0,3);  f E(.
2. Determinati valorile lui x pentru care fractiile algebrice urmatoare sunt definite:
4 X+2 X 1 5 -1
.= b. ; c. ——; d — e. ————; f. ———.
3x x-1 2x+3 3x? x(x+2) x> +3
. . . 11 7 X X+3
3. Se considera fractiile algebrice F(x) = ,G(X)=—— HX)=————, LX) =———.
' & x? =25 x—x* x? —6x+9 x? +5x+6

a. Folosind eventual formulele de calcul prescurtat, descompuneti in factori numitorii fractiilor algebrice.



10.

11.

12.

13.

b. Determinati x € R astfel incat cel putin unul dintre numitorii fractiilor algebrice F, G, H, L sa fie egal cu 0.

c. Determinati multimile de definitie ale fiecareia dintre fractiile algebrice F, G, H, L.

. Amplificati cu 3 si apoi cu x fractiile algebrice urmatoare, pe multimile pe care sunt definite:
2 —
a. 2&) b. X +3, c. LX-F:I;’ d. 11Xy, e. X_+2’ f. L
3a y—6 2x-16x 6ab 3-x 15-12x
. Simplificati fractiile algebrice urmatoare, pe multimile pe care sunt definite:
18x%y? L 5x_ LA 2x-1. _ -3x+6 . (x+1)(v2x-1)
9x%y " 25x2 " 12x(x+5)’ " 6x-3’ ox-2’ ’ 2x -2
. " . -X x+4 . X-2
. Se considera fractiile algebrice A(x) = ,B(X)=——————5siC(X)=——.
' & x*-16 x> +8x+16 x> +2x-8

a. Descompuneti in factori numitorii si determinati valorile lui x pentru care toate cele trei fractii au sens.
b. Demonstrati ca fractiile B(x) si C(x) sunt egale, pentru x € R\{-4, 2}.

c. Determinati valorile numarului real x pentru care A(x) = B(x).

. Simplificati fractiile algebrice urmatoare, pe multimile pe care sunt definite:
A x*—x . x> -16 . 4x* -9 x> +6x+9. . x> —6x+9 ; x-+/3
" x2-1’ Cox-4’ © 22x+33’ ©o2(x+3) " (x=-3)(x+2) Cx2-3
. Efectuati adunarile si scaderile, pe multimile pe care fractiile urmatoare sunt definite:
x 5 3x+2 4x dx+6 2x-3 x* 2x Adx+5 Tx-2 2x-4
a. —+—; b. -— C. + ;o do ———+1; e. + - .
2 2 7 7 3 6 9 3 3 2 5
. Efectuati adunarile si scaderile, pe multimile pe care fractiile urmatoare sunt definite:
X 2 1 1 1 a+3 a-3 1 1
a. + ; b. - + ; c. - d. — -——
X-2 2-X x+1 2x+2 5x+5 a-3 a+3 yo+y y -y
2b 1 1 1 1 1 1 2 1
e — - + ; f. — +— -— - -| - .
b°-4 b-2 b+2 X“+4x+3 x°-2x-3 x°-9 z°-3z+2 \z°-1 z°-z-2

Efectuati Tnmultirile, pe multimile pe care fractiile urmatoare sunt definite, simplificAnd fractiile rezultate,
acolo unde este cazul:
3x* 5x 3x+2 4x ab® 6bc?
a ——; b. —— —; c. —- ;
-7 2 7 7 2c &
ab’c  10dx® o X ¥+l ; (-a’b 1
" 12d%x  ac® " 2y+2 3x% T 7x abx®’
Efectuati Tnmultirile, pe multimile pe care fractiile urmatoare sunt definite, simplificand fractiile rezultate,
acolo unde este cazul:
—_— —_— 2 —_— —_—
al 2x 4 x 3; b, 8 (952 — 4): . X" -16 x 5;
3x-9 x-2 3x+2 x*-25 x-4
-Xx+1  2x°+x. . x*-9 x*-25
T Ax?+4x+1 2x-2° " x*-6x+5 x-3°
Efectuati impartirile, pe multimile pe care fractiile urmatoare sunt definite, simplificand fractiile rezultate,
acolo unde este cazul:
5 25 x+1 2(x+1). (x+1)?* x+1. X2 Xy X, X*+x X
R b. : ; c. === d. S—2:5; e. :
x? 9x 2x 3x (x+2) x+2 Viixy y x2=2 " x-\2

Efectuati calculele, pe multimile pe care fractiile urmatoare sunt definite, tinand cont de ordinea efectuarii
operatiilor si simplificand rezultatele, acolo unde este cazul:

, 2ab®> a’b a* ab b? a® (ab b?
a. a ——_— b. —_—— c. —| ——|;
cx X b x x b X X
g [x=1 x+2). x* -1 o 2X-Y. x> Ax*-y?
“\3x-6 x* ) x*-2x’ To3x 2x+y o9xt
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14. Efectuati ridicarile la putere, pe multimile pe care fractiile urmatoare sunt definite:
3 _ =
2xyz ) 2ab% ) —2x3y%z 5x3y? ’ 2xyz )" 5x3y? ?
a. = | b. | ——|; c. | —————1; d. — | e — | f — | -
5t 3x°y J3ab* -2a°b 5t -2a°b
15. Efectuati calculele, pe multimile pe care fractiile urmatoare sunt definite, tindnd cont de ordinea efectuarii
operatiilor si simplificand rezultatele, daca este cazul:

1) & 1\ 2 c+l c+2) 2 x+3 [ x 1
a. la——|- ; b.|la——]| : X c. - : ; d. : - .
a)a+l a a+1 c c+1) c+1 X+2 \x+6 x+2
16. Aratati ca:
. [x2+4x+3 2 7 ] 1

- - : =x>-4,xeR\{-3,-1,1};
x> +2x-3 x+1 x*-1) x*-1 \ }

2
b. 2 +-X :2x+4 =X+1,XGR\{—2,—1,2}; c. 1 + 1 : 1 1 =x,x e R\ {-1,1}.
X—-2 X+2) X*—-Xx-2 x+2 x-1 x+1 x-1 x+1

—1], unde x este numar real, x# -5 si x#5.

2
17. Se considera expresia E(x):( 7 oX 2 j[x +25

+ - :
x-5 25-x* x+5)(x*-25
Aratati cd E(x) este numar rational, pentru orice numar real x € R\ {-5, 5}.

-1 -1
18. Se considera expresia E(X)={1+2-(X_1j + 3.(X2+ D :(1—X):|-(1—i1) , unde x este numar real, x = 0,
X X X—

x#1six=2. Aratati ca E(x)=X2—+1, pentru orice numar real x e R\ {0, 1, 2}.
X

19. Se considerd expresia E(x):X+1 x+11 '(2X+1 x-1

- ~: = -— , unde x este numar real, x#-3, x=0,
x+3 (x+3) {(x*-9 x*+6x+9

X+9 , pentru orice numar real x € R\ {-11, -3, 0, 3}.
x(x+3)
20. a. Demonstrati ca 21 I
a-1 2\a-1 a+l
1 1 1
+ +
x*-1 (x+2P%-1 (x+4)P-1

x#-=11six= 3. Aratati ca E(x) =

J, pentru orice a € R\{-1, 1}.

b. Fie expresia E(x)=( ]: 1 g cuxe R\{-5,-3,-1,1, 3, 5}.
X+

Determinati valorile lui x pentru care E(x)=%.

21. Un parc are forma unui trapez ABCD, cu baza mare AB, ca in Figura 1. Aleile AC si BD
se intersecteaza in O, iar aleea EF trece prin O si este paralela cu bazele. D c
AB-CD
AB+CD’ E 5 F
b. Administratia parcului vrea sa paveze o alee dreptunghiulara cu latimea de 2 metri,
de-alungul bazei AB. Stiind ca CD = 6 m si AB — EF =4 m, determinati ariasuprafetei 3 B
care va fi pavata. Figura 1

a. Demonstrati ca OE =OF =

Autoevaluare

1. Efectuati, pe multimea pe care fractiile urmatoare sunt definite:

3 -3 0
2 3 2 3 2 3 2 2 3
. +—; b. -—; . —  d. ; . ;o Rl —. 3
3 Tox 3x* 2x “ 3% 2x (3x2] ¢ [3xzj (ZXJ (3p)

J: 1 5 =(x+2)(x +3), pentru orice x e R\{-3, 3, 7}. (3p)

2x% -7x-17 _x+1
x2-10x+21 x-7

2

2. Aratati ca [

x> -5x+6 _x+a
x*—4x+4 Xx+b

3. Daca , pentru orice x € R, x# 2, x# —b, demonstraticaa + b € Z. (3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.



Lectia 5: Ecuatia de formaax*+bx +c=0,a,b,ccR,a=0

Cuvinte-cheie

coeficienti discriminant solutii

5.1. Ecuatii de formaax* + bx+c=0,a,b,ce R, a=0

Mate practica

Andreea asaza o fotografie de 20 cm x 16 cm ntr-o rama foto a carei supra-
fata utila are aria egala cu 572 cm?, lasand un spatiu egal de la fotografie la
marginea ramei, pe fiecare parte (Figura 1). Care sunt dimensiunile unei foto-
grafii care acopera in intregime suprafata utila a acestei rame foto?

Notand cu x distanta de la fotografie la cadru, dimensiunile interiorului
ramei sunt 20 + 2x cm, respectiv 16 + 2x cm. Obtinem ecuatia:

(20 +2x)(16 +2x) =572.

Dupa desfacerea parantezelor si reducerea termenilor asemenea n
membrul stang, ecuatia devine 4x* + 72x + 320 = 572. Figura 1

Impartind ambii membri la 4, rezultd x* + 18x + 80 = 143, adica x* + 18x = 63.

Pentru a rezolva ecuatia, completam membrul stang pana la patratul unei sume:

X +18x=x>+2-Xx-9=x>+2-x-94+92-92=(x+9)>-81.

Obtinem (x +9)? - 81 = 63, de unde (x + 9)*=144. Rezultd x+ 9 =12 sau x + 9 =-12, adicd x = 3 sau x =-21.
Cum x este numar pozitiv (exprima o distanta), retinem doar solutia x = 3.

in concluzie, dimensiunile interioare ale ramei foto sunt 26 cm (lungime) si 22 cm (latime), acestea fiind si
dimensiunile unei fotografii care Tncape in intregime Tn rama.

Ce observam?
In anumite situatii practice, este necesar sa determinam un numar real x, cunoscand valoarea unei expresii
algebrice de forma ax? + bx + ¢, unde q, b, ¢ sunt numere reale, cu a = 0.

De retinut @

Ecuatiile de forma: 5
ax*+bx+c=0,undea,b,ceR,a=0,
se numesc ecuatii de gradul al doilea cu coeficienti reali.
Numerele reale a, b, ¢ se numesc coeficientii ecuatiei, iar x este necunoscuta ecuatiei.
Un numar real x, pentru care ax; + bx, + ¢ = 0 se numeste solutie a ecuatiei.

Exemple

1. Coeficientii ecuatiei 3x* + 4x+1=0sunta=3,b=4,c=1.
Numarul real -1 este o solutie a acestei ecuatii, deoarece 3 - (-1)?+4 - (-1) + 1 =0.

2. Coeficientii ecuatiei x> - 3x—10=0sunta=1, b=-3, c=-10.
O solutie a acestei ecuatii este -2, intrucét (-2)?-= 3 - (-2) —=10=0.Cum 5°- 3 - 5 - 10 =0, deducem cd 5 este
o alta solutie. Putem nota: x, = -2 si x, = 5 sunt solutii ale ecuatiei.

3. Ecuatia 3x* + 5x = 0 are coeficientii a=3, b=5, ¢ =0, deoarece ecuatia se scrie si sub forma 3x*>+5x+0=0.
Se observa ca 0 este o solutie a acestei ecuatii.

4. Ecuatia 2x* + 9 = 0 se poate rescrie 2x* + 0 - x + 9 = 0, deci are coeficientia=2,b=0,c=9.
Aceasta ecuatie nu are solutii reale, deoarece 2x* + 9 > 0, pentru orice numar real x.

Observatie
Ecuatiile de gradul al doilea care au una dintre formele:
(1) ax* + bx=0; (2)ax*+c=0

se numesc ecuatii de gradul al doilea incomplete.




5.2. Metode de rezolvare a ecuatiei de gradul al doilea

Avand Tn vedere ca produsul a doud numere reale este egal cu 0 daca si numai daca cel putin unul dintre factori
este 0, pentru a rezolva o ecuatie de gradul al doilea de forma:

(B):ax*+bx+c=0,undea,b,ceR,a=0,
este suficient s& descompunem expresia ax? + bx + ¢ ca produs de factori de forma mx + n.

De exemplu, ecuatia x> = p, p > 0, studiatd in clasa a VII-a, are solutiile x, =—/p si x, = \/E ntrucéat au loc echi-
valentele:

X=pox-p=0cx’ —(\/E)2 =0 (x+\/5)(x—\/5)=0.
In cele ce urmeaza, vom prezenta rezolvarea ecuatiilor de gradul al doilea incomplete (pentru care b=0 sau

¢ =0), metoda descompunerii in factori si metoda completarii patratului unei sume, din care vom deduce formula
generala de rezolvare a ecuatiei de gradul al doilea.

5.2.1. Rezolvarea ecuatiilor de gradul al doilea incomplete

Ecuatiile de forma ax® + bx + ¢ =0, unde a # 0, iar b = 0 sau ¢ = 0, se pot rezolva utilizdnd strategii invatate ante-

rior: descompunerea n factori si rezolvarea ecuatiei de forma x*=r, r e R.

. : . < . b
1. Ecuatia ax* + bx =0, cu b =0, se rescrie x(ax + b) = 0 si are doua solutii: x, =0, x, =——.
a

. . < c
2. Ecuatiaax*+ ¢ =0, cu ¢ # 0, este echivalentad cu x> =——.
a

. C . " . C . . < .
Daca —— <0, ecuatia nu are solutii. Daca —— >0, atunci ecuatia are doua solutii: x,, =+, |-
a a ;

3. Ecuatia ax? = 0 este echivalentd cu x? = 0 si este verificata doar de numarul real 0.

Exemple

1. Ecuatia x* — 4x = 0 se scrie x(x — 4) = 0, de unde rezultd x =0 sau x - 4 = 0.

Ecuatia are doua solutii reale: x, =0, x, = 4.
2. Ecuatia 3x? - 75 = 0 se scrie 3x* = 75 sau x* = 25 si are doua solutii reale: x, = -5 si x, = 5.
3. Ecuatia 3x* + 75 = 0 este echivalentd cu 3x* = =75 sau cu x* = -25.

Aceasta ecuatie nu are solutii reale.

5.2.2. Metoda descompunerii in factori
Aceastd metoda consta in scrierea expresiei ax? + bx + ¢ ca produs de doi factori de forma mx + n:
ax? + bx + ¢ = (myx + ny))(m,x + n,),

unde m,, n,, m,, n, sunt numere reale, cu m,m, = 0. Daca o astfel de descompunere se poate realiza, ecuatia

< . n n
ax® + bx + ¢ = 0 are doua solutii reale: x, =——, x, =——=2.
n 1 m2
In cazul a =1, desintalnit in practica, putem considera m, = m, =1, pentru care obtinem:
(*) X*+bx +c=(x+n)x+n,).

Deoarece:
(X +n)(x+n,) =x*+(n, + n)x +n,n,,

pentru a gasi o descompunere de forma (*) este suficient sa determinam doud numere reale n, si n, astfel incat
n,+n,=bsinn,=c.

Exemple
1. Consideram ecuatia x* + 4x + 3 = 0. Doud numere cu suma 4 si produsul 3 sunt 1 si 3. Au loc echivalentele:

X+4x+3=0=xX+x+3x+3=0=x(x+1)+3x+1)=0<=(x+3)(x+1) =0,

de unde rezulta ca ecuatia are doua solutii reale: x, =-3, x, =-1.
2. Pentru a rezolva ecuatia x* — 7x — 30 = 0 prin metoda descompunerii in factori, ciutam doud numere reale cu
suma =7 si produsul —=30. intrucat-30=3 - (-10) si—=7 =3+ (-10), obtinem:

x*=7x-30=0<x>-10x+3x-30=0 < x(x—10) + 3(x - 10) =0 < (x + 3)(x - 10) = 0,
deci ecuatia x* — 7x — 30 = 0 are doua solutii reale: x, = -3, x, = 10.



5.2.3. Metoda completarii patratului unei sume/diferente
Folosind formulele de calcul al patratului unei sume sau al unei diferente, au loc egalitatile:
(mx +n)?>=m22+2mnx + n?; (mx = n)?> =m2x® - 2mnx + n>.
Metoda completarii patratului unei sume/diferente presupune prelucrarea ecuatiei ax® + bx + ¢ = 0 astfel incat

termenii ax? si bx sa se poata scrie sub forma m?x?, respectiv 2mnx, urmata de completarea formulei corespunza-
toare cu termenul n?, adunand sau scazand un numar convenabil.

Exemple @

1. Consideram ecuatia 4x? — 20x + 9 = 0. Intrucat 4x? = (2x)? si 20x =2 - 2x - 5, obtinem:
Ax°-20x+9=0<= (2xX)2-2-2x-5+25-16=0<= (2x-5)?-16 =0 <= (2x - 5)?= 16,
de unde rezultd 2x — 5 =-4 sau 2x — 5 = 4. Ecuatia are doua solutii reale: x, :%, X, =%.
2. Fie ecuatia x> — 6x + 2 = 0. Termenul x* face parte dintr-o dezvoltare de forma (x — n)? si, intrucat 6x=2 - x - 3,
pentru a obtine patratul unei diferente, vom completa cu termenul 32 = 9. Ecuatia se scrie echivalent astfel:

xX*-6x+2=0(x*-2-3 -x+32)—7=0c>(x—3)2—7=0<:>(x—3)2=7©x1_2=34_rx/7.
3. Fie ecuatia x* + 12x + 32 = 0. Termenul x? face parte dintr-o dezvoltare de forma (x + n)? si, intrucat 12x=2 - x - 6,
pentru a obtine patratul unei sume, vom completa cu termenul 6° = 36. Ecuatia se scrie echivalent astfel:
X*+12x+32=0(X*+2-6-x+36)-4=0= (x+6)’-4=0< (x+6)*=4.
Rezulta ca x + 6 =-2 sau x + 6 = 2, deci ecuatia are doua solutii reale: x, =-8 si x, =—4.

4. Fie ecuatia—2x2 + 12x — 18 = 0. Impartind ambii membri ai ecuatiei prin -2, ecuatia devine x> — 6x + 9 = 0, adic&
(x —3)*=0. Rezultd ca x — 3 =0, deci ecuatia are doar solutia x = 3. Deoarece egalitatea (x — 3)>=0 se poate
scrie si (x — 3)(x — 3) =0, iar produsul a doi factori este 0 daca unul dintre factori este 0, prin conventie se spune
ca ecuatia are doua solutii reale egale: x, = x, = 3.

5.3. Formula generala de rezolvare a ecuatiei de gradul al doilea

Metoda descompunerii in factori pune in evidenta o strategie generala de rezolvare a ecuatiei de gradul al doi-

lea. Consideram ecuatia:
(E):ax*+bx+c=0,undea,b,ceR,a=0.

AL .. o S N b ¢
Impartim ambii membri ai ecuatiei prin a si obtinem: x> +=x+—=0.
a a

2 2 2 2
Formam patratul unei sume: x* +2~x'£+ by (L +£-0,de unde x+£ =b—£:ac.
2a \2a 2a a 2a 4a
a. Daca b® - 4ac < 0, ecuatia nu are solutii, deoarece n ultima egalitate, membrul stdng este mai mare sau egal
@ cu 0, iar membrul drept este negativ.

2
b. Daca b? - 4ac = 0, ecuatia devine (x+2£] =0 si are doua solutii reale egale: x, = x, = —2£.
a a
2 2 > 2
< . Jb* -4 L. N
c. Dacd b? - 4ac > 0, obtinem x+£ _| ¥b" —dac , de unde rezulta ca x+£= iw.
2a 2a 2a 2a
—_— _1' 2 —_— —_— 1’ 2 —_—
Ecuatia are doua solutii reale distincte: x, :u Si X, =M.
2a 2a
De retinut
Formula generala de rezolvare a ecuatiei de gradul al doilea
Fie ecuatia de gradul al doilea ax*+ bx+c =0, unde a, b, c € R, a # 0.
Numarul b? — 4ac se numeste discriminantul ecuatiei si se noteaza cu A (delta).
a. Dacd A < 0, atunci ecuatia ax? + bx + ¢ = 0 nu are nicio solutie reala.
b. Dacd A = 0, atunci ecuatia ax® + bx + ¢ = 0 are doud solutii reale egale: x, =x, = —2£.
a
—b+/A

c. Dacad A > 0, atunci ecuatia ax® + bx + ¢ = 0 are doua solutii reale distincte: x,, =
: a




Cultura matematica

Formula rezolvarii ecuatiei de gradul al II-lea, in forma prezentata mai sus, a fost data in anul 1544 de Michael
Stifel (matematician german) siisi are originile in lucrarile lui Brahmagupta si Sridhara (matematicieni indieni).

Rezolvarea ecuatiei de gradul al II-lea utilizAnd formula generalad este o metoda algoritmica, adica o metoda ce
utilizeaza, pentru rezolvarea unei probleme sau categorii de probleme, o succesiune finita de etape (pasi), numita
algoritm. Algoritmul este notiunea fundamentala a informaticii si un concept fundamental al matematicii moderne.

Exemple D

Vom prezenta etapele de rezolvare a unei ecuatii de gradul al doilea utilizadnd formula generala:

1. Consideram ecuatia x* + 8x + 12 = 0.
Pasul 1. Identificam coeficientii ecuatiei:a=1,b=8,c=12.
Pasul 2. Calculdm discriminantul ecuatiei: A=b*-4ac=8?-4-1-12 =64 —-48=16.
Pasul 3. Precizam natura solutiilor: deoarece A > 0, ecuatia are doua solutii reale diferite.
—-b-JA -8-4 6 .- —b+JA —8+4
20 2 7" 2a 2

-2.

Pasul4. Aflam solutiile ecuatiei: X, =

2. Considerdm ecuatia x* + 4x + 4 = 0.
Pasul 1. Identificam coeficientii ecuatiei:a=1,b=4,c=4.
Pasul 2. Calculdam discriminantul ecuatiei: A=b*—-4ac=4*-4-1-4=16-16=0.
Pasul 3. Precizam natura solutiilor: cum A = 0, ecuatia are doua solutii reale egale.

Pasul 4. Determinam solutiile ecuatiei: x, = x, =—= —4+0 _

2a 2

-2.

3. Consideram ecuatia x* + 4x + 5=0.
Pasul 1. Identificam coeficientii ecuatiei:a=1,b=4,c=5.
Pasul 2. Calculdm discriminantul ecuatiei: A=b*—-4ac=4>-4-1-5=16-20=-4.
Pasul 3. Precizam natura solutiilor: deoarece A < 0, ecuatia nu are solutii reale.

Investigatie

In tabelul de mai jos, pe prima coloana este scrisé o ecuatie de forma ax* + bx+c=0, unde a, b, ¢ €R, a = 0.
Copiati tabelul Tn caiet si completati-L.

g (o4

X>+4x+3=0

2x*-x—-1=0

a. Comparati rezultatele obtinute in coloanele 2 si 3, coloanele 4 si 5, respectiv 1 si 6.

b. Puteti generaliza rezultatele obtinute?

c. Justificati rezultatele obtinute utilizand metoda generala de rezolvare a unei ecuatii de gradul al II-lea cu
coeficienti reali.
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Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Verificati daca 1 este solutie a ecuatiilor:
a. X>+x-2=0; b. xX>-9x+11=0.

Rezolvare

Inlocuim in fiecare ecuatie pe x cu 1 si stabilim valoarea de adevéar a propozitiei obtinute.

a. Propozitia 12 + 1 — 2 = 0 este adevaratd, deci 1 este solutie a ecuatiei x* + x— 2 =0.

b. Propozitia 12-9 - 1+ 11 =0 este falsa, deoarece 1 -9 - 1 + 11 = 3. Rezultd ca 1 nu este solutie a ecuatiei
x*-9x+11=0.

2. Determinati numarul real m stiind ca -2 este solutie a ecuatiei x> - 3mx+m?+1=0.
Rezolvare
Numarul real -2 este solutie a ecuatiei x> — 3mx + m? + 1 = 0, dacg, inlocuindu-1 pe x cu -2 in ecuatie, obtinem

o propozitie adevarata. Ca urmare, (-2)>-=3m - (-2) + m®*+ 1 =0, de unde rezultd ca m*+ 6m + 5 =0, ecuatie
ale carei solutii sunt m=-1 sim=-5.



3. Diferenta a doua numere reale este egala cu 7, iar produsul lor este 98. Aflati numerele.

Rezolvare
Notand cu x numarul mai mic, numarul mai mare este x+ 7. Atunci x(x+ 7) =98, de unde rezulta ca
x>+ 7x—98 = 0. Discriminantul ecuatiei este A=7%>—-4-1-(-98) =441 =212 Ecuatia are doua solutii reale,

gl _—7+21

sianume x, = -14 si x, = 5 =7 . Problema are doua solutii: =14 si -7, respectiv 7 si 14.

2

4. Copiilor de la o petrecere li s-au Tmpartit in mod egal 195 de bomboane. Fiecare copil primeste un numar
de bomboane mai mic cu 2 decat numarul copiilor. Aflati cati copii sunt la petrecere.

Rezolvare

Notam cu n numarul de copii aflati la petrecere (n este numar natural). Fiecare copil primeste cate n — 2 bom-
boane, deci numarul total de bomboane este n(n — 2).

Obtinem n(n - 2) =195, adica n® - 2n = 195. Adunam 1 in ambii membri, pentru a obtine patratul unei diferente
in membrul stang. Rezultd n> - 2n+1 =196, adicd (n — 1)>=196, deci n - 1 € {-14, 14}. Obtinem n=15 sau
n=-13 (care nu este numar natural). Asadar, la petrecere sunt 15 copii.

Probleme propuse

N
1. Copiati In caiet, apoi completati tabelul de mai jos: ‘//

Coeficientii ecuatiei

o« | b ]

Discriminantul ecuatiei

2x*-4x-3=0
x*+8x=0
6x*-12=0
-x2-6x+5=0
4-x-x*=0
2x-4+x*=0
2. Stabiliti daca propozitiile urmatoare sunt adevarate sau false:
a. O ecuatie de gradul al doilea cu discriminantul mai mic sau egal cu zero nu are solutii reale.
b. O ecuatie de gradul al doilea are solutii reale daca si numai daca discriminantul sau este egal cu zero.
c. O ecuatie de gradul al doilea cu doua solutii reale distincte are discriminantul mai mare ca zero.

d. Daca o ecuatie de gradul al doilea are doua solutii reale egale, atunci discriminantul sau este nul.
3. Rezolvati urmatoarele ecuatii de gradul al doilea incomplete:

a. 2x>—6x=0; b. 4x*+ 4x=0; c. 2x°-1=0; d. -4x*+9=0.

4. Rezolvati ecuatiile urmatoare, utilizand metoda descompunerii in factori:
a. X>’-9x+8=0; b. x**-4x-12=0; c. X*+8x+15=0; d. 2x*-7x+5=0.

5. Rezolvati ecuatiile urmatoare, utilizand metoda completarii pana la patratul unei sume sau al unei diferente:
a. xX>+10x-24=0; b. xX>*-12x-45=0; c. X>+4x-4=0; d. 4x*-4x-3=0.

6. Utilizand formula generald de rezolvare a ecuatiei de gradulal doilea, determinati multimea solutiilor ecuatiilor:
a. X>+13x+36=0; b. -x*+13x-36=0; c. 2x°+4x-7=0; d. 4x*-3x-2=0;
e. 3x2-12x+12=0; f. —2x>-12x-18=0; g. X*+4x+13=0; h. *+x+1=0.

7. Verificati daca 3 este solutie a ecuatiilor:
a. 2x*-3x+15=0; b. x> - 6x+9=0; c. 3x*-9x+11=0; d. -4x*+8x-12=0.

8. Determinati numarul real m stiind ca -1 este solutie a ecuatiei:

& a. mx’>+2mx+3=0; b. *+5mx+m?+3=0;, c. m>X*>+4mx+3=0; d. xX>-3mx+11=0.
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

. Utilizand formula generala de rezolvare a ecuatiei de gradul al doilea, determinati multimea solutiilor ecuatiilor:

a. 0,5x>+3x+2,5=0; b. 2,72 +1,8x+0,3=0; ¢ x2+x+~2=0; d. xX*+0,9x+ 0,21 =0;
1 2 4

d. —=x*-=x-—=0; e. x> +/6x-5=0; f. —2x? +3x+/18 =0; &. 1o 2, 2 0,
4 3 9 3 5 5

In fiecare caz, determinati numarul real m stiind c& ecuatiile urmatoare au doua solutii reale egale si apoi

rezolvati ecuatiile:

a m-(Mm+2)x+2=0; b. x®2-mx+3m-8=0; ¢ x>+mx++/2m-1,5=0.

Scrieti ecuatiile urmatoare sub forma ax?>+bx+c=0, a, b, c € R, a # 0, si apoi determinati-le solutiile:

a. xx+6)=17; b. (-2x+3)(2x+3)=9x; c. (x—2\/§)2+(x—\/ﬁ)(x+\/ﬁ)=0;
2 2 2x  x-1 x+42 x+43 6
d. (V3x+2 3x-2) =10v2x; . - =3, 0,1§; f. - =—, 2,43}
(V2] +(V3x-2) =102 e Z-Tmaxe o) b TR T p e ke (2,45)
Scrieti o ecuatie de gradul al doilea care sa aiba solutiile:
a. x,=1,x,=3; b. x,=0,x,=-0,7; c. x1=1—\/§, x2=1+\/§.

Aratati ca ecuatia x> + mx — m — 2 = 0 are solutii reale diferite, pentru orice numar real m.

Aria unui dreptunghi este egala cu 66 m?, iar lungimea este cu 5 metri mai
mare decat latimea. Determinati latimea dreptunghiului.

0 gradina de forma dreptunghiulara a fost construita langa un zid de caramida
(vezi Figura 2). Gardul care imprejmuieste celelalte trei laturi are lungimea
totala de 48 de metri. Aflati dimensiunile gradinii, cu aproximatie de cel mult
1 centimetru, stiind ca aria sa este 224 de metri patrati.

Rezolvati urmatoarele cerinte: Figura 2
a. Suma a doua numere reale este 6, iar suma patratelor lor este 28. Aflati numerele.

b. Diferenta a doua numere reale este 7, iar suma patratelor lor este 29. Aflati numerele.

. o .. . . . 4 n 4
c. Suma dintre un numar real si inversul sau este % Aflati numarul.
O sala de cinema are 126 de locuri pe scaune. In zona centrald sunt n sca-
une pe rand, iar in zonele laterale sunt cate 4 scaune pe rand (vezi Figura 3).
Numarul de randuri este cu 5 mai mic decat numarul total de scaune (centru
plus laterale) de pe fiecare rand. Aflati numarul de locuri din zona centrala. Figura 3

Un grup de prieteni merge intr-o excursie, platind 480 de lei pentru inchirierea unui microbuz. in ultimul
moment, un cuplu se alatura grupului, ceea ce face ca pretul inchirierii microbuzului pentru excursie sa scada
cu 8 lei de persoana. Aflati numarul initial al excursionistilor.

In fiecare dintre figurile 4-6, dreptele DE si BC sunt paralele. Aflati x.

a. b. c.
B 6m pK+2)m 4 B (x+3)cm C B xcm c
Figura 4 Figura 5 Figura 6
Se considera un patrat ABCD, cu AB =20 cm, si punctele M si N pe laturile AB, respec- D NxC

tiv CD, astfel incat AM = CN = x cm, ca in Figura 7. Fie P intersectia dreptelor AN si DM.
Determinati x, astfel incat A,,, + A, =125 cm?.

a. Demonstrati cd pentru orice numar real x, 4x — x* < 4.
. o . . A P
b. Se considera un dreptunghi cu perimetrul de 8 m. Demonstrati ca aria sa este cel
mult egald cu 4 m?. Cand are loc egalitatea? A XM B
c. Se considera un dreptunghi cu aria de 4 m?. Demonstrati ca perimetrul sau este cel Figura 7

putin egal cu 8 m. Cand are loc egalitatea?



22. Se considera doua dreptunghiuri, primul dintre ele avand aria de 24 cm?. Daci al doilea dreptunghi are lungi-
mea cu 2 cm mai mica decat lungimea primului dreptunghi si latimea cu 2 cm mai mare decét latimea primu-
lui dreptunghi, iar aria sa este de 30 cm?, aflati perimetrul dreptunghiului initial.

Autoevaluare
1. Rezolvati ecuatiile, utilizand patratul sumei sau diferentei si diferenta de patrate:
a. x>-4x-3=0; b. x*-2x-3=0; c. 4x*-4x-5=0. (3p)
2. Rezolvati ecuatiile, utilizand metoda generala:
a. 3x°-8x+5=0; b. 2x>-9x+7=0; c. X*+x-30=0. 3p)
3. Determinati lungimea ipotenuzei unui triunghi dreptunghic, stiind ca aria triunghiului este egala cu 24 m?,
iar o cateta este cu 2 metri mai mica decat cealalta cateta. (2p)

4. Surorile Mariei au cu 5 ani, respectiv cu 8 ani mai putin decat Maria. Produsul varstelor celor doua surori mai
mici este egal cu varsta tatalui. Stiind ca tatal are 40 de ani, aflati varsta Mariei. (1p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 20 de minute.

Proiect. Algoritm cotidian

In viata de zi cu zi Intalnim uneori procese sau activitati umane care se desfasoara dupa anumite tipare, ce pot fi
structurate sub forma unei secvente de pasi bine definiti care duc la un rezultat dorit, adica a unui algoritm.

De exemplu, un algoritm pentru spalarea hainelor la masina de spalat poate fi:

Intrare: Haine murdare, detergent, masina de spalat. Pasi: 1. Se sorteaza hainele pe culori si tip de material.
2. Se selecteaza programul potrivit al masinii de spalat. 3. Se adauga detergent si balsam. 4. Se porneste masina.
5. Se asteapta finalizarea programului. 6. Se scot hainele si se pun la uscat.
Iesire: Haine curate

Realizand acest proiect, veti Tnvata sa descoperiti in viata cotidiana ast-
fel de actiuni care pot fi algoritmizate, sa le stabiliti etapele si sa decideti,
atunci cand le gasiti prestabilite, daca unele dintre ele pot fi eliminate, sau
trebuie adaugate altele noi, pentru ca timpul de executie si rezultatele
actiunilor sa fie optime.

Proiectul se va derula pe parcursul unei saptamani si va fi realizat de
echipe formate din cate cinci elevi. Fiecare echipa va avea de Tntocmit
si de prezentat in fata colegilor un material care sa contina raspunsurile la
cerintele din activitatile urmatoare.

Activitatea 1
A. Precizati care dintre modelele urmatoare de activitati sau procese poate fi algoritmizat:

Proiectarea unei cladiri

1. rezolvarea ecuatiei de forma ax + b = 0, 6. o plimbare prin parc;
a, b, x e R; 7. confectionarea unei cutii sub forma de cub;
2. circuitul apei in naturg; 8. calculul sumei a doud numere ntregi;
3. invatarea unei lectii de matematica; 9. determinarea numerelor prime mai mici
4. confectionarea unei figurine origami; decat 1000;
5. calculul modulului unui numar real; 10. proiectarea unei cladiri;

B. Stabiliti etapele algoritmilor de la punctul A si, Tn cazul algoritmilor matematici, ilustrati-i printr-un exemplu.
C. Precizati care dintre algoritmii matematici identificati are aplicatii In viata cotidiana.

Activitatea 2

A. Precizati alte doua activitati din viata cotidiana a caror desfasurare se poate scrie sub forma unui algoritm si
identificati-le etapele.

B. Scrieti alti doi algoritmi matematici pe care i-ati intalnit pAna acum si stabiliti-le etapele.

Activitatea 3

Fiecare echipa va pregati pentru celelalte grupe cate un algoritm din care sa lipseasca o etapa, sau care sa aiba
o etapa care nu este necesara. Fiecare echipa va analiza algoritmii propusi de colegii din celelalte echipe si va
decide daca trebuie sa elimine sau sa adauge cate o etapa, pentru ca acestia sa fie corecti.

Resurse: Se pot folosi cele oferite public pe internet.

Prezentare: Realizati o prezentare PowerPoint cu text si imagini, sau folositi tabla flipchart ori planse.

Evaluare: Se va tine cont de calitatea documentarii, selectarea informatiilor, acuratetea prezentarii, modul de lucru
n echipd, opiniile exprimate de colegi in urma prezentarii proiectului si calitatea raspunsurilor oferite la intrebari.




Recapitulare si evaluare

Operatii cu numere reale reprezentate prin litere (adunare, scadere, inmultire, impartire, ridicare la putere);
reducerea termenilor asemenea « Formule de calcul prescurtat « Descompuneri in factori utilizand reguli de
calculinR - Fractii algebrice. Operatii cu fractii algebrice  Ecuatia de formaax*+bx+c=0,aeR* b,ceR

Pentru problemele 1, 2, 6, completati spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate. Pentru problemele 3, 4, 20-23,
notati in caiet litera corespunzatoare raspunsului corect. Pentru problemele 5, 7-19, 24-28, scrieti rezolvarile complete.

1.

10.

Partea literald a lui 2\/§xy4 este egald cu ..., iar

coeficientul este egal cu ... .

. Termenii asemenea din suma algebrica

7x—2y+52+\/§x sunt ...

. Rezultatul calculului 11x-13xy - 9x + 7xy este

egal cu:

a. 2x—6xy; b. =4xy; c. -4x; d. 6xy—2x.

. Rezultatul calculului 2\/_x3y-«/§xy este egal cu:

a. 208xy; b, 2J15x%y% e 242x%

d. 2x2.

. Stabiliti daca urmatoarele propozitii sunt adeva-

rate sau false:

a. 37)(—x=x; b. 2ab - 3ab? = 6a’b3;

c. gxzy(’ :[%xyj=%xy5; d. (-243ab®)? =-12a%b°.

. Completati spatiile punctate pentru a obtine pro-

pozitii adevarate:

a. 3xy - 4x...=12x%/5;
b. lx (.. x)—éx
2 6
c. (23x%y) =12x*y%
. Determinati:

a. valoarea expresiei 3x? -1, pentru x = —1;
b. valoarea expresiei 2\/§xy, pentrux=1,y= J3;

c. valoarea expresiei (x — 1)(x + 1), pentru x =~/5;
d. valoarea expresiei (x — y)(x + y) — 4y, pentru
X=y+2.

. Stabiliti daca urmatoarele propozitii sunt adeva-

rate sau false
a. x-3)B+x)=x*-9
c. x+4)(x-2)=x>-8;

b. B=y)?=9-y%
d. x+4)>=x*-16.

. Aratati ca:
J‘+J—+[ R A
e N2t 2-\6.

Aratati ca:

a. 2x— (x+1)2=-1-x%

b. 4x* - (2x-1)(2x+1) =1;
c. X=—1)2+(x+1)?>=2x>+2;
d. x=1)2- (x+1)?=-4x.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Determinati suma numerelor reale a si b stiind ca
X2+ 9x+8=(x+a)(x+ b), pentru orice numar real x.

Determinati suma numerelor reale a si b stiind ca
x*—a=(x-3)(x+b), pentru orice numar real x.

Descompuneti in factori:
a. X>—6x+8; b. x*>+12x + 36;
c. x*+20x +100; d. 49x2 - 64.

Descompuneti in factori:
a. x>—6x-16; b. x>+ 12x+ 32;
c. x> —10x+ 25; d. 121 -81x2%

Asociati fiecarei expresii din coloana A descompu-
nerea n factori corespunzatoare, din coloana B:

A B

a. x>-4 1. x+4)(x-4)
b. X2 — 4x + 4 2. x-2)(x+2)
, 3. (x+2)?

c. X“+4x+4 4. x(x+4)

d. x* + 4x 5. (x — 2)?
Determinati valoarea fractiei A(x)= X+j, x4,
pentru:

a. x=-2; b. x=0,5; c. x=+17.
Determinati valorile lui x pentru care fractia
x+1
B(x)= :
(x) 1
a. aresens; b. nuaresens; c. arevaloarea 3,2.
o X . 1 .
Daca E(x) = ,x#1,si F(x)= , X # 2, atunci
x-1 X-2
calculati:
a. Ex) + F(x); b. E(x) — F(x).
2 _ 2 _
Daca E(x)=X 9,x¢—2, Si F(x):x 4,x¢—3,
X+2 X+3
atunci calculati:
a. E(x) - F(x); b. E(x) : F(x).
Descompunerea in factori a expresiei (x—2)> -9
este egala cu:
a. Xx=-5Kx+1) b. xX*-11
c. (x=1)(x+5) d. (x-11)2

Descompunerea n factori a expresiei 25 — (x — 3)?
este egald cu:
a. (22 -x)?

c. 8=x)(2+x)

b. 2-x)(2+x)
d. (22 -x)2.



22.

23.

24.

25.

28.

Suma solutiilor ecuatiei x* —x—30=0 este egalda  26. Determinati multimea solutiilor ecuatiilor, pe multi-
cu: mea de definitie:
a. -1 b. 1 c. =30 d. 29. a. —=0,5x2+5x—3=0; b. +/8x%+x—-+/18 =0;
Produsul solutiilor ecuatiei x> - 7x+10=0 este x-1 3 x+42 x—=+2 10
egal cu: c. + =-2; d —F—+—F="

: 2 2-x x-v2 x+42 3
a. =7 b. =10 c. 3 d. 10.
Verificati dacd ecuatiax® + 7x + 6 =0 are unadintre ~ 27. a. Demonstrati ca 7 =%(l—i4j pentru
solutii egala cu 2. . ala+4) a a+

T _ . oricea e R\ {-4, 0}.

Verificati dacd ecuatia x*> + 5x + 4 = 0 are una dintre 1 1

solutii Tn intervalul (=2, 1). b. Fie expresia algebrica E(x)= D) + X+ d)

cu x e R\ {-4,0, 4}. Determinati valorile lui x
pentru care numerele x* si E(x) sunt intregi.

Ana si Paul sunt frati si au 16 ani, respectiv 15 ani. Amandoi au primit de la bunici cate 2000 de lei si i-au
depus la aceeasi banca, in luna noiembrie a anului in care au implinit 14 ani, in doua depozite, ambele avand
dobanda de p%, cu p nhumar natural. La inceputul lunii decembrie a acestui an, Ana si Paul doresc sa folo-
seasca toata suma primita ca dobanda de cand si-au facut depozitul la banca, pentru a-i face cadou de
Craciun o minge de baschet fratelui lor mai mic. Determinati valoarea lui p, stiind cd suma primita ca dobanda
le ajunge exact fratilor pentru a cumpara mingea de baschet dorita, care costa 305 lei.

Pentru exercitiile 3.a, de la Testul 1 si de la Testul 2, notati in caiet litera corespunzatoare raspunsului corect.

Testul 1 Testul 2
1. Se considera expresiile algebrice E(x)=x+1 si 1. Se considera expresiile algebrice E(x) =x—1 si
F(x) = x + 2. Efectuati: F(x) = x — 2. Efectuati:
a. —7E(x) + 11F(x); a. —2E(x) + F(x);
b. E(x) - F(x). b E(x) - F(x).
2. Rezolvati ecuatiile urmatoare, utilizand eventual 2.  Rezolvati ecuatiile urmatoare, utilizand eventual
notatii si metoda descompunerii in factori: notatii si metoda descompunerii Tn factori:
2
a. (x—-11)*-(x-2)*=0; a.2—(x—\/§) =0;
b. a*-6a’>+9=0; b. a*-10a*+25=0;
c. x+1)?+2(x+1)+1=0. c 12-x*=0.
3. Se considera expresia 3. Se considera expresia
x> —5x+4 x*+2x-24 7 5 2 25y% +1
E(x)= 5 = , E(y)= Y + 3/ Y : y -1,
X°=x-2 X" +4x-12 1-5y 25y“-1 b5y+1)\|1-25y

unde x este numarreal, x #—6,x # -1, x# 2six = 4. unde y este numar real, y # 0,2 si y = —0,2.

a. Descompunerea in factori a expresiei a. Descompunerea in factori a expresiei 1 — 25y
X*+4X - 12 este egala cu: este egala cu:

A. X+2)X-6) B. X—-2)(X+6) C.(x-12)% A (y+1(y-1) B. (1_5y)2 C. (1-5y)(1+5y).

s x x-1 . < T < . .
b. Aratati ca E(x) :—1, pentru orice numar b. Aratati ca E(y) este numar rational, pentru orice
X+

) numar realy, y = 0,2 siy #-0,2.
real x, x # =6, x# =1, x# 2 six # 4.

Fisa de observare sistematica a activitatii si a comportamentului elevilor
» Am fost preocupat(d) sa aflu lucruri noi despre metodele de rezolvare a problemelor.

» Participarea mea la orele de matematica a fost apreciata de colegi si de profesor.

Tntotdeauna

frecvent

ocazional

niciodata
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Functia de forma f: D - R, flx) = ax + b, a, b € R, unde D c R este o multime finit
sau un interval nedegenerat. Interpretare geometrica. Lecturi grafice

Recapitulare A ,
si evaluare “



Functiile pot fi utilizate Tn diverse situatii practice,
pentru calcularea veniturilor, profiturilor,
cheltuielilor, determinarea vitezei si a distantei.
De exemplu, un horticultor care trebuie sa
cumpere mai multi saci de ingrasamant pentru
terenul pe care cultiva lalele afla ca pretul
transportului creste cu cat creste numarul sacilor
achizitionati; el poate exprima pretul total pe care
trebuie sa il plateasca furnizorului in functie de
numarul sacilor de mgrasamant




Lectia 1: Functii. Functii definite pe multimi finite

Cuvinte-cheie
functie diagrama produs cartezian domeniu de definitie tabel de valori
graficul unei functii domeniu de valori formula analitica reprezentare geometrica

Functiile descriu situatii In care o anumita cantitate este determinata
(depinde) de o alta cantitate.

Astfel, dacd o banca ofera o ratd a dobanzii de 5% pentru constituirea
unui depozit, profitul obtinut investind 10000 de lei depinde de durata de
timp a investitiei.

Asemanator, daca tariful unui taxi este compus dintr-o suma initiala
de 3 lei (suma fixa), la care se adauga cate 2 lei pentru fiecare kilometru,
atunci costul unei deplasari cu taxiul depinde de distanta parcursa.

Legea miscarii rectilinii uniforme spune ca daca un mobil efectueaza
o miscare rectilinie (in linie dreaptd) si uniforma (cu viteza constantd),
atunci distanta parcursa este egala cu produsul dintre timpul si viteza de
deplasare; cu alte cuvinte, intrucat viteza este constanta, distanta parcursa
este o functie care depinde de timp.

Intrucat se descopera si se dezvolta continuu teorii despre dependen-
tele dintre diverse cantitati, atat in natura, cat siin societate, functiile sunt
instrumente importante Tn constructia modelelor matematice.

1.1. Notiunea de functie

De retinut @

Definitie. Fie A si Bdoua multimi nevide. Prin functie definita pe multimea A cu valori in multimea B se intelege
o lege sau un procedeu (regula, conventie) prin care se realizeaza o corespondenta de la multimea A la multimea
B astfel incat fiecarui element din A i se asociaza un unic element din B.

O functie f definita pe multimea A cu valori Tn multimea B se noteaza f: A — B sau AL B

Multimea A se numeste domeniul de definitie al functiei f, iar multimea B se numeste domeniul de valori (sau
codomeniul) functiei f.

Procedeul efectiv prin care facem ca fiecarui element din A sa-i corespunda un singur element din B se numeste
lege de corespondentd.

Fiind dat un element x € A, elementul y € B care i se asociaza lui x prin functia f se noteaza f(x) si se numeste
imaginea lui x prin functia f sau valoarea functiei f in punctul x; egalitatea y =f(x), x € A, reprezinta legea de
corespondenta.

Exemple
Consideram urmatoarele corespondente de la multimea A= {q, b, ¢, d} la multimea B = {t, u, v, w}.

D A B A B A B A B
<] \ ‘H \ [
) G

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Corespondentele din Figura 1 si din Figura 2 definesc functii, intrucat fiecarui element din A i se asociaza cate
un singur element din B.

In Figura 3, elementului a € A 7i corespund doua elemente t € B si u e B, iarin Figura 4, elementuluic € A nu
i se asociaza niciun element din B. Asadar, aceste doua corespondente nu definesc functii.



Observatie

Reprezentand multimile A si B prin diagrame, iar legea de corespondenta prin sageti, din definitia functiei dedu-
cem cd de la fiecare element din A pleaca o singura sageata (si nu mai multe sau niciuna), in timp ce la un element
din B poate ajunge fie o singura sageata, fie mai multe sau chiar niciuna.

1.2. Functii definite pe multimi finite, exprimate prin diagrame sau tabele

Activitate pe echipe

Maria merge cu parintii la un parc de distractii, folosind autoturismul
familiei. Primele doua ore de parcare sunt gratuite, iar perioada care depa-
seste 2 ore se taxeaza cu cate 2 lei pe ord. Regulamentul de parcare stipu-
leaza ca fractiunile de ora se taxeaza la tariful unei ore intregi (de exemplu,
pentru 3 ore si 20 de minute se plateste tariful pentru 4 ore).

Lucrand Tn echipa cu colegul de banca, rezolvati urmatoarele sarcini:

1. Aratati ca:

a. tariful pentru 3 ore este 2 lej;

b. tariful pentru 4 ore este 4 lei;

c. pentru 6 ore se platesc mai putin de 9 lei;

d. pentru 7 ore nu se platesc mai mult de 10 lei.

2. Familia Mariei si-a propus sa petreaca cel mult 7 ore in parcul de distractii. Stabiliti care este tariful de parcare
pentru fiecare interval de timp petrecut acolo, exprimat in numar intreg de ore.
Completati datele obtinute Tntr-un tabel similar celui de mai jos.

Durata (ore) 1 2 3 4 5 6 7
Tariful (lei) 0 0 2 6

3. Analizand datele obtinute la punctul 2, observati ca se poate stabili o functie f: A — B, definita pe multimea
A=1{1,2,3,4,5,6,7} cuvaloriin multimea B={0, 1, 2, 3, ..., 10}, prin care unei durate de timp t € A i se aso-
ciaza tariful de parcare pentru t ore.

De exemplu, f(1) = 0 si f(3) = 2. Verificati dacad sunt adevarate afirmatiile:
a. f(2)=0; b. f(5) =17, c. f(d)=4; d. f(6)=8; e. f(7) <10.

De retinut @

In general, daci domeniul de definitie al unei functii este o multime finit&, de reguld avand un numar mic de
elemente, putem defini/reprezenta functia cu ajutorul diagramelor Venn-Euler sau cu ajutorul unui tabel.
De exemplu, functiaf: {1, 2, 3,4,5,6,7} > {0, 1, 2, 3, ..., 10}, definitd mai sus, se poate reprezenta astfel:

a. cu ajutorul unui tabel:
t 1 2 3 4 5 6 7
f(®) 0 0 2 4 6 8 10

b. cu ajutorul unei diagrame:

()
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1.3. Functii numerice. Functii definite cu ajutorul unor formule algebrice

Situatie problema

Andreea studiaza efectele incalzirii globale asupra mediului de viata al animalelor. Dintre
datele adunate, cele care privesc fauna europeandsi asiatica sunt exprimate in grade Celsius (°C),
iar cele referitoare la fauna nord-americana sunt exprimate Tn grade Fahrenheit (°F). Dorind sa

redacteze un studiu uniform, Andreea foloseste formula C= g(F—32) pentru a transforma gra-
dele Fahrenheit in grade Celsius si obtine urmatorul tabel:

°F (Fahrenheit) 95 32 68 89,6 75,2

5 5 5 5 5 5
C=—(F-32 =(95-32) —(32-32) —(68-32) —(89,6-32) —(752-32
5t ) o )t ) )¢ ) ol )

°C (Celsius) 35 0 20 32 24

Notand A ={32; 68; 75,2; 89,6; 95} si B={0; 20; 24; 32; 35}, cu ajutorul tabelului de mai sus putem defini
o functie f: A — B, prin care unei valori x € A, care exprima temperatura in grade Fahrenheit, ii asociem o valoare
f(x) € B, care exprima aceeasi temperatura, dar in grade Celsius. Avand Tn vedere regula de conversie, putem
defini legea de corespondenta a functiei f prin formula:

f(x)=§(x—32).

In practica, se lucreaza deseori cu functii numerice, adica functii pentru care domeniul de definitie si domeniul
de valori sunt multimi de numere reale (submultimi ale lui R).

De reguld, legea de corespondenta a unei functii numerice f: A — B este definita printr-o expresie analiticd (for-
mula algebricd) ce depinde de x, notata de asemenea f(x), prin care imaginea fiecarui element x € A se determina
Tnlocuind pe x in expresia f(x).

Functiile definite prin formule sunt mai usor de utilizat, in special atunci cand este necesara prelucrarea unui
numé&r mare de date. in mod evident, dacd domeniul de definitie al unei functii are un numar mare de elemente
(eventual o infinitate), devine incomod sau chiar imposibil sa reprezentam functia cu ajutorul unui tabel sau prin
diagrame.

Exemple @j
1. Fiind data functia f: {1, 2, 3, ..., 100} — N, f(x) = x, valorile functiei f in 1, 2, 32 si 99 sunt:

f(1)=12=1,f(2) =2%>=4, f(32) =32%=1024, f(99) = 99> =9801.

2. Imaginile elementelor 1, 2, 6, 11 prin functia g: {1, 2, 3, .., 11} - Q, g(n)= n YL sunt:
1 2 6 11 11
1 == = ) = > S
&) 1+ 24 25 8(2)= 2+ 24 13 8(6)= 6+ 24 5 g( D= 11+24 35
3. Valorile functiei h: N —» N, h(x) = 2" in punctele 0, 3, 10, 20 sunt:
h(0)=2°=1, h(3)=2%=8, h(10) =2°=1024, h(20) =2*° =1048576.

Unei expresii algebrice oarecare i se poate asocia o functie numerica, impunand conditia ca domeniul de
definitie sa nu contind puncte n care respectiva expresie nu are sens. Astfel:

. . - . X
are sens pentru orice x € R, deci putem defini functiaf: R > R, f(x)=

a. Expresia .
x*+1 x?+1

. . .2X . . .
b. Cu ajutorul expresiei 1 nu putem defini o functie f pe multimea numerelor reale R, deoarece f(1) nu ar avea

sens. intrucat numitorul unei fractii trebuie sa fie nenul, expresia data are sens (existd) pentru orice numar
real x cu proprietatea x — 1 # 0, adicd x € R\ {1}.

In acest caz, spunem ca domeniul maxim de definitie al unei functii g: D - R, (x)— I ,este R\ {1}.

Similar, domeniul maxim de definitie al unei functii h: D - R, h(x) = Jx, este mtervalul [0, ).



Observatie

O functie poate fi definita si prin mai multe formule, cu precizarea ca fiecare formula este valabila pe o anumita
submultime a domeniului de definitie, astfel incat sa nu se foloseasca doud formule pentru determinarea imaginii
aceluiasi element.

Functia f: N - Z, f(n) = {” +1, dacdneste par

-n daca n este impar
Avem f(0)=0+1=1, f(3)=-3, f(10) =11, f(11) = -11.

, este o functie definita prin doua formule.

Matematica aplicata

1. Un autoturism care se deplaseaza in linie dreaptd, cu viteza constanta v, efectueaza o miscare rectilinie si uni-
forma.

Distanta parcursa d depinde de durata t a miscarii, deci este o functie de timp. Functia distanta poate fi definita
prin formula: d(f) = v - t.

2. Lucrul mecanic este o marime fizica definita ca produsul dintre componenta fortei care actioneaza asupra unui
corp in directia deplasarii punctului ei de aplicatie si marimea drumului parcurs.
Daca o forta constanta F deplaseaza un corp, lucrul mecanic efectuat depinde (adica este o functie de) mari-
mea deplasarii d. Mai exact: L(d) =F - d.

1.4. Graficul unei functii. Reprezentarea geometrica a graficului unei functii

Situatie problema

La finalul unui antrenament, fiecare dintre cei 17 componenti ai echipei
de fotbal a scolii trage cate 5 suturi la poarta, de la 16 metri.

Antrenorul contorizeaza numarul de reusite si realizeaza o statistica,
n functie de numarul de goluri inscrise:

goluri nscrise 1 2 3 4 5

numar de jucatori 2 4 5 3 3
Cu ajutorul tabelului de mai sus, putem defini o functie u: {1, 2, 3, 4, 5} — {2, 3, 4, 5}, care asociaza fiecarui
x € {1, 2, 3, 4, 5} numarul de jucatori u(x) care au fnscris x goluri.

Notand A={1,2,3,4,5} si B={2, 3, 4,5}, corespondentele x — u(x) pun in evidentd perechile ordonate
(1,2),(2,4),3,5), (4, 3)si (5, 3), care sunt elemente ale produsului cartezian A x B.

De retinut @
Fiind data o functie f: A — B, se numeste graficul functiei f multimea:
G={(xf))|x e A} ={(x,y) e AxB|y =)}
Graficul unei functii f: A — B este o submultime a produsului cartezian A x B.
Daca feste o functie numerica, atunci A si B sunt submultimi ale lui R,

deciGicAxBcRxR. yvA
Deoarece multimea R x R se reprezinta geometric prin planul rapor- 6+ dheaceees -
tat la un reper cartezian xOy, rezulta ca graficului unei functii numerice M,
i se poate asocia o multime de puncte din planul xOy. B R A R
M.
Submultimea planului formatd din toate punctele M(x,y), cu 41— . Fr=— -
x,y) e G;, se numeste reprezentarea geometricd a graficului functiei f. . b ‘b[‘ffl__‘}{‘{l_s_ B
In situatia-problema descrisd mai Tnainte, graficul functiei u este M,
multimea: T2 e == -
Gu = {(1’ 2); (21 4); (31 5); (4; 3); (5; 3)}- R 1'_ """ - S o

Asadar, reprezentarea geometrica a graficului functiei u este >
submultimea planului formata din punctele M,(1, 2), M,(2, 4), M;(3,5), -1 O 1 2 3 4 5 6 X
M,(4, 3) si M, (5, 3), dupa cum se observa in Figura 5. Figura 5




Exemplu D

Notam cu u(n) ultima cifrd a numarului natural n si definim functiile f, g: {2,3,4, 5, 6} — N, definite prin
f(n) = u(5"), respectiv g(n) = u(4") - 3. Graficele functiilor f si g sunt multimile:
G;=1{(2,5); (3,5); (4,5); (5,5); (6,5)} si G,={(2,3);(3,1);(4,3);(51);(6,3)}.
Figurile 6 si 7 contin reprezentarile geometrice ale graficelor functiilor f, respectiv g.

y A YA

6__

ST HE A A S

ap b af

st i s

21 S S

AR el

: — —

-10| 1 2 3 456 7 x Ol 1 234567 x
Figura 6: Graficul functiei f(n) = u(5") Figura 7: Graficul functiei g(n) = u(4") - 3

Observatie

Multimea denumita grafic se defineste pentru orice functie, dar reprezentarea geometrica a graficului unei
functii nu are sens decat pentru o functie numerica.

In acest caz, prin abuz de limbaj, vom folosi adeseori exprimarea mai scurta graficul functieiin loc de reprezen-
tarea geometricd a graficului functiei, desi cele doua notiuni sunt distincte.

Aceasta exprimare simplificata este motivata de semnificatia cuvantului grafic: reprezentare prin desen a unei
mdrimi; de aceea, vom accepta acest abuz de limbaj (nu si de fond), la fel cum la geometrie spunem adesea unghi
de 60°n loc de unghi cu masura de 60° etc.

Portofoliu

Se considera multimile:
D={(-2,4);(-1,1); (0,0); (1,1); (2, 4)};
E={(0,0); (1,1); 1, -1); (4, 2); (4,-2)}.
Corespondentele generate de perechile din multimile D si E
sunt reprezentate cu ajutorul unor diagrame (figurile 8 si 9).
1. FieA={-2,-1,0,1,2}siB={0, 1, 4}. Stabiliti daca urmatoa-
rele afirmatii sunt adevarate sau false:
a. Multimea D este o submultime a produsului cartezian A x B.
b. Multimea E este o submultime a produsului cartezian B x A.
c. Multimea D reprezinta graficul unei functii f: A — B.
d. Multimea E reprezinta graficul unei functii g: B— A.

’!,

>

Figura 8 Figura 9

2. Reprezentatiin planul Tnzestrat cu un sistem de coordonate carteziene multimile D, respectiv E.

3. Verificati, pentru fiecare dintre multimile D si E, daca urmatoarea afirmatie este adevarata sau falsa:
P: ,,0 multime de puncte din planul xOy este reprezentarea geometrica a graficului unei functii daca atat
axa Oy, cat si orice dreapta paraleld cu Oy contin cel mult un punct din multimea de puncte data.”

4. Dati un exemplu de functie f: A > R, unde A — R este o multime finita. Reprezentati geometric graficul functiei f
si verificati daca propozitia P de mai sus ramane adevarata si pentru exemplul ales.

Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative
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1. a. Eliminati unul dintre punctele reprezentate in Figura 10, astfel incat punctele
ramase sa fie reprezentarea grafica a unei functii f: X — Y, iar toate punctele F
acestei reprezentari sa aiba ordonatele distincte.

€

b. Pentru functia f, scrieti elementele multimilor X si Y, stiind ca Y are cardinalul
minim posibil.

D

c. Descrieti printr-un tabel functia f.

ol B WA~ G

Y

1 2 3 4 5%
Figura 10

-2 -1



Rezolvare

a. Punctele C si D sunt singurele care au aceeasi abscisa, asadar unul dintre ele trebuie eliminat. Deoarece
punctele A si C au ordonata 3, unul dintre ele trebuie eliminat. Prin urmare, punctul C nu face parte din repre-
zentarea grafica a functiei f.

b. Eliminand punctul C, obtinem f:X — ¥, cu X ={-2,0,1, 3,5} si Y={1, 2, 3, 4, 5}.

c. Legea de corespondenta verificata de functia f este:

X -2 0 1 3 5
f0x) 3 2 1 4 5

. Determinati numarul functiilor f: {2, 5, 8} —{0, 1, 2, 3, 4} cu proprietatea f(2) + f(8) = 3.

Rezolvare

a. Deoarece f(2) si f(8) apartin multimii {O, 1, 2, 3}, conditiaf(2) + f(8) = 3 este verificata in urmatoarele 4 cazuri:
f(2)=0, f(8) =3 sauf(2) =1, f(8) =2 sau f(2) = 2, f(8) = 1 sau f(2) = 3, f(8) = 0.
Pentru fiecare caz, f(5) poate fi oricare dintre cele 5 elemente ale domeniului de valori, deci se pot defini
4 - 5 =20 de functii cu proprietatea din enunt.

. Functia f: R — R verifica relatia f(7x + 3) = 11x — 5, pentru orice x € R. Determinati numarul f(101).

Rezolvare
Pentru a determina f(101), in legea de corespondenta a functiei vom inlocui x cu valoarea pentru care
7x + 3 =101. Obtinem x =14, deci f(7 - 14 + 3) =11 - 14 - 5, adica f(101) = 149.

. Se considera multimea D = {1, 5,17, 33}. Determinati:

a. multimea E c R, cu humar minim de elemente, astfel incat corespondenta x — 3x + 7 sa defineasca o functie
fiD—>E;

b. multimea A c R, cu numar maxim de elemente, pentru care corespondenta x — 4x — 3 defineste o functie
g:A—D.

Rezolvare

a. Corespondenta indicata defineste functia fi:D—E, f(x)=3x+7. Imaginea elementului 1 e D este
f)=3-1+7=10,deci10 € E. Analog, din f(5) = 22, f(17) = 58 5i f(33) = 106 rezultd 22 < E, 58 € E, respec-
tiv 106 e E. Deoarece E trebuie sa aibd un numar minim de elemente, obtinem E = {10, 22, 58, 106}.

b. Consideram functiag: A —» D, g(x) = 4x — 3. Un element y € D este imaginea unui element x e A prin functia g,
daca g(x) = y. Ti atribuim pe rand lui y valorile 1, 5, 17, 33 (elementele lui D) si rezolvam ecuatia g(x) = y pen-
tru a gasi elemente ale multimii A:

e pentruy=1:gx)=1<4x-3=1<x=1; e pentruy=17:gx)=17 < 4x-3=17 < x=05;
e pentruy=5:gx)=5<4x-3=5<x=2; e pentruy=33:gx)=33 < 4x-3=33<x=9.
Intrucat nu toate elementele domeniului de valori sunt obligatoriu imagini ale unor elemente din domeniul

de definitie al unei functii, rezulta ca multimea A are cel mult patru elemente: 1, 2, 5 si 9. Numarul maxim de
elemente se obtine pentruA={1, 2, 5, 9}.

Probleme propuse

1.

Precizati care dintre urmatoarele diagrame reprezinta o functie definitd pe multimea A={a,, a,, a,, a,}
cu valori in multimea B = {b,, b,, b, b,}:

a.

. Explicati care dintre tabelele urmatoare descrie o functie:
a x 2 -1 3 -3 -2 1 b x -2 -1 3 -3 2 1
f@d) 3 3 -1 -1 4 4 gx) 3 3 -1 -1
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3. Precizati daca utilizand formula f(x) = 2x + 5 se poate defini:
a. ofunctief: {-2,-1,1,2} > {1,3,5,9}; b. o functief: {-2,-1,0,1,2} - {1,3,5,7,9}.

4. Se considera multimile A = {42, 77, 81,98}, B={2,3,5,7,11} si C={9, 11, 42, 49}. Reprezentati cu ajuto-
rul diagramelor urmatoarele corespondente, apoi decideti care dintre acestea defineste o functie:

a. X e A—y e B, unde y este divizor al lui x; b. x e B—y € A, unde y este multiplu al lui x;

c. xe A—y e C,unde y este divizor al lui x; d. xe C—y e A, unde y este multiplu al lui x.
5. Urmatoarele perechi sunt elementele unei submultimi a produsului cartezian A x B:

a. (-2,3),(-1,2),(0,1),(1,0),(2,-1), (3,-2); b. (-2,2),(,-3),(2,1),3,-1),1,2),(0,-2);

c. (-3,1),(-2,-1),(@1,-1),(0,1),(2,-1),4,1); d. (0,0),(1,1),(2,2),(3,3),4,2),(5,1),(6,0).

Indicati, in fiecare caz, multimile minimale A si B. Precizati care dintre multimile de perechi ordonate enume-
rate reprezinta graficul unei functii definite pe A cu valori in B. Reprezentati grafic functiile obtinute.
Observatie. multimi minimale = multimi cu numar minim de elemente posibil.

6. Determinati domeniul maxim de definitie D pentru fiecare dintre functiile:

a DR, f0)=2FL per: b, f:D— 0, fk)=2X=L bz

x-1 k+1k|

X 3x+4
CFDoR f(X)=—X— DR d DR fx)=—2*%  pep.
¢ f:D>R f(X) -1 f:D>R, f(x) x(x+1)(x+2) <

7. Diagrama din Figura 11 descrie o functie f: A — B.
a. Scrieti elementele domeniului de definitie.

b. Scrieti elementele domeniului de valori.
c. Calculati f(1) +f(4) - f(2) = f(7) : 3 - f(0).
8. Se considera functia f: {-3,-1,1, 2} > R, f(x) = —x + 2.

a. Stabiliti care dintre punctele A(-3, 1) si B(-1, 3), C(0, 2) si D(1, 1)
se afla pe graficul functiei f.

b. Reprezentati grafic functia fintr-un reper cartezian xOy.
9. Se considera functiaf: {-2,-1,0,1, 3} > R, f(x) = x* - 2.

a. Alcatuiti tabelul de valori al functiei f. Figura1l

b. Reprezentati grafic functia f intr-un reper cartezian xOy.

10. Se considera multimea M= {3, 6, 9, 12}. Determinati:
a. multimea A c R, cu numar maxim de elemente pentru care exista o functie : A > M, f(x) = 3x + 6;

b. multimea B = R, cu numar minim de elemente, astfel incat sa existe functiag: M — B, g(x) =2x - 17;

c. doud numere reale a si b pentru care asocierea x — ax + b defineste o functie de la multimea M la multi-
meaN={0,1,2, 3}.

11. a. Determinati valorile numarului real m si reprezentati grafic functia f: {0, 1, 2, 3} — R, f(x) =2x + m, stiind

% c& punctul A(1, -1) apartine graficului functiei f.

b. Determinati numarul real m si reprezentati grafic functia VA
f: {0, 1, 3,4, 5} — R, f(x) = mx =5, stiind ca punctulA(m + 1, m + 4) 51
apartine graficului functiei. D
c. Determinatinumerelereale asib siapoireprezentati grafic functia A '
£:{0,1,2,3,4} >R, f(x) =ax+b, stiind ca punctele A(1, 1) si 3______$ i
B(3, 3) apartin graficului functiei f. 5 | |
12. In Figura 12, multimea {A, B, C, D, E, F} este reprezentarea grafici T
a unei functii numerice f: X > Y. A i+
a. Scrieti elementele multimii X. L, P o .
4 -3 2 100 1 2 3 x

b. Scrieti elementele multimii Y, stiind ca are cardinalul minim posibil. ;

@--m o 1T
c. Descrieti aceeasi functie printr-un tabel. E
.. . . . o -24
d. Descrieti aceeasi functie printr-o formula. .
’ ’ ’ Figura 12



13.

14.

15.

16.

17.

Determinati, in fiecare caz, numarul functiilor f: {1, 2, 3, 4} — {1, 2, 3, 4, 5} care indeplinesc conditiile:
a. f1) +f(2)=3; b. f(1), f(2), f(3), f(4) sunt distincte doua cate doua si f(2) + f(3) = 5.

Determinati toate functiile f: {2, 3, 4} — {3, 4, 5} cu proprietateaf(x) > x + 1, pentru orice x € {2, 3, 4}. Repre-
zentati-le cu ajutorul unui singur tabel.

a. Functia f: R — R verifica relatia f(3x + 1) = —2x + 4, pentru orice x € R. Calculati f(-2) + f(22).
b. Functia f: (0, ) — R verifica relatia f(x*) = 3x + 1, pentru orice x > 0. Calculati f(1) + f(4) + f(9).

O functie f: N* — R are proprietatea f(m) + f(n) = flmn), pentru orice numere naturale m si n. Stiind ca f(2) =3
si f(3) =5, calculati f(1152).

Tabelul urmator arata numarul de cutii cu mancare pentru caini consu-
mate de Pufi si Rex, cei doi cdini ai lui Rares, de-a lungul a sase zile:

numar de zile (x) 1 2 3 4 5 6
numar de cutii (y) 2 4 6 8 10 12

¥
P

a. Definiti o functie f care sa asocieze fiecarui numar de zile x numarul

de cutii y consumate pana in ziua x inclusiv. <l m b

b. Exprimati legea de corespondenta a functiei cu ajutorul unei formule.
c. Reprezentati grafic functia f.

Autoevaluare

1. Fie f: A — B o functie. Completati spatiile punctate astfel incat afirmatiile urmatoare sa fie adevarate: (2p)
a. Multimea A se numeste domeniulde............... al functiei f.
b. Multimea B se numeste domeniulde............... al functiei f.

c. Daca A si B sunt submultimi ale multimii numerelor reale, atunci f se numeste functie................

d. Dacab=f(a),undea e Asib e B,atuncibsenumeste............... elementului a prin functia f.
2. Se considera functiaf: {1, 2,3, a} - {3, 5, b, 11}, f(x) =2x + 1, unde a, b € R. (2p)
Alegeti varianta corespunzatoare raspunsului corect:
a. f(1) este egal cu:
A. 5 B. 3 c.1 D. 7.
b. f(2) este egal cu:
A. 4 B. 10 c. 11 D. 5.
c. Numarul a este egal cu:
A. O B. 3 c. 4 D. 5.
d. Numarul b este egal cu:
A. 3 B. 7 c.9 D. 11.
3. Tabelul de mai jos prezinta temperatura zilnica medie Tnregistrata de-a lungul unei saptamani. (2p)
temperatura (x) 21 23 20 18 21 22 24
ziua (y) Lu Ma Mi Jo Vi Sa Du
Precizati daca acest tabel defineste o functie. Justificati raspunsul!
4. Determinati numarul real m si reprezentati grafic functia f: {-1, 0, 1, 2} - R, f(x) = —mx + 2, 3p)

stiind ca punctul A(1, 0) apartine graficului functiei f.

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.




Lectia 2: Functiade formaf:D > R, f(x) =ax+ b, a, b € R,
unde D c R este o multime finita sau un interval nedegenerat.
Interpretare geometrica. Lecturi grafice

Cuvinte-cheie

dreapta produs cartezian functie de gradul I functie constanta reprezentare geometrica

Procesele din viata de zi cu zi sau fenomenele din natura se desfasoara
deseori liniar (prezinta cresteri sau descresteri constante la cresteri con-
stante ale variabilelor), cel putin intre anumite limite. Un atelier de cofe-
tarie care produce cate 200 de prajituri pe ord, dupa doua ore va realiza
400 de prajituri, dupa 3 ore, 600 de prajituri, dupa 4 ore, 800 de prajituri
etc. (numarul de prajituri creste cu aceeasi cantitate dupa fiecare ora).

La fel, daca un rezervor de 8000 de litri de apa se goleste printr-o
conductd cu cate 40 de litri pe minut, dupa doua minute mai contine
8000 - 2 - 40 litri, dupa 5 minute, 8000 - 5 - 40 litri; volumul de apa din
rezervor descreste cu acelasi numar de litri, odata cu fiecare minut scurs.

Multe dintre situatiile cotidiene pot fi descrise prin astfel de procese lini-
are, pe care le vom modela cu ajutorul functiilor, fie pentru a rezolva pro-
bleme concrete, fie pentru a face estimari sau predictii asupra proceselor/
fenomenelor viitoare.

2.1. Studiu de caz: functiaf: D > R, f(x) =ax,a e R,a 20,
unde D c R este o multime finita

@ Situatie problema

Robotul industrial din figura alaturata produce doua piese pe minut.
Un ciclu de productie dureaza 10 minute, dupa care robotul se opreste
pentru colectarea pieselor produse; apoi procesul se reia cu un nou ciclu.

Cate piese produce robotul dupa trei minute? Dar dupa cinci minute?
Dar intr-un ciclu de productie?

Urmatorul tabel aratd numarul de piese produse intr-un ciclu de
productie complet (10 minute), masurand din minut Tn minut.

durata(minute) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

numar piese 0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Observam ca numarul de piese produse dupa un numar YA YA
intreg x de minute, 0 <x <10, este 2x. 20 l 20
Definind o functie cu ajutorul tabelului de mai sus, putem 18 o 18
spune ca numarul de piese obtinute de-a lungul unui ciclu 16 . 16
de productie este descris de functia: 14 . 14
7:{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} > R, f(x) = 2x, 12 ? 12
10 . 10
pe care am reprezentat-o grafic in Figura 1. 8 l 8
Intuitiv, observam ca punctele graficului sunt coliniare 6 . 6
(aspect confirmat in Figura 2), iar dreapta care contine 4l 4
punctele graficului trece prin origine. 2| 2
0 . 0 >
20l 246810 x -200 2246810 x

Figura 1 Figura 2
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Daca a =0 este un numar real si D este o multime finita de numere reale, atunci reprezentarea geometrica
a graficului functiei f: D - R, f(x) = ax, este o multime de puncte coliniare, aflate pe o dreapta care trece prin
originea sistemului de coordonate.

2.2. Studiu de caz: functiaf: D > R, f(x) =ax+b,a,b e R,a,b %0,

unde D c R este o multime finita

Situatie problema

In gradina Mariei, un decorator de exterior foloseste placi de lemn pentru
a delimita conturul unor cuiburi de flori, asezate de-a lungul unei alei pe care Thcap
25 de cuiburi. Maria se gandeste:
a. Cate placi sunt necesare pentru constructia a 7 cuiburi alaturate? Dar pentru
12 cuiburi?
b. Ajung 10 pachete a cate 8 placi pentru a construi cele 25 de cuiburi?

1 cuib 2 cuiburi 3 cuiburi 4 cuiburi
£] I
4 placi 7 placi 10 placi 13 placi
\_/ \_/v
+3 placi +3 placi +3 placi

Numarul de placi p necesare depinde de numarul n de cuiburi construite, deci este o functie de n, notata p(n).
Avem p(1) =4, p(2) =7, p(3) =10, p(4) =13.

Putem raspunde usor la intrebarile de mai sus daca gasim o relatie care sa exprime valoarea lui p(n) printr-o formula.

Se observa ca numarul de placi necesare creste cu 3 odata cu fiecare cuib adaugat.

Intrucat adunarea repetata a lui 3 de n ori este acelasi lucru cu Tnmultirea lui n cu 3, pentru inceput vom com-
para valorile expresiei 3n cu valorile p(n), pentrun=1, 2, 3, 4.

n 1 2 3 4
3n 3:1=3 3:2=6 3:3=9 3:4=12
p(n) 4=3+1=3-1+1 7=6+1=3-2+1 10=9+1=3-3+1 13=12+1=3-4+1
Pentru valorile studiate, legea de corespondenta dintre numarul n de cuiburi YA

construite si numarul p(n) de placi necesare se scrie p(n) = 3n + 1. Intuim ca numarul 14
de placi necesare este dat de functia: 13
p:{1,2,..25} >R, p(n)=3n+1. 12
11
Intuitia este confirmata de rationament, sesizand ca o succesiune de n cuiburi poate 10
fi construita astfel: 9
o || ] ;
1 +3 +3 +3 +3 7
o - o de nori ©
Revenim la intrebarile Mariei. 5
a. Pentru sapte cuiburi este nevoie de p(7) =3 - 7+ 1 =22 de placi, iar pentru 12 cui- 4
buri, de p(12) = 37 de placi. 3
b. Cele 25 de cuiburi necesita p(25) =3 - 25 + 1 =76 de placi, deci 10 pachete a cate 2
8 placi sunt suficiente. 1

Reprezentand grafic functia p, constatam ca punctele graficului sunt coliniare, iar - >

-10l 1 2 3 4 5 «x

dreapta care le contine nu trece prin origine (Figura 3). )
Figura 3
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Dacaa =0, b # 0 sunt numere reale si D este o multime finita de numere reale, atunci reprezentarea geometrica
a graficului functiei f: D —> R, f(x) = ax + b, este o multime de puncte coliniare, aflate pe o dreapta ce nu contine
originea sistemului de coordonate.




N\

2.3. Studiude caz: functiaf: I»> R, f(x) =ax+b,a,be R, a z0,
unde I R este un interval

Situatie problema

O piscina cu capacitatea de 300 m? se goleste cu ajutorul unor pompe
de evacuare. Intr-un minut, volumul de apa din piscina scade cu 2 m2.

Ne punem problema exprimarii volumului de apa ramas in piscina n
functie de timpul scurs de la pornirea sistemului de evacuare (timp masu-
rat Tn minute).

Astfel, dupa t minute au fost evacuati 2t metri cubi de apa, deci in pis-
cina se mai afla 300 — 2t m?.

Intrucat piscina se goleste complet dupa 150 de minute, volumul de
apa v ramas in piscina dupa t minute este dat de functia:

v:[0,150] —» R, v(t) =300 - 2t. N
De exemplu, dupa 35 de minute, in piscind au ramas: 300 AM
v(35) =300 - 2 - 35 =230 metri cubi de ap3, zg’g c
iar dupd 3195 de secunde, adica 53,25 min, Tn piscind se mai afla: 150
¥(53,25) = 193,5 metri cubi de apa. 100 b
Intrucat domeniul de definitie al functiei v contine o infinitate de puncte, reprezentarea >0 B
geometrica a graficului este si ea o multime infinita. -500l 50100150 X
Pentru a ne forma o idee asupra formei graficului, calculam valorile lui v in capetele Figura 4

intervalului de definitie. Intrucat v(0) = 300 si v(150) = 0, rezulta ca punctele A(0, 300) si
B(150, 0) apartin graficului functiei v (Figura 4).
Pentrut=50sit=100, gasim C(50, 200) € G, respectiv D(100, 100) € G, puncte care apartin segmentului AB.
Aceeasi proprietate are loc si pentru alte puncte ale graficului; astfel, pentru t =25 obtinem pe grafic punc-
tul M(25, 250), care apartine si acesta segmentului AB.

De retinut @

Daca a, b sunt numere reale, cu a=0, iar I=[m, n] este un interval inchis si marginit, atunci reprezenta-
rea geometrica a graficului functiei f: I —» R, f(x) = ax + b, este segmentul de dreapta AB, determinat de punc-
tele A(m, f(m)) si B(n, f(n)).

24.Functiaf:R-> R, f(x)=ax+b,a,b e R

80

In paragrafele de mai sus am studiat cateva procese liniare intalnite in viata cotidiana (ciclul de productie al
unui robot industrial, constructia unor cadre pentru cuiburile de flori, golirea unei piscine). Am observat ca aceste
procese sunt descrise de functiile f(x) = ax + b, definite pe diverse tipuri de multimi. Se impune acum un studiu
mai general.

De retinut @

Definitie. O functie de forma:
fR>R,f(x)=ax+b,

unde a, b € R, a# 0, sunt numere reale date, se numeste functie de gradul I.
Numerele reale a si b se numesc coeficientii functiei f.
O functie de forma f: R — R, f(x) = b, unde b € R, se numeste functie constantd.

Interpretare geometrica. Graficul unei functii de gradul intai este o dreapta.

Intr-adevar, si consideram functiaf: R - R, f(x) =ax + b, cu a, b € R, a # 0, numerele reale x, < x, < x, si punc-
tele A(x,, y,), B(X,, ¥,), C(xs, y;) de pe graficul functiei f, pe care le reprezentam intr-un sistem de coordonate. Vom
arata ca punctele A, B, C sunt coliniare.



Figura 5 corespunde cazului a > 0. Cazul a < O se trateaza analog. v c
Deoarece A(x,, y,) € G, rezulta ca f(x,) =y,, adica y, =ax, +b. La fel, ;
Y,=0ax,+b siy;=ax; +b. :
Atunci@=y2_y1 =ax2+b_ax1_b=a§i,analog, 4N
X, — X, X, — Xy :
NC - ax;+b—ax, —b MB NC & ’ ’ |
AL S RS 272 _q, deci ——=—~. L |
NB  xy—x, X3 — X, MA NB : : [
| | | >
Cum AMB = BNC, triunghiurile AMB si BNC sunt asemenea (cazul L.U.L.), ° % F_X2 : X5 X
igura

deci MAB = NBC. Deducem c& unghiurile ABM si NBC sunt complementare,

iarcum <BMN = 90°, rezulta ca <ABC = 180°, deci punctele A, B, C sunt coliniare. Reciproc, se poate arata ca orice
punct de pe dreapta AB are coordonatele de forma (t, at + b), deci apartine graficului functiei f. In concluzie,

graficul functiei f este dreapta AB.

Observatie

Graficul unei functii constante f: R — R, f(x) = b, este:

« dreapta paraleld cu axa Ox care trece prin punctul T(0, b), daca b=0
(Figura 6);

e axa Ox, daca b=0.

Metoda @

YA
4_-

3_-
21T

1_-

-3 -2 —'1? 1 2 3x

Figura 6
Graficul functiei f: R - R, f(x) = 2

Algoritm pentru reprezentarea graficului unei functiide formaf: R > R, f(xX) =ax + b

Intrucat o dreapta este determinatd de doud puncte distincte, pentru a trasa graficul unei functii de
formaf:R - R, f(x) =ax+b (a, b € R), este suficient sa determinam doua puncte ale graficului.
Pasul 1. Se dau lui x doua valori distincte x, si x,, se calculeaza f(x,) si f(x,) si se obtin doua puncte A(x,, f(x,))

si B(x,, f(x,)), de pe graficul functiei f.

Pasul 2. Se reprezinta intr-un reper cartezian punctele A si B. Graficul functiei f este dreapta AB.

Exemple D

1. Fiefunctiaf: R > R, f(x) =x + 2.
+ Pentrux=-2:f(-2) =0, deci A(-2, 0) € G;.
+ Pentru x=0: f(0) = 2, deci B(0, 2) € G;.
Graficul functiei f este dreapta AB (Figura 7).

2. Fiefunctiag: R > R, g(x) =—2x + 3.
+ Pentrux=1:g(1)=1, deciC(1,1) € G,.
+ Pentrux=2:g(2) =-1, deci D(2, -1) € G,.
Graficul functiei g este dreapta CD (Figura 8).

Figura 7

Figura 8

o
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3. Fie functia h: R -> R, h(x) = 3. 4. Fie functia u: R - R, u(x) = 2x.

« Pentrux=-1: h(-1) =3, deci E(-1, 3) € G,,. « Pentrux=0:u(0) =0, deci 0(0, 0) € G,,.
« Pentrux=2: h(2) =3, deci F(2, 3) € G,. « Pentrux=1:u(1) =2, deci M(1, 2) € G,,.
Graficul functiei h este dreapta EF (Figura 9). Graficul functiei u este dreapta OM (Figura 10).
VA
YA 4
4+ 3
Ev 3 F' 2_
. 1
D1t : —
i ! 1 -2 _10
3% a0 12 5%
_1__ _2__
Figura 9 Figura 10 31
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In planul xOy deosebim trei tipuri de drepte: orizontale (axa Ox si dreptele paralele cu Ox), verticale (axa Oy si
dreptele paralele cu Oy) si oblice (care nu sunt paralele, nici nu coincid cu Ox sau Oy).

1. Graficul unei functii constante nenule f: R —» R, f(x) = b, b # 0, este o dreapta paralela cu Ox.
Graficul functiei constante nule f: R — R, f(x) = 0, este axa Ox.

2. Graficul unei functii f: R - R, f(x) = ax, a # 0, este o dreapta oblica ce trece prin originea axelor de coordonate.

3. Graficul unei functii de gradul I f: R > R, f(x)=ax+b, cu a0, b0, este o dreapta oblica ce nu contine

originea sistemului de axe de coordonate.

in acest caz, ne punem problema determinarii punctelor de intersectie a graficului functiei cu axele de coordo-
nate. Stim ca punctele de pe axa Oy au coordonatele de forma (0, y), iar coordonatele punctelor axei Ox au forma
(x, 0). Deducem ca:

« daca A(0, y) e G,, atunciy = f(0), deci G, Oy = {A(0, b)};

« daca B(x, 0) € G, atunci f(x) = 0, deci ax + b = 0. Rezulta x = —g, deci G, NOx = {B(—g, Oj}

Observatie

In paragrafele 2.1, 2.2, 2.3 am analizat comportarea unei functii de forma f: D — R, f(x) = ax + b, pentru care
domeniul de definitie D este o multime finita sau un interval.

Considerand functia g: R —» R, g(x) = ax + b, obtinuta prin prelungirea domeniului de definitie D al functiei f la
multimea R (cu aceeasi lege de corespondenta), constatdm ca, in fiecare caz studiat, graficul functiei f este o
submultime a graficului functiei g (ca atare, G, este o multime de puncte coliniare).

Invers, fiind data o functie g: R - R, g(x) =ax+ b, si o submultime D < R, putem defini o functie f: D > R,
f(x) = ax + b. Evident, G;c G,.

Exemple D

1. Graficul functiei f,: (-, 2] > R, fl(x)=£+1, este 2. Graficul functiei f,: (-3, ) > R, f,(x) =—2x -4, este
) L ) o 2, semidreapta deschisa CD, inclusa in graficul func-
semidreapta inchisa AB, inclusa in graficul func- tiei g,: R — R, g,(x) =—2x — 4 (Figura 12).
tieig:R>R, g,(x) :§+ 1 (Figura 11).

Figura 11 Figura 12
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3. Graficul functiei f,: [1, 4] > R, f,(x) =x - 3, este seg- 4. Graficulfunctieif,: (-2, 3) > R, f,(x) = 2, este segmen-

mentul inchis EF, inclus Tn graficul functiei g;: R - R, tul deschis MN, inclus in graficul functiei g;; R »> R,
g,(x) =x — 3 (Figura 13). g,(x) =2 (Figura 14).
Figura 13 4 Figura 14 v4
M 2 N
5 _2 T 3 >

Activitate pe echipe

I. La o intalnire de lucru, sunt mese mici la care se pot aseza patru persoane, cate una pe fiecare latura. Mesele
mici se pot uni pentru a forma mese mai mari, pentru mai multe persoane.

Lucrati n echipe de cate 5-6 membri si raspundeti la urmatoarele cerinte:

1. Determinati cate persoane se pot aseza unind patru mese.

2. Determinati cate mese trebuie unite pentru a putea aseza un grup de 14 persoane.

3. Decideti daca 20 de persoane se pot aseza la un grup de mese astfel unite, ocupand toate locurile disponi-
bile. Dar 217

4. Stabiliti o relatie intre numarul de mese si numarul de locuri disponibile, apoi definiti o functie
f:{1,2,3,4,5,6,7,8} —> R, care asociaza fiecarui x € {1, 2, ..., 8} numarul maxim de persoane care se pot
aseza la o masa lunga, formata unind x mese.

5. Reprezentati grafic functia gasita si verificati daca punctele graficului sunt coliniare.

I1.Consideram sirul de figuri de mai jos, care se continua respectand acelasi model. Ne intereseaza cate patra-
tele-unitate contine fiecare figura. De exemplu, prima figura are 3 patratele, a doua figura se construieste cu
5 patratele etc.

Lucrati Tn echipe de cate 5-6 membri si raspundeti la urmatoarele cerinte:

1. Desenati urmatoarele doua figuri din sir.

2. Alcatuiti un tabel care sa exprime dependenta functionald dintre pozitia figurii Tn sir si numarul de patratele
al figurii, pentru primele 5 figuri.

3. Decideti daca se poate construi o figura din sir folosind 19 patratele. Dar folosind 24?

4. Stabiliti o relatie intre pozitia figurii in sir si numarul de patratele necesare pentru constructia figurii, apoi
definiti o functie f: {1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8} — R, care sa asocieze fiecarui x € {1, 2, ..., 8} numarul de patratele
al figurii cu pozitia x din sir.

5. Reprezentati grafic functia gasita si verificati daca punctele graficului sunt coliniare.




Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. In Figura 15 este reprezentata o functie de gradul intai, f: R — R, f(x) = ax+ b (a, b € R), al cérei grafic contine
punctele A si B.
a. Priviti cu atentie Figura 15 si indicati coordonatele punctelor A si B.
b. Determinati numerele a si b si calculati f(7).
c. Determinati punctele in care graficul functiei f intersecteaza axele de coordonate.

Rezolvare

a. Deoarece punctul B se afla la intersectia dintre dreapta verticalda ce trece prin y
punctul de coordonata 1 de pe axa Ox cu dreapta orizontala ce trece prin punctul 3
de coordonata 3 de pe axa Oy, B are abscisa 1 si ordonata 3, prin urmare putem 5
scrie B(1, 3). Analog deducem ca A are abscisa si ordonata egale cu 1, deci scriem i
A(-1,-2). /M

b. Conform definitiei graficului unei functii, un punct M(x, y) apartine graficului functiei f = ' o 1 M
daca si numai daca f(x) = y. Redactam rezolvarea astfel: A%#
{A(—l,—l)er - {f(—l)z—l - {—a+b=—1 :{a=2. Figura 15

B(1,3)eG; f1)=3 a+b=3 b=1

Obtinem f(x) = 2x + 1, pentru orice x € R, de unde rezulta ca f(7) = 15.

c. Fie M(0, y,) € Oy si N(x,, 0) € Ox punctele de intersectie ale graficului functiei f cu axele de coordonate.
Atunci:
* M@, y,) € G;=y,=f(0) = y,=1, deci G, Oy = {M(0, 1)};

* N(xp, 0) € G;=flx)) =0 = 2x,+1=0=x, = —%, deci G; NOx = {N(—%,OJ}.

2. Se considera functiile i R > R, f(x) =—2x+4,sig: R > R, g(x) =x + 1.
a. Reprezentati grafic functiile f si g, in acelasi sistem de axe de coordonate.
b. Determinati coordonatele punctului de intersectie a graficelor celor doua functii.

Rezolvare

a. Graficele functiilor f si g sunt doua drepte. Ii ddm valori lui x pentru a gési cate doua
puncte ale graficului fiecarei functii. Cum f(2) = 0 si f(0) = 4, punctele A(2, 0) si B(0, 4)
apartin graficului functiei f.
La fel, din g(=1) =0 si g(2) = 3, graficul functiei g este dreapta care contine punc- Figura 16

tele C(-1, 0) si D(2, 3) (Figura 16).

D b. Fie I(x, ¥,) punctul de intersectie a graficelor functiilor f si g. Din I(x,, y,) € G; rezulta f(x,) =y,, iar din
I(x,, ¥o) € G avem g(x,) = y,. Obtinem —2x, + 4 =y, respectiv x, + 1 = y,, deci —-2x, + 4 = x, + 1, cu solutia x, = 1.
Cum f(1) = g(1) = 2, rezultd G, N G, = {I(1, 2)}.
Observatie. Din rezolvarea de mai sus deducem urmatoarele reguli pentru determinarea coordonatelor
punctului de intersectie a graficelor a doua functii f si g:
Daca G, G, = {I}, atunci:
- abscisa lui I este solutia ecuatiei f(x) = g(x);

- coordonatele lui I sunt solutia sistemului {y=f(x).
' y=28(x)

3. In sistemul de coordonate xOy se considerd punctul C(2,0). y A
Determinati distanta de la punctul C la graficul functiei f: R - R, 71
f=6-3%. &

4 5
Rezolvare 4
Graficul functiei f este dreapta AB, cu A(0, 6) si B(8, 0). 3
Fie D intersectia graficului functiei f cu paralela prin C la Oy 5
(Figura 17). .

Atunci triunghiul CBD este dreptunghic, iar distanta de la C la gra-

ficul functiei f este lungimea Tnaltimii CH a acestui triunghi. _i _i 0

-1t

Figura 17
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@ Aflam coordonatele punctului D. Avem x, = x. = 2, iar din D € G, rezulta y, = f(2) =% Obtinem D[2, %)

Ne reamintim formula distantei dintre doua puncte in plan: MN = \/(XN =X, ¥+ =y ).

Obtinem BC=6, CD=2, BD="2 deci cH="20 _18
' 2 2 BD 5
1. Pentru fiecare dintre functiile f: D — R de mai jos, determinati multimea V = {f(x) |x IS D}: {/\
a. f1{-3,-2,1,3} >R, f(x) =2x-1; b. f:{0,1,2,4,8} >R, f(x) =—-4x+7.
2. Reprezentati grafic functiile:
a. f:{0,1,2} > {2,3,4},fx)=4-x; b. g{-2,-1,0,2,3} >R, gx) =3 - 2x.
3. Determinati domeniul maxim de definitie al fiecareia dintre functiile:
a. f1A—{-5,-3,1,11}, f(x) =2x+ 7; b. g:C— {-8,-5,1,7,28},g(x) =3x-11.
4. Determinati domeniul minim de valori al fiecareia dintre functiile:
a. f:{-1,0,4,7} - B, f(x) =-3x+11; b. g:{-6,-3,0,3,6} D, f(x)=2x-1.
5. Urmatoarele functii sunt de forma f: R —» R, f(x) = ax + b, unde q, b € R. Precizati coeficientii a si b daca:
a. fX)=3x+7; b. f(x) =§x —%; c. f(x) =—4x; d. f(x)= 7X;10.

6. Paula este chitarist de studio si este platita cu 80 de lei pe ora. Pentru
fiecare sesiune de inregistrari la care participa, ea doneaza 20 de lei
pentru actiuni umanitare, iar restul de bani i se vireaza in cont.

a. Ce suma de bani1i ramane Paulei dupa o sesiune de doua ore? Dar
dupa una de 5 ore?

b. Exprimati suma care ajunge in contul Paulei dupa o sesiune de x ore,
x<8, caofunctief: {1, 2,3, .., 8} >R, de forma f(x) = ax + b, unde
a si b sunt numere reale.

7. Stabiliti daca punctele urmatoare apartin reprezentarii grafice a functiei f: R - R, f(x) = 4x — 1:
@j a. A(-1, -5); b. B(3, -1); c. C(0,-1); d. D@3, 6).

8. Determinati functiaf: R > R, f(x) =ax+ b, a, b € R, a carei reprezentare grafica contine punctele A si B, unde:

a. A(=1,7): B, 4); b. A(=2, 15): B(2, -1): c. A(2,5): B3, 7): d. A(%, -2} B[—g, 2}

9. Reprezentati grafic functiile f: R — R definite prin:
a. f)=-x+2; b. f(x) =2x - 6; c. f(x)=3x; d. f(x)=4.

10. Pentru fiecare dintre tripletele urmatoare, stabiliti daca sunt formate din coordonatele unor puncte coliniare
si, Tn caz afirmativ, determinati functia f:R - R, f(x) = ax + b (a, b € R), a carei reprezentare grafica contine
aceste puncte:

a. (2,3),(-1,-3), (1, 1); b. (0,3),(v2,3), (-1, 3);
c. [—% oj, (-1, 3), (2, -3); d. (ﬁ, 4), (—\/§, —2), ©, 1).

11. In Figura 18 sunt reprezentate punctele A si B intr-un sistem cartezian de coordo-
nate xOy.

a. Cititi coordonatele punctelor A si B si apoi determinati functia de gradul intai a carei
reprezentare grafica in reperul cartezian xOy este dreapta AB.

RPN W A<

B
b. Determinati ordonata punctului de abscisa 2 care apartine dreptei AB. o 1 2 3 «

c. Determinati abscisa punctului de ordonata 2 care apartine dreptei AB. Figura 18
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

24.

25.

in reperul cartezian xOy , fie punctele A(2, 3), B(2, 1) si C(4, 1) (Figura 19).
a. Stabiliti care dintre dreptele AB, AC si BC sunt reprezentari grafice ale unor functii
de gradul intai.

b. Determinati functia a carei reprezentare geometrica in reperul cartezian xOy este
segmentul inchis AC.

c. Folosind lectura grafica, determinati multimea valorilor pe care le ia functia a carei
reprezentare grafica este segmentul deschis BC. Figura 19

Reprezentati geometric, in acelasi sistem de coordonate, graficele functiilor f, g: R — R, unde:

a. f(x)=xsigx) =-x; b. f(x)=3x-1sig(x)=3x+1;
c. f0)=2x-1sigx)=-2x+1; d. fX) =—x+4sigk)=2x+4.
Reprezentati geometric, in sisteme de coordonate separate, graficele functiilor f si g, unde:
a. TR R, f(x)=-3x+2, b.f:R—>R, f(x) =x+3,
g:{-1,0,1,3} >R, gx)=-3x+2; g [-2,3] >R, gx) =x+3;
c. fR->R,f(x)=4x-5, d.f:R->R, f(x) =3,
g (-»,2] > R, g(x) =4x - 5; g [-3,0) >R, g(x) =3.

Determinati, in fiecare caz, numarul real m pentru care sunt adevarate urmatoarele afirmatii.

a. Punctul A(2, —3) apartine graficului functiei f: R > R, f(x) = (m+ 1)x - 7.

b. Punctul B(m + 1, =5m — 4) apartine graficului functiei f: R - R, f(x) = —-3x + 5.

Reprezentarea grafica a functiei f: R »> R, f(x) = ax+ b, q, b € R, contine punctele A(2, 5) si B(-1, 3).

a. Reprezentatiin plan punctele A si B si trasati graficul functiei f.

b. Determinati numerele a si b.

Fie functia f: (-3, +0) > R, f(x) = (2 —a)x + 8 + 4a, unde a € R.

a. Determinati valoarea lui a pentru care graficul functiei contine originea sistemului de axe.

b. Reprezentati grafic functia f pentru a =-2.

c. Calculatisuma S=f(1) +f(2) + ... + f(10).

Determinati coordonatele punctelor de intersectie ale graficului functiei f: R — R cu axele Ox si Oy, unde:
a. fx) = —4x +12; b. f(x) = 6x - 3; c. f(x)=-3x+12; d. f(x)=~/5x-+/20.
Determinati coordonatele punctului de intersectie a graficelor functiilor f: R > R si g: R — R, unde:

a. f(x)=5x-3,g(x) =3x-5; b. f(x) =6x—-4, g(x) =3x+11.

Se considera functiile f, g: R — R, definite prin f(x) = ax-1

. X
=7-=.
si g(x) >

a. Ardtati ca graficul functiei h: R — R, h(x) = 2x — 3, contine punctul de intersectie al graficelor functiilor f si g.
b. Reprezentati grafic functiile f, g si h, Tn acelasi sistem de coordonate.

Graficul functiei R > R, f(x) =ax+b, a, b € R, contine punctele A(1, 5) si B(3, -1). Stabiliti daca punc-
tele C(-1, —=10) si D(=7, 29) apartin graficului functiei f.

Determinati numerele reale a astfel incat punctele A(2, 3), B(3, 5), C(a, a?) sa fie coliniare.

In sistemul de coordonate xOy, se consider punctele A(4, 2) si B(~2, —4). Determinati distanta de la origine
la dreapta AB si aria triunghiului AOB.

Fiefunctiafi R > R, f(x) = (@ — 1)x+ 1, unde a € R, a = 1. Determinati a astfel incat distanta dintre punctele de
intersectie ale graficului cu axele de coordonate sa fie egala cu V2.
Se considera functia f: R - R, f(x) = 6 — 2x.

a. Reprezentati grafic functia f intr-un sistem de axe ortogonale xOy.

b. Calculati aria triunghiului determinat de graficul functiei f si axele de
coordonate.

c. Determinati coordonatele punctului de pe graficul functiei f care are
abscisa egala cu ordonata.




26. Se considera functia f: R — R, f(x) = 3x + 2. Punctul C(a, b), aflat pe graficul functiei, are coordonatele numere
intregi. Determinati a si b stiind ca distanta de la C la axa Ox este egald cu 7.

27. George merge la un parc de distractii. Biletul de intrare este 20 de lei,
iar pentru o tura la orice carusel trebuie cumparat un jeton care costa
5 lei.

a. Cati lei ar trebui sa cheltuie George la parcul de distractii pentru
6 ture de carusel? 5

b. Pentru vizita la parcul de distractii, George are un buget de 124 de |
lei. Determinati o functie de forma f: A >R, f(x) =ax+b, unde A
este domeniul maxim de definitie, care exprima suma necesara lui
George pentru x ture de carusel, Tn limita bugetului.

Autoevaluare
1. Completati spatiile punctate astfel incat afirmatiile urmatoare sa fie adevarate: (2p)
a. Reprezentarea geometricd a graficului functiei f: R > R, f(x) =5x+2,este0...........cc.o...
b. Reprezentarea geometrica a graficului functiei f:[2, 6] > R, f(xX) =5x+2,esteun..................
c. Valoarea functieif: R > R, f(x) =—6x+ 7, pentrux=2este..................
d. Punctul de intersectie dintre graficul functiei f: R > R, f(x)= 2\2x-12, siaxaOxeste..................

2. Fie functia f: R — R, f(x) = 2x — 5. Alegeti varianta corespunzatoare raspunsului corect: (2p)
a. Valoarea functiei f pentru x = 3 este egala cu:
A. 5 B. 3 c.1 D. 7.
b. f(1) + f(2) + f(3) + f(4) este:
A. -3 B. 10 c. -5 D. 0.
c. Punctul M(a, 3) apartine graficului functiei f daca a este egal cu:
A 4 B. 0 c. -2 D. 5.
d. Graficul functiei f intersecteaza axa Oy in punctul de coordonate:
A. (4,0) B. (0,-5) C. (-5,0) D. (1, 1).
3. Se considera functiile f, g: R > R, f(x) =x+ 2, g(x) = —x + 2. (2p)

a. Determinati coordonatele punctului de intersectie al graficelor celor doua functii.
b. Ardtati ca numarul N = f(3) + f(4) + f(5) + ... + f(43) — 1 este patrat perfect.
4. Determinati numarul real m si reprezentati grafic functia f: {-1, 0, 1, 2} —> R, f(x) =—mx+ 2, stiind ca punc-
tul A(1, 0) apartine graficului functiei f. 3p)
Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.




Proiect.
Amortizarea mijloacelor fixe

In economie, un mijloc fix de productie (cum
ar fi un utilaj industrial) Tsi pierde din valoare
din cauza uzurii (morale sau fizice), odata cu
fiecare an de utilizare. Amortizarea reprezinta
un proces financiar de repartizare a valorii afe-
rente unui mijloc fix de-a lungul perioadei sale
de viata utile.

In tara noastr, clasificarea mijloacelor fixe

@ utilizate in economie, duratele normale de
functionare ale acestora (care corespund cu duratele de amortizare Tn ani) si modul de calcul al amortizarii
sunt reglementate prin lege.

In general, se utilizeaza metoda amortizdrii liniare, care presupune o depreciere constantd in fiecare an.
De exemplu, daca o companie achizitioneaza un echipament n valoare de 6 000 de euro, pe care planuieste sa
il utilizeze Tn procesul de productie timp de 5 ani, valoarea echipamentului se depreciaza cu 6000 :5=1200 de
euro pe an. in bilantul anual, valoarea contabild a echipamentului va fi de 6 000 de euro in primul an; n al doilea
va fide 6000 — 1200 = 4800 de euro, in al treilea, de 3600 de euro si asa mai departe, pana cand valoarea con-
tabild devine 0 (echipamentul a fost amortizat).

Scenariul 1. O companie de transport achizitioneaza o flota noua de masini, la pretul de 140000 de lei masina.

Compania doreste sa amortizeze masinile noi in 7 ani, folosind metoda amortizarii liniare.

a. Determinati o functie de gradul intadi V(x) care sa exprime valoarea contabila a unei masini in functie de
varsta sa x (in ani).

b. Reprezentati grafic functia V(x), folosind unitati de masura diferite pe axe: de exemplu u,=1 (an), pentru axa
Ox, siu,=20 000 (lei), pentru axa Oy.

c. Calculati valoarea contabila a fiecarei masini din noua flota, dupa 3 ani.

d. Aflati dupa ce perioada de utilizare valoarea contabila a fiecarei masini va fi de 60000 de lei.

Scenariul 2. Un producator de softuri informatice deschide un nou departament, pentru care achizitioneaza
calculatoare noi, platind 15000 de lei pentru fiecare calculator. Firma isi propune sa amortizeze fiecare calcula-
tor, folosind metoda amortizarii liniare, cu 2500 de lei pe an.

a. Determinati domeniul maxim de definitie al unei functii de gradul intai C(x) care sa exprime valoarea contabila

a unui calculator in functie de varsta sa x (in ani).

b. Indicati legea de corespondenta a functiei C(x) si reprezentati grafic functia, folosind unitati de masura diferite
pe axe; de exemplu u, = 0,5 (ani), pentru axa Ox, respectiv u,= 1250 (lei), pentru axa Oy.

c. Calculati valoarea contabila a fiecarui calculator dupa 4 ani.

d. Aflati dupa ce perioada de utilizare valoarea contabila a fiecarui calculator va fi mai mica de 6 000 de lei.

Pentru realizarea proiectului, se formeaza echipe de cate 4-5 elevi.

Ce veti urmdrin cadrul proiectului:

« identificarea unei situatii in care este necesarda amortizarea unui mijloc fix la una dintre companiile locale
si rezolvarea unei probleme similare celor prezentate in scenariile de mai sus;

« modul de reglementare al amortizarii si durata normala de functionare, asa cum apar ele in Catalogul mijloa-
celor fixe pentru anul 2025, exemplificate prin cateva mijloace fixe din scoala voastra (constructii, mobilier,
calculatoare etc.);

« descrierea altor metode de amortizare (amortizarea acceleratd, amortizarea degresiva) si exemplificarea
unor situatii care sa justifice aplicarea acestor metode n locul amortizarii liniare.

Resurse: se pot folosi cele oferite public pe internet.

Prezentare: realizati o prezentare PowerPoint, cu text si imagini.

Evaluare: se va tine cont de calitatea documentarii, selectarea informatiilor relevante, acuratetea prezentarii,
modul de lucru in echipd, opiniile exprimate de colegi in urma prezentarii proiectului si calitatea raspunsurilor
oferite la intrebarile acestora.
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Lectia 3: Elemente de statistica: indicatorii tendintei centrale

Cuvinte-cheie

frecventa tendinta centrala medie mediana mod amplitudine

In lumea de astazi se Tnregistreaza si se prelucreaza cantitati mari de
date, precum numarul de locuitori ai fiecarei tari si mediul in care trdiesc
acestia, numarul de angajati sau de someri, productia de cereale sau de
autoturisme, consumul de racoritoare, preferintele sportive sau artistice etc.

Aceste date sunt folosite de diverse componente ale societatii (depar-
tamente guvernamentale, mediul de afaceri sau institute de cercetare
stiintifica) pentru a descoperi si interpreta fapte, pentru a lua decizii si a
face estimari sau a crea scenarii legate de desfasurarea unor evenimente
viitoare. Ramura matematicii care se refera la colectarea, interpretarea sau
explicarea si prezentarea datelor se numeste statisticd.

De retinut

Atunci cand in studiul unui proces sau fenomen se colecteaza multe date (numite date statistice), este mai
important sa studiem tendinta manifestata in general, decat sa analizam situatia fiecarei unitati in parte (lucru
mai complicat si adeseori inutil). De aceea, este de preferat sa caracterizam ntregul set de date prin anumite
valori reprezentative, dintre care un rol special il au indicatorii tendintei centrale: media, mediana si modul, pre-
cum si amplitudinea.

3.1. Media unui set de date statistice

Situatie problema

La un concurs de cultura generalad constand dintr-un test-grila cu 50 de
intrebari, cei 30 de elevi ai clasei a VIII-a B au fost impartiti in doua grupe.
Scorurile realizate de elevii din prima grupa au fost:

31, 24, 46, 25, 33, 38, 35, 40,47, 29, 33, 38, 18, 49, 24.

Membrii celei de-a doua grupe au obtinut punctajele: o
26,50, 48,11, 36, 44, 23, 29, 25, 38, 42, 21, 32, 35, 29. >
O comparatie rapida intre cele doud grupe poate fi facuta calculand :H:, it -
media aritmetica a rezultatelor obtinute de elevii fiecarei grupe: 2 5 D D .
. . 31+24+46+25+33+38+35+40+47+29+33+38+18+49+24 510
media grupei 1 = = =34;
15 15
. . 26+50+48+11+36+44+23+29+25+38+42+21+32+35+29 489
media grupei 2 = 15 =15 =32,6.

De retinut @

Media unui set de date statistice este media aritmetica a tuturor valorilor din setul de date considerat.
Media unui set de n date, care iau valorile x,, x,, ..., X,, Se noteaza x si este definita prin:

X+ X, +.. 4 X,
n

)_(:

Observatii

1. Media unui set de date Tnregistrate Tn urma studiului unor procese sau fenomene arata valoarea centrald a
setului de date considerat. Daca in urma unui test, media obtinuta este 7 (din 10 puncte posibile), putem spune
ca unele note sunt sub 7, iar altele peste 7, punctajul de 7 fiind in centru.




2. Media unui set de date nu este neaparat egala cu vreuna dintre datele din set. Spre exemplu, media grupei 1,
despre care am vorbit, este de 34 de puncte, fara ca vreunul dintre elevii grupei sa fi obtinut acest scor.

3. In studiile statistice se Tnregistreazd deseori situatii in care aceeasi valoare a caracteristicii studiate este
obtinuta de mai multe ori. In acest caz, media poate fi calculata ca o medie ponderata:
fi- Xy +h - X+ +f X,
L+h+...+1,
unde f,, f,, ..., f, reprezinta frecventele absolute ale valorilor x,, x,, ..., x, ale caracteristicii, adica f, inseamna

numarul aparitiilor valorii x;, pentru orice i de la 1 la n.
Graficul alaturat contine notele obtinute la evaluarea la matematica

Y:

’

de elevii clasei a VIII-a B. 10
Studiind graficul, putem alcatui tabelul frecventelor. _ 8
>
[
Nota (x,) 5 6 7 8 9 10 o ¢
T
Frecventa (f) 3 4 6 8 5 4 E 4
=
Media clasei este: 2
0
D 3-5+4-646-7+48-8+5:9+4:10 230 , o s e o e e 10
3+4+6+8+5+4 30 Nota la evaluare

Situatie problema

Andrei practica atletismul, proba lui favorita fiind
saritura in lungime. Recordul national pentru grupa sa e &/
de varsta este de 7,24 metri.

La antrenamente, Andrei executd 4 serii a cate
7 sarituri.

Datele obtinute sunt consemnate in tabelul urmator,
care contine si media lungimilor sariturilor din fiecare
serie:

Lungimea sariturii (in metri)
Serial 6,57 6,78 6,75 6,69 6,70 6,74 6,81 6,72
Seria 2 6,82 6,51 6,90 6,85 7,01 5,71 6,93 6,68

Seria 3 6,74 6,80 6,70 6,67 6,73 6,75 6,71 6,73
Seria 4 6,76 6,74 6,67 6,71 6,74 6,70 6,72 6,72

Care este antrenamentul cu rezultatele cele mai bune? Dar cu cele mai slabe?

Media sariturilor din fiecare serie ne tenteaza sa spunem ca a treia serie este cea mai buna, Tn timp ce a doua
serie este cea mai slaba.

Analizand mai atent, intuim ca, desi media celei de-a doua serii este ,trasa in jos” de ratarea din a sasea
sariturd a seriei (5,71 m), aceasta este totusi mai bung, intrucat contine cele mai bune 5 rezultate din Tntregul
antrenament, inclusiv un rezultat excelent, de peste 7 metri.

in ordine crescatoare, sariturile din seria a doua au lungimile:

5,71 m; 6,51 m; 6,82 m; 6,85 m; 6,90 m; 6,93 m; 7,01 m.

Lungimea de 6,85 m, aflata in ,,mijlocul” acestei liste ordonate, arata ca mai mult de jumatate dintre sariturile
seriei sunt foarte bune. Vom numi aceasta valoare mediana setului de date din seria a doua.

Mai mult, sa observam ca cea mai buna saritura din seria a treia este sub mediana celei de-a doua serii, ceea
ce confirma intuitia noastra privind alegerea celei mai bune serii.

De retinut @

Mediana unui set de date statistice este un numar m cu proprietatea ca setul de date contine un numar de valori
mai mici decat m egal cu numarul de valori mai mari decat m.




Mediana unui set de date care contine un numar par de valori, ordonate crescator:
Xy Xy S X X S Xy S e S X,

L - y o X, +X
este media aritmetica a celor doud valori din mijloc: m=2k—"k+1

Mediana unui set de date care contine un numar impar de valori, ordonate crescator:
Xy SXy S e SX X S Xy S e X S Xy 1

este valoarea din mijloc: m=x, _ ;.
Amplitudinea unui set de date statistice este diferenta dintre cea mai mare si cea mai mica valoare a setului de
date considerat.

Exemple

1. La selectia echipei de baschet a scolii participd 17 elevi, impartiti in
doua grupe. Fiecare elev executa 10 aruncari la cos. Cei noua jucatori ai
primei grupe nscriu: 6, 3, 5, 4, 8, 7, 10, 6, respectiv 4 cosuri.

Ceiopt componenti ai celei de-a doua grupe marcheaza: 9, 3,2,7,8,9, 5,
respectiv 6 cosuri.
Pentru a afla mediana si amplitudinea fiecarei grupe, vom ordona cres-
cator numarul de cosuri inscrise.
« Pentru prima grupa, avem de analizat un numar impar de valori:
3,4,4,5,6,6, 7,8, 10. Mediana este numarul din mijloc: m=6, iar

amplitudinea este 10 -3 =7.

« Grupei a doua 1i corespunde un numar par de valori: 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 9. Mediana este media aritmetica

a numerelor din mijloc: m =6—J2r7=6,5 . Amplitudinea grupei este 9 -2 =17.

2. Cand se studiaza o cantitate mare de date, iar valorile datelor se repetd, pentru calculul medianei este indicat
sa inregistram datele intr-un tabel al frecventelor cumulate (crescdtor):

m frecventa cumulata interpretarea datelor

’7‘3 g 3 note < 3: 2 eleviau nota 3

%‘g 4 7 note<4: 9=2+7 9 elevi au note cel mult egale cu 4

E ] 5 17 note<b5: 26=9+17 26 de elevi au note cel mult egale cu 5

g % 6 29 note<6: 55=26+29 55 de elevi au note cel mult egale cu 6

E, ‘g,'; 7 41 note<7: 96=55+41 96 de elevi au note cel mult egale cu 7

% g 8 47 note<8: 143=96+47 143 de elevi au note cel mult egale cu 8

é = 9 39 note<9: 182=143+39 182 de elevi au note cel mult egale cu 9
10 29 note<10: 211 =182 +29 211 elevi au note cel mult egale cu 10

Ultima valoare a frecventei cumulate indica numarul total de date (in cazul nostru, numarul total de elevi ai
scolii). Asadar, scoalaare 211 =2 - 105 + 1 elevi, deci mediana este valoarea cu numarul 106 din lista, in ordinea
crescatoare a notelor obtinute.

Urmarind sirul frecventelor cumulate, observam ca 96 <106 < 143. Rezulta cd a 106-a valoare se afla intre
cele 47 de note de 8, deci mediana este 8.

Observatie @

Determinarea medianei unui set de n valori ordonate revine la a determina pozitia/pozitiile de mijloc din acest
set. Acestea se gasesc mai rapid aplicand urmatoarele reguli:

“ . . R . . 1
« daca n este impar, atunci termenul din mijloc se afla pe pozitia n%;

« daca n este par, cei doi termeni din mijloc se afla pe pozitiile g si g+1.




)

1 =38, iar pentru

Astfel, pentru un set de 75 de date, mediana este termenul din mijloc, aflat pe pozitia 7o+

un set de 426 de date, mediana este media aritmetica a termenilor de pe pozitiile % =213 si %+ 1=214.

3.3. Modul unui set de date statistice

Situatie problema

Pentru a reimprospata stocurile la un magazin deimbracaminte, Andreea
consulta registrul de evidenta a vanzarilor.

Perechile de pantaloni vandute intr-o zi au avut masurile:

32, 30, 38, 26, 28, 34, 30, 28, 36, 34, 32, 30, 32, 28, 30, 32, 36, 30, 34.

Ce indicator statistic ar fi util Tn aceasta situatie?

Intuitia ne spune ca ar trebui sa ne uitam mai Intai la perechile vandute
cel mai bine. Un tabel de frecventa este util si in acest caz.

marime 26 28 30 32 34 36 38

perechi vandute 1 3 5 4 3 2 1

Pantalonii de marimea 30 s-au vandut cel mai bine. Vom spune ca 30 este modul setului de date analizat.
Este evident ca refacerea stocului de pantaloni de marimea 30 reprezinta un pas prioritar pentru activitatea

comerciala a magazinului.
Sa analizam, pentru a face o comparatie, si ceilalti indicatori ai tendintei centrale.
Calculand media masurilor, obtinem aproximativ 31,57. Acest numar nu reprezinta o masura.
Ordonam crescator cele 19 valori, pentru a determina mediana, aflata pe pozitia (19 + 1) : 2=10:

26, 28, 28, 28, 30, 30, 30, 30, 30, 32, 32, 32, 32, 34, 34, 34, 36, 36, 38.

Mediana, egala cu 32, arata ca aproximativ jumatate dintre clienti au cumparat pantaloni de marimi mai mici
ca 32, iar cealalta jumatate, pantaloni de marimi egale sau mai mari ca 32.
Deducem ca, pentru luarea unei decizii Tn cazul studiat, modul ofera o informatie mai precisa decét cele oferite

de medie si mediana.

De retinut D

Modul (sau valoarea modald sau dominanta) unui set de date statistice este valoarea cu cea mai mare frecventa

din setul dat.
Daca mai multe valori ale datelor corespund celei mai mari frecvente, atunci setul de date are mai multe moduri

(set multimodal). Un set de valori distincte doua cate doua nu are mod.
In reprezentarea grafica a frecventelor, o valoare modala corespunde punctului celui mai Thalt.
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Numar elevi
Numar elevi

Media la geografie Media la istorie

Date unimodale, de mod 8 Date bimodale, cu modurile 7 si 10

Investigatie
Efectul valorilor extreme asupra indicatorilor tendintei centrale

Intr-un set de date, o valoare extrema (numit4 si valoare aberantd) este o valoare semnificativ diferita de cele-
lalte valori ale setului (mult mai mare sau mult mai mica decat celelalte valori).



De exemplu, dacda masurand temperatura maxima in 7 zile din luna iulie obtinem datele: 31°C, 35°C, 34°C,
32°C, 35°C, 17°C, 38°C, atunci 17 °C este o valoare extrema (aberanta).

Cateodatad, valorile aberante sunt rezultatul unor erori de masurare sau de inregistrare a datelor, cazuri in care
aceste valori pot fi ignorate sau eliminate. Alteori, o valoare extrema poate reprezenta o informatie foarte impor-
tanta, care implica masuri sau verificari ulterioare — de exemplu, daca un candidat aflat intr-un examen realizeaza
un scor mult mai mare sau mult mai mic decat toti ceilalti.

In aceasta investigatie vom vedea cum sunt afectati indicatorii tendintei centrale de prezenta unei valori

extreme.
1. Consideram setul de date: 7, 8, 8,9, 9,9, 10, 12, 12, 14, 15, 15. Calculati:
a. modul; b. mediana; c. media; d. amplitudinea.

2. Adaugam Tn acest set de date valoarea 100. Calculati, pentru noul set:
a. modul; b. mediana; c. media; d. amplitudinea.

3. Discutati despre efectul valorii extreme introduse asupra celor patru indicatori statistici.

4. Care dintre indicatorii tendintei centrale este cel mai afectat de introducerea unei valori extreme? Dezbateti
problema n clasa.

Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Media unui set de 9 valori este 15. Adaugati un numar la acest set de date astfel incat media noului set
sa devina 18.

Rezolvare
Media este suma valorilor setului Tmpartita la numarul lor, deci suma celor 9 valori existente este 15 - 9 = 135.

. 135+ x

Adaugand valoarea x, suma celor 10 valori din noul set devine 135 + x, deci =18, de unde x = 45.

2. Patru dintre valorile numerice dintr-un set de date cu 6 valori sunt 8, 5, 10 si 9. Determinati celelalte doua valori
in fiecare dintre urmatoarele cazuri:
a. modul este 8 si media este 9; b. amplitudinea este 10 si media este 9.

Rezolvare
a. Modul este valoarea cu frecventa cea mai mare dintr-un set de date. Daca modul este egal cu 8, atunci
valoarea 8 apare de cel putin doua ori in setul de date considerat, deci una dintre valorile necunoscute

este 8. Notand cu n cealalta valoare, din definitia mediei rezulta 8+5+106+9+8+n =9.Obtinem 40 + n=54,

de unden=14.

b. Deoarece media este 9, suma tuturor valorilor din set este 54, deci suma valorilor necunoscute din setul
de date este 22. Notand cu m si M cea mai mica, respectiv cea mai mare valoare din setul nostru de date, din
definitia amplitudinii rezulta ca M — m = 10. Sunt posibile trei cazuri:

» Daca m se afla printre valorile cunoscute, atuncim =5. Cum M — m =10, rezulta M = 15. Una dintre valorile
necunoscute este 15, iar cealalta este 22 - 15=17.

» Daca M se afla printre valorile cunoscute, atunci M =10, de unde rezulta m = 0. Una dintre valorile necu-
noscute este 0, iar cealalta ar trebui sa fie 22 — 0 =22, absurd, deoarece am presupus ca cea mai mare
valoare din setul nostru de date este 10.

« Daca nici m, nici M nu se gasesc printre valorile cunoscute, atunci m <5 si M > 10. Din relatiile M —m =10
siM+m=22 se obtin solutiille M =16, m = 6, din nou absurd, deoarece am presupus m < 5.

In consecinta, celelalte doud valori sunt 7 si 15.

Probleme propuse

1. Determinati media, mediana, modul si amplitudinea pentru fiecare dintre urmatoarele seturi de date:
a. 2;4;7,6;4,8; 4; b. =2;-5;-11; -11; -6; c. 2,1;5,3;4,2;4,2;2,1;4,2.
4
2. Calculati media, mediana, modul si amplitudinea pentru fiecare dintre urmatoarele seturi |

de date, utilizand calculatorul electronic:
a. 2,3,3,4,4,4,5,5,5,5,6,6,6,6,6,7,7,8,8,8,9,9.




10.

11.

12.

13.
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b. 11,13,13,16,16,17,17,18,19,19, 19, 19, 20, 22.
c. 22,1; 24,3; 26,5; 24,7; 21,1; 24,3; 24,3; 26,5; 26,5; 22,1.

. a. Cinci elevi au obtinut urmatoarele note la testul la geografie: 8,60; 7,90; 9,30; 7,90; 7,50. Aflati media,

mediana, modul si amplitudinea notelor primite la test.

b. Intr-un birou lucreaz4 cinci angajati, cu varstele de 46, 32, 43, 45 si 46 de ani. Comparati varsta medie
cu mediana varstelor celor cinci colegi de birou.

. a. Adaugati un numar la setul de date 30, 36, 40, astfel incat mediana sa devina 34.

b. Eliminati un numar din setul de date 57, 65, 76, 81, 65, 84, 76, 63 astfel incat modul sa devina 65.

. in primii 7 ani din cariera sa, un jucator de tenis a servit 184, 198, Continut de grisimi
190, 182, 200, 186, respectiv 190 de asi. Pentru ca media, mediana, in ’mg per portie
respectiv modul sa ramana aceleasi dupa al optulea an, cati asi ar fi -
trebuit sa serveasca in acel an? produsul mg

. Intabelul alaturat sunt prezentate continuturile de grasimiin miligrame nuci 73
pentru mal m.ulte.produse apmentare. Dgtermmap media, mediana, e 9%
modul si amplitudinea setului de date analizat.

. O firma de catering isi propune, pentru saptamana lucratoare in curs, caju o
sd inregistreze o medie de 50 de comenzi pe zi pentru Meniul zilei. nuci de pin 80
Luni s-au primit 48 de comenzi; marti, 53 de comenzi, iar miercuri, 44. fisti 67
Cate comenzi trebuie sa se Tnregistreze in total Tn urmatoarele doua e
zile pentru a atinge tinta propusa? alune 87

. De-a lungul unei perioade de evaluare, Diana are un scor mediu de migdale 77
35 de puncte din 40 posibile. Dorind sa revada testele, nu gaseste decat ; ;

6 dintre cele 7 teste date. Ce punctaj a obtinut la testul lipsa, daca la nuci de macadamia 106
celelalte teste a primit 33, 38, 27, 36, 38, respectiv 33 de puncte? arahide 79
. Pentru controlul tehnic al calitatii se evalueaza 10 produse de acelasi nuci pecan 77

fel dintr-un lot, obtindndu-se o medie de 23,3 puncte, si 20 de produse
identice din alt lot, cu 0 medie de 24,2 puncte. Care este media celor seminte de dovleac 69
30 de produse evaluate?

In tabelul aliturat este prezentatd o statisticdi a  cosuri inscrise 1 1 1 1P 1 1
numarului de cosuriinscrise, din 7 aruncari, de par-

ticipantii la selectia echipei de baschet a scolii. R N N N N N

a. Aflati x stiind ca media numarului de cosuri inscrise a fost de 4,1.
b. Determinati procentul de jucatori cu rezultate satisfacatoare (cel putin 4 cosuri inscrise).
La fiecare test de ortografie, Ioana trebuie sa scrie corect 10 cuvinte pentru 10 puncte. Rezultatele a cinci

dintre teste sunt 9, 5, 7, 9 si 10. Profesorul Ti spune ca n cele 7 teste date a luat un singur 10, modul puncta-
jelor este 9, iar media egala cu 8. Care sunt celelalte doua punctaje?

In tabelul aldturat este inregis-
trat numarul de convorbiri tele-
fonice zilnice a 50 de adolescenti  frecventa SO B IR i O B R R R N
cu varsta de 15 ani.

numardeapeluri 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

a. Determinati media, mediana si modul acestui set de date.
b. Construiti un grafic cu bare verticale pentru acest set de date si indicati pozitia mediei, medianei si a modului.
c. Stabiliti care indicator al tendintei centrale este mai potrivit pentru a caracteriza acest set.

Angajatii unei companii au urmatoarele salarii lunare (exprimate in lei), in functie de pozitia in cadrul compa-
niei: 8000, 4800, 4200, 4000, 4000, 3200, 3200, 3200, 3000, 2800. Ce instrument al tendintei centrale
ati folosi pentru a descrie salariul mediu? Justificati!



14. Doua firme concurente A si B sustin, in reclamele la B rFirmaA
cutiile de chibrituri pe care le produc, ca in fiecare .
cutie se afla, in medie, cate 50 de bete. Un sondaj M FirmaB
efectuat pe un set de 35 de cutii de la fiecare com-
panie a inregistrat rezultatele prezentate Tn graficul
alaturat.
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a. Calculati media, mediana si modul fiecarui set
de date.

b. Compania B este reclamata la Protectia Consu-
matorului cu privire la numarul necorespunzator
de bete din cutii. Conform datelor din sondaj,
este indreptatita aceasta reclamatie?

Numar cutii

c. Analizdnd sondajul, poate fi acuzata vreuna din- 47 48 49 50 51 52 53
tre companii de reclama mincinoasa? Numar de bete/cutie

Autoevaluare %‘/p
1. Completati spatiile punctate astfel incat afirmatiile urmatoare sa fie adevarate: (2p)
a. Modul unui set de date statistice este valoareacuceamaimare.................... din setul dat.
b. Mediana unui set avand un numar par de valori ordonateeste.................... a valorilor aflate pe
pozitiile din mijloc.
c. Intr-un set de date avand toate valorile egale intre ele, diferenta intre medie si mediand este.............
d. Media notelor obtinute de elevii unei clase la un test este 8,40, iar la un alt test de 8,70. Media tuturor

notelor obtinute la cele douatesteeste.....................
2. Alegeti varianta corespunzatoare raspunsului corect: (2p)

& a. Media setului de date 3, 5, 6, 9, 11, 32 este:
A. 12 B. 17 c. 11 D. 13.

b. Modul setuluide date 3,7, 8, 8, 5, 6, 7, 8 este:
A. 3 B. 8 C. 6 D. 7.

c. Mediana unui set de 47 de valori ordonate crescator se afla pe pozitia:
A1l B. 24 C. 22 D. 25.

d. Intr-un set de date cu amplitudinea 20, cea mai mare valoare este 100. Cea mai mica valoare este:
A. 10 B. 60 c.5 D. 80.

3. La un joc de darts participa doud echipe a 10 jucatori, fiecare efectuand
cate 15 aruncari de sageti. Ordonand crescator dupa numarul de sageti
care au nimerit tinta, rezultatele sunt:

(2p)

;
N

Echipa A: 8,9,9,12,12,13,13, 14, 15, 15.
Echipa B: 10, 10, 11, 11,12, 12,13, 13, 14, 14.
a. Aflati media de aruncari reusite a fiecarei echipe.

b. Comparati valorile mediane ale celor doua seturi de date.

4. Media si mediana unui set de 9 valori sunt ambele egale cu 12. Sapte dintre valori (3p)
sunt 7, 9,11, 13, 14, 17 si 19. Aflati celelalte doua valori.

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.



%}b Recapitulare si evaluare
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1. Se considera functia f:(-1,3) >R, f(x)=x-2.

Stabiliti daca urmatoarele afirmatii sunt adevarate
sau false:
a. f(1)=-1.

b. (3,1) € G;.
c. Domeniul de definitie contine 3 numere intregi.

d. Codomeniul este intervalul (-1, 3).

. Se considerd functia f:[-4,1] >R, f(x)=x-2.

Completati spatiile punctate pentru a obtine pro-
pozitii adevarate:
a. Legea de corespondenta a functiei este ... .

b. Reprezentarea grafica a functiei este ... .

c. Punctul A(=2, ...) apartine reprezentarii grafice
a functiei f.

. Completati spatiile punctate pentru a obtine pro-

pozitii adevarate.

a. Daca (-1, 4) apartine graficului functiei R > R,
atunci f(x) =2x +....

b. Daca (3, 11) apartine graficului functiei i R > R,
fx)=ax+3b,atuncia+b=....

c. (JE ) apartine graficului functiei g:R > R,
g(x)=\/§—x.

d. (%} apartine graficului functiei g:R >R,

g(X)=%—x.

. Se considera o functie f: R » R. Completati spatiile

punctate pentru a obtine propozitii adevarate:

a. Dac f(x) = x + 1, atunci f(%]—f[%}:... .

b. Daci f(x)=x~/3 -4, atunci 2f(2/3)-3f(/3)=....

c. Daca f(x) = 3x, atuncif[\/gl_zj—f(\@iz]:....

5 F(x)= L )
d. Daca f(x)—x\/i,atunm f[zﬁ}f(&/ij

. Se considera functia f: R > R, f(x) = 2x — 5. Rezol-

vati ecuatiile:
a. fx)=x-2;
x-1

b. f(x?) = 3x;

; d. — 2x=3f(x).
4

c. 3f(x+1)=

. Se considera functia f: R > R, f(x) =4 — 3x. Rezol-

vati inecuatiile:

a. f(x) <5; b. 3 -f(2x) = x;
c. If0)l <3; d. @%

7.

10.

11.

12.

13.

14.

Functii. Functii definite pe multimi finite « Functia de formaf: D - R, f(x) = ax + b « Elemente de statistica:
indicatorii tendintei centrale

Se considerd functia f: R —» R, f(x) = 2x - 1.

a. Determinati punctul de pe graficul functiei f care
are abscisa egala cu ordonata.

b. Determinati punctul de pe graficul functiei fcare
are abscisa egala cu o treime din ordonata.

c. Determinati punctul de pe graficul functiei f care
are ordonata egala cu jumatate din abscisa.

. Se considera functia f: R — R, f(x) = 4x — 4. Stabiliti

care dintre urmatoarele puncte apartin graficului
functiei f:

a. A(=3,-16);

c. C(l, —2);
2

b. B(0, 4);

d. D(2/3, 4+/3).

. Reprezentati grafic functiile:

a. fR—>R,f(x)=3-3x

b. g:[-2,2] > R, gx) = —x;

c. h:{1,2,3} >R, h(x)=2x-1;
d. t:[-1, +0) > R, t(x) = —2x — 2.

Determinati numarul real m pentru fiecare dintre
urmatoarele cazuri:

a. A(1, m) se afla pe graficul functiei f: (0, 4) > R,
f(x) =3mx - 5;

b. B(m, 1) se afla pe graficul functiei g: (0, 2) > R,
f(x) =3mx - 5.

Se considera urmatorul set de date statistice:
6,8,5,6,12,6,8,8,7.

a. Calculati media setului de date.

b. Determinati mediana setului de date.

c. Calculati amplitudinea setului de date.

d. Determinati modul setului de date.

Un elevaobtinut, la un concurs cu mai multe probe,
urmatoarele punctaje: 3, 4, 6,7,9,11, 13, 15.

a. Calculati media punctajelor obtinute de elev.
b. Determinati mediana punctajelor.

c. Calculati amplitudinea punctajelor.

Verificati daca punctele:

a. A(1, 2), B(2, 4), C(3, 6) sunt coliniare;

b. A(0, 0), B(2, 2), C(3, 4) sunt coliniare.
Determinati numarul real m pentru cazurile:

a. A(-1, -2), B(2, 1), C(3, m) sunt coliniare;

b. A(-1, m), B(1, 5), C(2, 6) sunt necoliniare.



15. O functie f: A— B, unde A si B sunt multimi finite,
este reprezentata cu ajutorul tabelului de mai jos:

X —il 0 2 4 6
f(x) 1 2 4 6 8

a. Indicati elementele domeniului de definitie al
functiei f.

b. Exprimati legea de corespondenta cu ajutorul
unei formule.

c. Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza
axele de coordonate? Justificati raspunsul.

Testul 1
1. Se considera functia fR—->R, f(x)=ax+b,
a, b e R.

a. Aflati a si b stiind ca f(1) =2 si f(2) = 3.
b. Pentru a = b =1, reprezentati grafic functia f.
c. Descompuneti in factori f(4a) — b? - b.

2. Seconsidera functiafi R > R, f(x) =x + 3.

a. Determinati coordonatele punctelor de inter-
sectie dintre reprezentarea grafica a functiei f
si axele Ox si Oy.

b. Daca C(1, a) si D(b, 1) sunt doud puncte de pe
graficul functiei f, atunci calculati a + b.

c. Calculati aria triunghiului determinat de grafi-
cul functiei f si axele Ox si Oy.

3. Se considera functia f: R -> R, f(x) =x + 2. Cal-
culati distanta de la punctul C(3, 0) la graficul
functiei f.

4. Ana a rezolvat acasa cinci teste grila a cate

40 de intrebari, notate cu cate 1 punct fiecare.
Determinati punctajele pe care le-a obtinut
Ana la aceste teste, stiind ca media punctaje-
lor sale este 27, mediana setului de punctaje
este 30, amplitudinea acestuia este 15, iar
setul punctajelor Anei are doua moduri.

16. Determinati domeniul maxim de definitie al fieca-
reia dintre functiile:

a.f:D—>]R,f(x)=X+2;
xX+4

b. D —>R, f(x)=+x-5;
1

. iD—>R, = .

© DR 10T

17. Determinati domeniul minim de valori al functiilor:
a. f:{-2,2,4,5} > A, f(x) = Ixl;
b. f:{-2,2,4,5} > B, f(x)=3x+2;

c. £[1,3]>C f(x)= 1_32X.

Testul 2

1. Reprezentarea grafica a functiei fiR >R,

f)=ax+b, a, b € R, contine punctele A(-1, 2)

si B(0, 3).

a. Trasati graficul functiei f.

b. Determinati numerele reale a si b.

c. Determinati coordonatele punctelor de inter-
sectie ale graficului functiei f cu axele de coor-
donate.

2. Se considera setul de date statistice 1, 2, 5, 4, 9,
8,11,11,12.
a. Determinati media setului de date.
b. Determinati mediana setului de date.
c. Determinati amplitudinea setului de date.
3. Se considera functiile f: R —» R, f(x) = 3x - 11, si
g R-> R, gx)=5x+7. Determinati coordona-
tele punctului de intersectie al celor doua grafice.

4, Un comerciant are Tn stoc mai multe sortimente
de bomboane, ambalate Tn pungi a cate 100 de
grame, in cantitatile si cu preturile din tabelul
urmator:

pret/100 g 8
numar de pungi 5

9 91 10 13 15 17
16 10 11 10 8 5

Comerciantul doreste sa mai achizitioneze 25 de
pungi de bomboane de acelasi fel, a cate 100 de
grame, astfel Tncat media pretului bomboanelor
pe care le va avea sa fie mai mica sau egald cu
mediana actualului stoc. Care este pretul maxim
pe care si-l poate permite sa il plateascad, pentru
a-si atinge obiectivul?

Fisa de observare sistematica a activitatii si a comportamentului elevilor
» Am fost preocupat(d) sa aflu lucruri noi despre metodele de rezolvare a problemelor.

» Participarea mea la orele de matematica a fost apreciata de colegi si de profesor.

niciodata

ocazional

Tntotdeauna

frecvent




Elemente ale geometriei
in spatiu

H Puncte, drepte, plane

Lecti a2 Corpuri geometrice. Piramida, piramida regulata, tetraedrul regulat
b}

H Corpuri geometrice. Prisma dreaptd, paralelipipedul dreptunghic, cubul
Lectia 3

H Corpuri geometrice: cilindrul circular drept, conul circular drept
Lectia 4

H Drepte paralele. Unghiul a douéd drepte
Lectia 5
H Dreapta paralela cu un plan
Lectia 6
. -
H Plane paralele
H Sectiuni paralele cu baza in corpurile studiate
Lectia 8
Lecti a (o) Dreaptd perpendiculara pe un plan. Distanta de la un punct la un plan.
: Aplicatii: inaltimea unei piramide, inaltimea unui con circular drept
Le Cti alo Distanta dintre doui plane paralele. iniltimea prismei drepte si a cilindrului circular
/ drept. indltimea trunchiului de piramida si a trunchiului de con circular drept
H Plane perpendiculare. Sectiuni diagonale si sectiuni axiale
Lectia 11
H Proiectii pe un plan. Unghiul dintre o dreapta si un plan
Lectia 12
Lecti al3 Unghi diedru. Unghi plan corespunzator diedrului. Unghiul a doua plane.
: Plane perpendiculare
F ] .'..",' : .I.. |
Le Cti ald Teorema celor trei perpendiculare. Calculul distantei de la un punct la o dreapts;
: calculul distantei de la un punct la un plan; calculul distantei dintre doud plane paralele
Recapitulare

si evaluare
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Cunoasterea axiomelor geometriei in spatiu,
a relatiilor dintre puncte, drepte, plane si
descrierea corpurilor geometrice sunt utile la
proiectarea cladirilor si a structurilor, in realizarea
componentelor mecanice sau electronice, in arta.




4

Lectia 1: Puncte, drepte, plane

Cuvinte-cheie
axioma puncte coplanare puncte necoplanare drepte necoplanare drepte paralele plane paralele

Acum cinci milenii, civilizatiile din Valea Indusului si babilonienii studiau geometria
n spatiu, calculand empiric lungimi, unghiuri, arii si volume necesare in constructii,
astronomie, navigatie si n alte mestesuguri.

Faptul ca oamenii au reusit sa isi imagineze si sa foloseasca in situatii practice
configuratii spatiale a fost, de-a lungul istoriei, si ramane si astazi, un factor de pro-
gres.

Macheta unui templu
babilonian

tiu. Conventii de notare

1.1. Elementele fundamentale ale geometriei in spa

De retinut

In clasele anterioare am studiat anumite multimi de puncte dintr-un plan, multimi pe care le-am numit figuri
geometrice (drepte, segmente, triunghiuri, cercuri etc.). Totusi, lumea inconjuratoare nu contine doar figuri plane:
corpurile geometrice, cum ar fi cubul sau paralelipipedul dreptunghic, nu pot fi incluse intr-un plan.

Geometria in spatiu, cunoscuta si sub denumirea de geometrie tridimensionald, este ramura geometriei care
studiaza formele si relatiile dintre obiecte Tntr-un spatiu cu trei dimensiuni: lungime, latime si inaltime.

Elementele fundamentale ale geometriei in spatiu sunt punctul, dreapta, planul. Acestea nu pot fi definite rigu-
ros, insa pot fi descrise prin concretizari sau comparatii cu obiecte din lumea inconjuratoare.

Punctul din geometria in spatiu este similar cu cel din geometria plana. Punctul nu are nicio dimensiune si poate
fi considerat ca urma lasata de varful unui creion bine ascutit pe o coala de hartie.
Intr-o figura, punctul se noteaza cu litere mari ale alfabetului latin si se reprezinta astfel: « A sau x A.

Dreapta este o multime infinita de puncte, care are aspectul unei sfori bine intinse, d
fara grosime si nemarginita in ambele sensuri. Submultimile ei pot avea cel mult o
dimensiune: lungimea.

Dreptele se noteaza cu litere mici ale alfabetului latin: d, g, h, a, b, ... (Figura 1).

Figura 1

Planul este o multime infinita de puncte, cu aspectul unei coli de hartie fara gro-
sime, nemarginita in toate directiile (o suprafata infinita in doua dimensiuni).

Planele se noteaza cu litere ale alfabetului grecesc: a, B, v, 7, ... .

In practica, planele se reprezinta grafic prin paralelograme (Figura 2) sau prin tri-
unghiuri (Figura 3).

Figura 2

Spatiul geometric este o multime de puncte. Dreptele si planele sunt submultimi ale
spatiului geometric. Figura 3

Observatii

1. Daca un punct A apartine unei drepte d, respectiv unui plan a, scriem A € d, respectivA € a.

2. Un punct B care nu apartine unei drepte d se numeste punct exterior dreptei d. Notam B ¢ d.
Un punct C care nu apartine unui plan o se numeste punct exterior planului a.. Notam C ¢ a.

3. O dreapta d este inclusd intr-un plan o daca orice punct al dreptei d apartine planului a.. Notdm d < a.
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1.2. Relatii intre puncte, drepte, plane. Axiomele geometriei in spatiu

Relatiile fundamentale intre puncte, drepte si plane pot fi descrise cu ajutorul axiomelor introduse de Euclid.
Axioma este un adevar matematic evident din punct de vedere intuitiv, acceptat fara demonstratie.

De retinut @

Al. Axioma dreptei
Prin doua puncte distincte trece o dreapta si numai
una.

A3. Axioma includerii
Daca doua puncte distincte A si B apartin unui plan,
atunci dreapta AB este inclusa in acel plan.

B

/,.4//

(04

A5. Axioma spatiului
Exista patru puncte nesituate Tn acelasi plan (puncte
necoplanare).
De
Be
a e

o

A2. Axioma planului
Prin trei puncte necoliniare trece un plan si numai unul.

A B¢

o

A4. Axioma intersectiei
Daca doua plane distincte au un punct comun A, atunci
au o dreaptda comuna d, iar A e d.

A6. Axioma paralelelor
Intr-un plan, printr-un punct exterior unei drepte se
poate construi o unica paralela la acea dreapta.

Observatie. A determina o figura geometrica inseamna a preciza anumite conditii sau elemente prin care acea
figura se identifica in mod unic Tn spatiu. Axioma dreptei (A1) afirma, asadar, ca doud puncte distincte determind
o dreaptd, iar axioma spatiului (A2) spune ca trei puncte necoliniare determind un plan.

Cum desenam?

- Intr-o figura geometricd in spatiu, se dese-
D neaza punctat dreptele sau segmentele care

sunt Tn spatele unor plane (cele care nu s-ar
vedea, daca figura ar fi un obiect real).

De exemplu, in Figura 4, AD, BD si DC sunt seg-
mente aflate in spatele planului determinat de
punctele A, B, C.

E
M, Q9 N
D W
P
B C
Figura 4 Figura 5 Figura 6

- Dreptunghiurile care sunt Tn plane ,verticale” (adica in planul foii de hartie sau al tablei si Tn plane paralele
cu acestea) se deseneaza ca in geometria pland, unghiurile lor ramanand drepte (Figura 5).

« Celelalte dreptunghiuri se reprezinta sub forma unor paralelograme (Figura 5).

« Unghiurile si figurile care nu sunt n plane ,verticale” se deformeaza in reprezentari. De exemplu, un triunghi
echilateral care este Tntr-un plan ,,orizontal” se reprezinta ca un triunghi oarecare.

- Paralelismul se pastreaza — dreptele paralele in spatiu se deseneaza la fel ca in plan.

= Proportiile dintre lungimile segmentelor se pastreaza ca in realitate, chiar si in planele care se vad deformate.
De exemplu, mijlocul unui segment aflat intr-un plan care nu este ,,vertical” se reprezinta ca in geometria plana

(Figura 6).

Activitate practica

Luati o coald de hartie si desenati segmentul care Tnjumatateste coala. Indoiti coala
de-a lungul acestui segment. Putem obtine o figura in spatiu asemanatoare cu un cort.
Daca realizam un desen, ceea ce nu se vede se reprezinta punctat, ca in Figura 7.

A\

Figura 7
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1.4. Determinarea planului

Mate practica

Eva a fost intr-o drumetie montana. Asezand aparatul de fotografiat pe un trepied usor, pe
care l-a avut in rucsac, a facut niste fotografii superbe. Trepiedul are o stabilitate excelenta,
chiar si pe un teren care nu este plat.
Cum explicam?
Conform axiomei planului, cele trei varfuri ale picioarelor trepiedului determind un plan,
fapt care asigura stabilitatea acestuia. Trepied foto

De retinut @

Un plan este unic determinat de:

A. trei puncte necoliniare  B. odreapta siun punct C. doua drepte D. doua drepte paralele
Notam: a. = (ABC). exterior acesteia concurente Notam: a = (d, g).
Notam: a = (d, A). Notam: a = (d, g).
a ?¢ 4 \d o ~¢
4 L] 4 L] Z d é

Observatii

1. Pozitiile relative a doua drepte

In spatiu, ca sin plan, doua drepte distincte au cel mult un punct comun.

Doua drepte care au un punct comun sunt concurente. Ele determina un plan, deci sunt coplanare.

Doua drepte care nu au puncte comune pot fi paralele (caz in care sunt coplanare, deoarece exista un plan care
le contine) sau drepte necoplanare (nu exista niciun plan care sa contind ambele drepte).

De exemplu, in cutia reprezentata in Figura 8, BB’ DD’ = si

AA" N BC =, dar dreptele BB’ si DD’ sunt paralele, pe cand drep- A D ¢ A
tele AA’ si BC sunt necoplanare. B
Patru puncte necoplanare, A, B, C si D, determina trei perechi de
drepte necoplanare: ABsi CD, AC si BD, respectiv AD si BC (Figura 9). D, C B D
2. Pozitiile relative ale unei drepte fata de un plan A% B C
Fie o dreapta d si un plan a. Dreapta d poate fi: Figura 8 Figura 9
A. inclusdin planul a, daca B. secantd planului a, daca C. paraleld cu planul a, daca
orice punct al dreptei d dreapta d are un singur punct dreapta d nu are niciun punct
apartine lui o comun cu planul a: comun cu o

‘\\ o
3. Pozitiile relative a doua plane
Doua plane a si  se numesc:
A. identice, daca au toate punc-  B. secante, daca au o dreapta C. paralele, daca nu au niciun
tele comune: comuna: punct comun (notam a || B):

Ry ==
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1.

robleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

In Figura 10, dreptele AB si CD sunt concurente in punctul B, d || ABsid n CD = &. Aratatica 4

dreptele d si CD sunt necoplanare. B D
Rezolvare B
Deoarece d si CD nu au niciun punct comun, ele sunt fie paralele, fie necoplanare. Presu- C

punand ca d || CD, cum B e CD, ar rezulta ca prin punctul B trec doua paralele distincte la d: Figura 10
dreptele BA si BD, absurd. Ca urmare, d si CD sunt necoplanare.

. Fie semidreptele OX, OY si OZ, care formeaza unghiuri cu masurile <XO0Y =100°, ¥YO0Z=110°, <Z0X =120°.

Aratati ca semidreptele OX, OY si OZ sunt necoplanare.

Rezolvare
Presupunand, prin absurd, ca semidreptele sunt coplanare, sunt posibile doua configuratii:
» XXOY, «YOZ si <ZOX sunt unghiuri formate Tn jurul punctului O, deci 330° = <XOY + ¥ YOZ + «ZOX = 360°, fals;
« una dintre semidreptele OX, OY, OZ este situata in interiorul unghiului format de celelalte doua semidrepte,
deci masura unui unghi ar trebui sa fie egala cu suma masurilor celorlalte doua unghiuri, fals.
Asadar, cele trei semidrepte sunt necoplanare.
Observatie: in general, se arata ca semidreptele OX, OY si OZ sunt necoplanare daca si numai daca

<XOY + «YOZ + <Z0OX < 360°.
Remarcam faptul cd, daca avem trei semidrepte OX, OY si OZ in spatiu, nu este posibil ca
<XOY + < YOZ + <ZOX > 360°.

. Trei drepte care se intersecteaza in spatiu, doua cate doud, sunt fie coplanare, fie concurente.

(Teorema de concurenta Tn spatiu)

Rezolvare

Fie dreptele d, g, h, concurente doua cate doua. Aratam ca daca dreptele nu au un punct A d B
comun, atunci ele sunt coplanare (Figura 11).

Fie A punctul de intersectie al dreptelor d si g, B punctul de intersectie a dreptelor d si h si g h
C punctul de intersectie al dreptelor g si h. Presupunem ca dreptele nu sunt toate trei concu- e
rente, decica A= B, B#CsiC#A. Figura 11

Fiea=(d, g). Avem:Be dca,deciBe asiCegca,deciCe a.

Asadar, h=BC c a, adica dreptele d, g, h sunt coplanare.

Sd observdm cd existd trei drepte care nu sunt toate situate in acelasi plan, dar se intdlnesc in acelasi punct.
Dati un exemplu de astfel de drepte, din sala de clasa.

Probleme propuse

1. a. Desenati punctele A, B, C, D necoplanare si un punct M care sa fie si in planul (ABC), si in planul (ACD).

2

&

3

4

b. Desenati patratele MNPQ si MNRS, situate Tn plane diferite.
c. Desenati patratul ABCD si trapezul BCMN, cu BC || MN, situate Tn plane diferite.
d. Desenati paralelogramele ABCD si AECF, situate in plane diferite.

. Pentru desenul din Figura 12, stabiliti daca urmatoarele afirmatii sunt adevarate sau false: 3
a. A € BC; b. D ¢ BC; c. Be AG; d. E ¢ BC; D
e. Aeaq; f. Ee oy g. C e (ABD); h. E ¢ (ACD); / Z%'C-/
i. ABco; j. DEz o k. DE c (ABD); l. CEz (ABD); Figura 12
m. ACnBD={B}; n. BC=AB; o. o= (ABD); p. o (ADE)=AD.
. Punctele distincte A, B, C si D apartin planului o, iar V ¢ a.

a. Stabiliti numarul minim si numarul maxim de drepte determinate de punctele A, B, C, D si V.

b. Stabiliti numarul minim si numarul maxim de plane determinate de cate trei dintre cele cinci puncte.

. Se considera 10 puncte, A}, A,, A,, ..., A, oricare patru necoplanare. Determinati numarul:

a. dreptelor distincte determinate; b. planelor distincte determinate.

e
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5. Fie d, g, h trei drepte care au un punct comun, iar M un punct nesituat pe acestea. Aratati ca daca h « (d, g),
atunci planele (d, M), (g, M) si (h, M) au o dreapta comuna.

6. a. Fie punctele A, B, C astfel incat AB=1 cm, BC=\/g cm si AC=\/§+ 3 cm. Aratati ca punctele A, B, C
determina un plan.

b. Fie punctele A, B, C astfel incat AB=6 cm, BC=4 cm si AC = |x — 2| cm. Aflati valorile numarului real x
pentru care punctele A, B, C nu determina un plan.

7. Fie punctele necoplanare A, B, Csi D. Notam cu M, N, P respectiv mijloacele segmen-
telor CD, AB si BC. Determinati dreapta de intersectie a planelor:
a. (ABM) si (AND); b. (ABM) si (ACP);
c. (ABM) si (CDN); d. (APD) si (ABM).

8. Fie planul a si paralelogramul ABCD, astfel incat A, M € o, unde M este mijlocul

laturii CD, iar B,C, D ¢ a, ca in Figura 13. Fie N punctul de intersectie dintre BD
si planul o.. Aratati ca N este centrul de greutate al triunghiului ACD.

9. Consideram punctele necoliniare B, C, D si punctul A ¢ (BCD). Fie M mijlocul lui AB Figura 13
si N pe segmentul AC, astfel incat AN =3 - NC.
a. Aratati ca dreapta MN intersecteaza planul (BCD).
b. Determinati dreapta de intersectie a planelor (ABD) si (DNP), unde P este punctul de intersectie dintre
dreapta MN si planul (BCD).

10. Fie dreptele OA, OB si OC, cu C ¢ (OAB), si fie G centrul de greutate al triunghiului ABC.
a. Determinati intersectia planelor (OAB) si (OCG).
b. Aratati ca dreptele AB si OG sunt necoplanare.

11. Fie punctele A, B, C necoliniare si punctul D nesituat in planul (ABC).
a. Aratati ca punctele D, A, B nu sunt coliniare.
b. Aratati ca intersectia planelor (DAB), (DBC), (DCA) este formata dintr-un singur
punct.

12. In Figura 14, triunghiul echilateral MNP este reprezentat in plan vertical, iar triun-
ghiul echilateral ANP este reprezentat in plan orizontal. Perimetrul triunghiului MNP
este egal cu 36 cm, iar MO este mediana in triunghiul MNP. Determinati lungimea
segmentelor AP si AO.

13. (Teorema lui Desargues) Fie triunghiul ABC si punctul O n afara planului triunghiu-
lui, cain Figura 15. Fie punctele M € OA, N € OB si P € OC, astfel incat dreptele MN
si AB sa se intersecteze intr-un punct X, dreptele MP si AC sd se intersecteze intr-un
punct Y, iar dreptele NP si BC sa se intersecteze ntr-un punct Z. Aratati ca punc-
tele X, Y, Z sunt coliniare.

14. Fie punctele A, B, C, D, E, F, unde E este mijlocul segmentului AB si F este mijlocul

segmentului CD. Daca EF =%, aratati ca punctele A, B, C, D sunt coplanare.

15. Fie patratele ABCD si ABEF situate Tn plane diferite.
a. Determinati dreapta de intersectie a planelor (ACE) si (BDF). Figura 15
b. Aratati ca AADF = ABCE.

Autoevaluare

1. Triunghiul ABC este inclus intr-un plan a, iar punctul D ¢ o. Fie E un punct, astfel incat DE n o= &. (3p)
Precizati pozitiile dreptelor AB, AD, respectiv DE fata de planul a.

2. Patratul ABCD si dreptunghiul CDEF sunt situate in plane diferite. Aratati ca: 3p)
a. AB || EF; b. planele (AEF) si (ABC) sunt secante; c. dreptele BD si EF nu sunt paralele.

3. Fie D un punct situat in afara planului triunghiului ABC. Notam cu M si N mijloacele laturilor AC, (3p)

respectiv AB, si cu E simetricul lui D fata de M.
a. Determinati intersectia planelor BDE si ABC, respectiv BDE si CDN.
b. Demonstrati ca dreptele AE si BD sunt necoplanare.

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 30 de minute.
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Lectia 2: Corpuri geometrice. Piramida, piramida regulata,
tetraedrul regulat

Cuvinte-cheie

piramida piramida regulata tetraedru regulat

In clasele anterioare am vazut c&, pentru a caracteriza, modela, simula sau studia fenomenele care au loc
intr-un plan, folosim figuri geometrice (triunghi, paralelogram, dreptunghi, patrat, hexagon, cerc etc.). Pentru a
face acelasi lucru in spatiul tridimensional, utilizam corpurile geometrice.

In sens larg, un corp geometric este un obiect tridimensional, care ocupa un anumit loc in spatiu, bine determi-
nat, si este marginit (delimitat) de suprafete plane sau curbe. Unele dintre acestea (cubul, paralelipipedul drept-
unghic) ne sunt familiare Tnca din clasa a V-a. Corpurile geometrice se folosesc in multiple domenii: in arhitectura
si design (la proiectarea cladirilor si a structurilor), in inginerie (componente mecanice sau electronice), in carto-

Observatii

1. Prin conventie, vom gandi toate corpurile geometrice ca fiind ,,pline”: de exemplu, punctele aflate ,,indauntrul”
cubului apartin cubului. Partile unui corp geometric pe care ,le putem atinge” se numesc fete (care pot fi fete
laterale sau baze). Reuniunea tuturor fetelor este suprafata (totala a) corpului.

2. Un corp geometric marginit doar de fete plane se numeste poliedru (din limba greaca, de la poli = mai multe
si hedron =fatd). Intersectia a doua fete este un segment, numit muchie a poliedrului, iar punctele comune
a doua muchii se numesc vdrfuri. Dintre poliedre, cele mai cunoscute sunt piramidele si prismele.

Stiati ca...?

La Academia filosofului grec Platon (427-347 1.Hr.) se studiau cinci poliedre speciale prin proprietatile lor (toate
fetele sunt poligoane regulate congruente, din toate varfurile pleaca acelasi numar de muchii). Aceste poliedre,
numite poliedre regulate sau poliedre platonice, sunt: tetraedrul, cubul, octaedrul, icosaedrul si dodecaedrul.
Platon le-a asociat cu cele cinci elemente fundamentale ale lumii Tn viziunea antica: focul, pamantul, aerul, apa,
respectiv cosmosul (eternitatea sau universul). Aceste corpuri au continuat sa fie o sursa de inspiratie in geome-
trie, arta si stiinta.

Tetraedru regulat Cub Octaedru regulat Icosaedru regulat Dodecaedru regulat

)

@

105



4

Tetraedrul Cubul Octaedrul Icosaedrul Dodecaedrul
regulat (hexaedrul regulat) regulat regulat regulat

Fete 4 (triunghiuri 6 (patrate) 8 (triunghiuri 20 (triunghiuri 12 (pentagoane
echilaterale) echilaterale) echilaterale) regulate)

Varfuri 4 8 6 12 20

Muchii 6 12 12 30 30

2.1. Piramida

@ Piramida lui Keops, construita Tn Egipt in
jurul anului 2560 1.Hr., este singura dintre
cele sapte minuni antice care exista si azi.
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Modelul matematic al Piramidei lui Keops
ste corpul geometric reprezentat in Figura 1.
iramidele din Giza, impreuna cu Sfinxul, sunt

marturie vie a cunostintelor avansate de
eometrie pe care le stdpaneau arhitectii in antichitate.

Pentru un poligon oarecare, numim suprafatd poligonald reuniunea dintre poligon si interiorul sau.

e . A B
Piramida lui Keops Figura 1

De retinut

iar V un punct exterior planului a. Corpul geometric marginit de suprafata poligo-

n
n

Definitie. Fiene N,n>3, si A/A,A; ... A, un poligon convex inclus intr-un plan a,

ald AAA, ... A, si de suprafetele triunghiulare VA A,, VAA,, ..., VA, _JA,, VA A, se
umeste piramidd de varf V si bazad A|A,A; ... A, si se noteaza VA,AA, ... A
Elementele piramidei VA A,A, ... A, (Figura 2) sunt:
« varful piramidei: punctul V;
 baza piramidei: suprafata poligonala A,AA; ... A;
varfurile bazei: punctele A, A,, A, ..., A;
muchiile bazei: segmentele A A,, AA,, ..., A A
muchiile laterale: segmentele VA, VA,, VA,, ..., VA,;
fetele laterale: suprafetele triunghiulare VA A,, VALA,, ..., VA A,.

n*

Figura 2

Observatii

1.

Piramida este un poliedru n care una dintre fete este o suprafata poligonald convexa (baza piramidei), iar cele-

lalte fete sunt triunghiuri cu acelasi varf (fetele laterale ale piramidei).

. Reuniunea punctelor din interiorul fetelor laterale, a muchiilor laterale, a muchiilor bazei si a interiorului bazei
formeaza suprafata piramidei.

. Orice punct interior al unui segment care uneste doua puncte de pe suprafata piramidei, neasezate pe aceeasi
fata, este punct interior piramidei.

. Considerand piramida a fi ,,plind”, aceasta este formata din toate punctele aflate pe suprafata si in interiorul
piramidei. Astfel, piramida de varf V si baza A,A,A; ... A, poate fi privita ca reuniunea tuturor segmentelor VM,
unde M apartine suprafetei poligonale A,AA; ... A,.

.In functie de numarul de laturi ale bazei piramidei, distingem piramide triunghiulare, patrulatere, pentagonale,
hexagonale etc.

. Piramida triunghiulara se mai numeste si tetraedru (tetra = 4 si edru = fatd). Analizand figurile 3-6, observam

ca, ,rasturnand” un tetraedru, oricare dintre fetele acestuia poate fi considerata drept baza.

NN

D B
C A
A C
; , N/
¢ D A B
Figura 3 Figura 4 Figura 5 Figura 6
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7. Piramidele cu baza un poligon convex sunt desfdsurabile: decupand
unele muchii, rabatand fetele si ignorand ,,interiorul” piramidei, putem
aduce toate fetele intr-un acelasi plan. in figurile 7 si 8 se poate urmari
o modalitate de desfasurare a unui tetraedru. W

Figura 7 Figura 8
2.2. Piramida regulata

De retinut
Definitie. Piramida cu baza poligon regulat si muchiile laterale congruente se numeste piramidd regulatd.
Fetele laterale ale oricarei piramide regulate sunt triunghiuri isoscele congruente.

In continuare, prezentam cateva tipuri particulare de piramide regulate (figurile 9, 12, 15, 18) si cate

doua desfasurari pentru fiecare tip de piramida (figurile 10-11, 13-14, 16-17, 19-20).

Piramida triunghiulara regulata
Piramida triunghiulard regulatd este o piramida cu baza triunghi echilateral si muchiile laterale congruente.
Elementele piramidei triunghiulare regulate VABC (Figura 9)  Proprietati
—varful V <BAC = <ABC = <BCA = 60°,

— baza: triunghiul echilateral ABC AB = BC = CA;

— muchiile bazei: AB, BC, CA VA =VB=VC;

— muchiile laterale: VA, VB, VC AVAB = AVAC = AVBC

— fetele laterale: VAB, VAC, VBC

4
D V V Aj_
A © €
A © A B
A
B v 5 V, :

Figura 9 Figura 10 Figura 11

Tetraedrul regulat

Tetraedrul cu toate muchiile congruente se numeste tetraedru regulat.
Toate cele patru fete ale unui tetraedru regulat sunt triunghiuri echilaterale congruente.

A

A,
B C B,
/ D /\/\/
B D
A D A
C A C A,

Figura 12 Figura 13 Figura 14

Piramida patrulatera regulata
Piramida patrulaterd regulatd este o piramida cu baza patrat si muchiile laterale congruente.

Elementele piramidei patrulatere regulate VABCD (Figura 15) Proprietati

—varful vV <DAB = <ABC = <BCD = <CDA = 90°,
— baza: patratul ABCD AB=BC =CD = DA;

— muchiile bazei: AB, BC, CD, DA VA=VB=\VC=VD;

— muchiile laterale: VA, VB, VC, VD AVAB = AVBC = AVCD = AVAD

— fetele laterale: VAB, VBC, VCD, VAD
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Figura 15 Figura 16 Figura 17

Piramida hexagonala regulata
Piramida hexagonald regulatd este o piramida cu baza hexagon regulat si muchiile laterale congruente.
Elementele piramidei hexagonale regulate VABCDEF  Proprietati

(Figura 18): <FAB = ¥ABC = <BCD = <CDE = <DEF = <EFA =120°;
—varful vV AB=BC=CD=DE=EF=FA;
— baza: hexagonul regulat ABCDEF VA=VB=VC=VD=VE=VF,
— muchiile bazei: AB, BC, CD, DE, EF, FA AVAB = AVBC = AVCD = AVDE = AVEF = AVFA.

— muchiile laterale: VA, VB, VC, VD, VE, VF
— fetele laterale: VAB, VBC, VCD, VDE, VEF, VFA

%
Vi Fl\E v, (o
A D G D,
Bz FE
B\ [|C
B C V, cb

Figura 18 Figura 19 Figura 20

Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Un tetraedru regulat ABCD are suma lungimilor tuturor muchiilor egala cu 72 cm.
a. Determinati aria bazei tetraedrului.
b. Aratati ca, mergand pe suprafata tetraedrului, lungimea drumului minim dintre punctele C si D care intersec-
teaza muchia AB este mai mica de 21 cm.

Rezolvare

a. Tetraedrul regulat are toate muchiile congruente, deci
AB=AC=AD=BC=BD=CD=72cm:6=12cm
(Figura 21). Cum aria unui triunghi echilateral de latura a

2 2

este #, deducem c& A, :ﬁcmz =36+/3 cm?,

b. Pentru a calcula lungimea celui mai scurt drum dintre
C si D, desfasuram pe un plan fetele laterale ABC si
ABD (Figura 22). Pe desfasurare, lungimea drumu-
lui minim dintre punctele C si D care intersecteaza
muchia AB este lungimea segmentului CD. Fie CD N AB = {M}.
Cum AC=AD = BC = BD, patrulaterul ACBD este romb. Deducem ca punctul M este mijlocul diagonalei CD,

deci CD=2 - CM. in plus, avem CD L AB, adica CM este inaltime in triunghiul echilateral ABC.
AB

Ca urmare, CM=T£=6\/§ cm, deci CD=2.CM=12\/§ cm.

Deoarece 12+/3 =+/432 <+/441 =21, rezulti ca lungimea drumului minim dintre punctele C si D este mai
mica de 21 cm.

Figura 21 Figura 22

2. O piramida hexagonala regulata VABCDEF are perimetrul bazei egal cu 96 cm, iar VA = 20 cm. Determinati aria
triunghiului VAD.
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Rezolvare
Cum ABCDEF este hexagon regulat, rezultda ca AB=96 cm: 6 = 16 cm. Notand cu O
centrul hexagonului ABCDEF (Figura 23), avem OA = 0D = AB =16 cm si AD =32 cm.
Intrucat muchiile laterale ale unei piramide regulate sunt congruente, rezulta ca
VA = VD, deci triunghiul VAD este isoscel de baza AD. Cum O este mijlocul segmentu-
lui AD, VO este mediana, deci si inaltime in triunghiul VAD. Asadar, VO L AD.
Aplicand teorema lui Pitagora Tn triunghiul dreptunghic VOA, deducem ca

VO? = VA® — OA?, de unde obtinem VO =12 cm. Ca urmare, A,,, =AD2&= 192 cm’.

Figura 23

3. In piramida patrulatera regulatd SABCD, muchiile SB si BC au lungimile de 10 cm, respectiv 12 cm.
a. Determinati aria triunghiului SBC.
b. Determinati pozitia punctului T € SB, astfel Incat perimetrul triunghiului TAC sa fie minim.

@ Rezolvare

a. Fie M mijlocul muchiei BC (Figura 24). Cum SABCD
este piramidaregulata, muchiile SBsi SCsunt congru-
ente, deci triunghiul SBC este isoscel. in consecinta,
mediana SM este si inaltime, deci SM L BC.
Triunghiul SMB este dreptunghic Tn M, deci
SM?=SB?>-BM?, de unde reiese cd SM=8cm.

BC-SM

Deducem cd A, = =48 cm’.

Figura 24 Figura 25

b. Deoarece lungimea segmentului AC nu depinde de
alegerea punctului T, perimetrul triunghiului TAC este minim daca suma TA + TC este minima.
Desfasuram pe un plan fetele laterale SBC si SAB (Figura 25). Pe desfasurare, daca punctele T, A, C sunt
necoliniare, atunci TA + TC > AC, iar daca punctele A, T, C sunt coliniare, atunci TA + TC = AC. Asadar, suma
TA + TC este minima daca, pe desfasurare, punctele A, T, C sunt coliniare.
Cum BA=BC si SA=SC, punctele S si B sunt egal departate de capetele segmentului AC, deci apartin
mediatoarei segmentului AC. Cum T se afla atat pe segmentul AC, cat si pe mediatoarea acestuia, rezulta ca
CT L SB, deci CT este indltime in triunghiul SBC.
Asadar, punctul T pentru care se realizeaza minimul perimetrului triunghiului TAC este piciorul perpendicu-
larei duse din punctul C pe muchia SB. Pentru a gasi cu exactitate pozitia acestuia pe SB, este suficient sa
determinam lungimea unuia dintre segmentele ST sau TB.

SB-CT

Cum Ag = si, tindnd cont c& A,,. =48 cm? (de la punctul a), obtinem CT = 9,6 cm. Cu teorema lui

Pitagora n triunghiul BTC, dreptunghic in T, obtinem TB? = BC? — CT?, de unde rezulta cd TB=7,2 cm.

Probleme propuse

1. Desenati corpurile de mai jos, notati-le si precizati denumirea si elementele fiecaruia.

2. Stabiliti daca urmatoarele afirmatii sunt adevarate sau false:
a. Orice piramida triunghiulara regulata este un tetraedru regulat.
b. Orice tetraedru regulat este o piramida triunghiulara regulata.

3. Care este numarul minim, respectiv maxim de triunghiuri echilate-

rale pe care le puteti forma cu 6 chibrituri? nn

4. Desenati piramide care corespund datelor din tabelul alaturat 4 4 ¢
si, pentru fiecare caz, calculati numarul N=v +f—m (relatia lui
; . S A . el AR
Euler), unde v reprezinta numarul varfurilor, f este numarul fetelor,
iar m este numarul muchiilor. Ce observati? 6 6 10



110

5. Indicati corpul geometric a carui desfasurare este reprezentatd in fiecare dintre desenele de mai jos.
Identificati elementele poliedrului. Justificati raspunsurile date!

6. Confectionati din carton desfasurarile de la problema 5 cu lungimile elementelor marite de 4 ori. Indoiti si
infasurati, lipiti cu o banda adeziva si obtineti astfel piramidele corespunzatoare.

7. Piramida patrulatera regulata VABCD are A, = 32 cm?. Afirmatia lui Adi, conform careia AC = 8 cm este:

a. adevarata; b. falsa.
Alegeti litera corespunzatoare raspunsului corect.

8. Aria desfasurarii unui tetraedru regulat este egala cu 64+/3 cm?. Muchia tetraedrului misoara:

a. 4cm; b. 6 cm; c. 8cm; d. 16 cm.
Alegeti litera corespunzatoare raspunsului corect.

9. Raza cercului circumscris bazei unei piramide triunghiulare regulate SABC are lungimea egala cu 443 cm.
Notati cu D, E, F mijloacele muchiilor SA, SB, respectiv SC. Fie P= {S, A,B,C,D,E, F} multimea punctelor repre-
zentate pe figura.

a. Scrieti 4 submultimi ale multimii P care sa contina 4 elemente ce reprezinta 4 puncte coplanare.
b. Scrieti 4 submultimi ale lui P care sa contina 4 elemente ce reprezinta 4 puncte necoplanare.
c. Determinati perimetrul si aria triunghiului DEF.

10. In piramida hexagonala regulata VABCDEF, VD =103 cm si sin(xVAD) = 0,6. Determinati aria bazei.

11. Cu ocazia sarbatorilor de iarnd, pe langa alte ornamente luminoase, 1n fiecare sens giratoriu al unui oras,
pe un stalp, a fost amplasat un ornament de forma unui tetraedru regulat ABCD cu muchia de 12 dm. Punc-
tele M, N sunt mijloacele muchiilor BC, respectiv AD, iar P € AB, astfel incat triunghiul PMN are perimetrul
minim. Pe laturile acestui triunghi, luminand intermitent, apar periodic urari de Craciun sau de Anul Nou.
Determinati perimetrul triunghiului PMN.

12. Un deal are forma unei piramide patrulatere regulate VABCD, cu VA =25 hm si AB =30 hm. Un inginer trebuie
sa proiecteze un drum de lungime minima, care sa lege centrele a doua localitati situate in A, respectiv C, si
care sa intersecteze muchia VB intr-un punct P. Determinati lungimea drumului BP.

13. Fie VABCDEF o piramida hexagonala regulata. Demonstrati ca AB < VA.

14. In piramida patrulatera regulatd VABCD, cu VA=3+4/13 cm si AB=12 cm, punctele E, F, G sunt mijloacele
muchiilor BC, CV, respectiv VD. Fie H un punct pe muchia CD, astfel incat suma VH + HE sa fie minima.

a. Aratati ca patrulaterul ABFG este trapez.
b. Determinati lungimea segmentului CH.

Autoevaluare
1. O piramida regulata are 8 muchii. Baza acestei piramide este: (3p)
a. triunghi echilateral; b. patrat; c. dreptunghi; d. hexagon regulat.

Alegeti litera corespunzatoare raspunsului corect.
2. VABCD este o piramida patrulatera regulata, cu aria bazei egala cu 36 cm?. Perimetrul triunghiului VAC
este egal cu 2442 cm. Determinati lungimea segmentului AC si aria triunghiului VAC. 3p)
3. In piramida triunghiulara regulata VABC, muchiile VA si AB au lungimile de 15 cm, respectiv 18 cm. (3p)
a. Determinati aria triunghiului VAB.
b. Determinati pozitia punctului T e VA, astfel Tncat perimetrul triunghiului CTB sa fie minim.

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 30 de minute.



Lectia 3: Corpuri geometrice. Prisma dreapta,
paralelipipedul dreptunghic, cubul

Cuvinte-cheie
prisma dreapta paralelipiped dreptunghic cub

Plimbati-va prin localitatea voastra si priviti Tn jur: toate constructiile ridicate de mana omului au forma unor
corpuri geometrice pe care le puteti numi. Natura poate crea forme oricat de stranii; omul le prefera pe cele care
prezinta simetrii, care au stabilitate, care pot fi construite usor si ieftin.

Priviti imaginile de mai jos. Denumiti corpurile geometrice pe care le puteti identifica.

¥ i

In lectia anterioara am vazut cd un corp geometric marginit doar de fete plane se numeste poliedru.

3.1. Prisma dreapta
De retinut

Definitie. Poliedrul marginit de doua suprafete poligonale convexe congruente (numite baze), situate in plane
paralele, fiecare avand n laturi (n > 3), si de n suprafete dreptunghiulare (numite fete laterale) se numeste prismd

dreaptd.
in functie de numarul de laturi ale unei baze, prismele drepte pot fi triunghiulare (n = 3), F £
patrulatere (n = 4), pentagonale (n = 5), hexagonale (n = 6) etc. '
In Figura 1 este reprezentata o prismd dreaptd hexagonald ABCDEFA'B'C'D'E'F'. A D
Elementele acestei prisme sunt: B ©
« bazele: suprafetele poligonale congruente ABCDEF si A'B'C'D'E'F';
« vdrfurile: punctele A, B, C, D, E, F, respectivA’, B, C', D', E', F/; F E
« muchiile bazelor: segmentele AB, BC, CD, DE, EF, FA, respectiv A'B’, B'C’, C'D', D'E,
EF,FA; A D
« muchiile laterale: segmentele AA’, BB', CC', DD’, EE', FF' (care sunt paralele si con- B €
gruente); Figura 1

- fetele laterale: suprafetele dreptunghiulare ABB'A’, BCC'B’, CDD'C’, DEE'D', EFF'E’, FAA'F'.

Observatii

1. Intr-o prisma cu baza avand cel putin patru laturi, segmentele care au o extremitate Intr-un varf al unei baze si
cealaltd intr-un varf al celeilalte baze, astfel incat cele doua varfuri nu apartin aceleiasi fete laterale, se numesc
diagonale. Prismele triunghiulare nu au diagonale.

2. O prisma dreapta ale carei baze sunt poligoane regulate se numeste prismd regulatd.
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3. Fetele laterale ale unei prisme drepte cu baza poligon regulat (altfel spus, ale unei prisme regulate) sunt drept-

4.

Prisma dreapta cu baza triunghi echilateral

unghiuri congruente.
Prismele drepte cu bazele poligoane convexe sunt, ca si piramidele, desfdsurabile.

In figurile 2-5 sunt reprezentate o prisméa dreapta cu baza triunghi echilateral (prisma triunghiulara regulatd),
o prisma dreapta cu baza patrat (prisma patrulatera regulatd) si cate o desfdsurare pentru fiecare:

Prisma dreapta cu baza patrat

(prisma triunghiulara regulata) (prisma patrulatera regulata)

3.3. Cubul
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A, D; C;
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D, c
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B A B
A, B A
Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5
3.2. Paralelipipedul dreptunghic
Paralelipipedul dreptunghic este prisma dreapta cu baza dreptunghi. D ¢
= Muchiile unui paralelipiped dreptunghic sunt congruente patru cate patru. Astfel, a: =
paralelipipedul dreptunghic are trei dimensiuni: lungime, latime si inaltime.
De exemplu, in paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’ din Figura 6, avem ____Q 3
AB=CD=AB' =CD',BC=AD=B'C'=A'D'siAA’=BB' =CC' =DD'. o z ¢
- Cele sase dreptunghiuri care constituie fetele unui paralelipiped sunt congruente Figura 6
doua cate doua.
- Fiecare dintre fetele paralelipipedului dreptunghic poate fi considerata baza a acestuia.
Cubul este prisma dreapta cu toate fetele patrate (Figura 7). D c
= Toate muchiile unui cub sunt congruente; ne vom referi la lungimea oricareia dintre Al B
ele numind-o muchia cubului.
- Cele sase patrate care constituie fetele unui cub sunt congruente. D
- Fiecare dintre fetele cubului poate fi considerata baza a acestuia. C
- SR . o .. . .. A B
Aplicatie. In figurile 8 si 9 sunt desenate desfasurarile unui paralelipiped dreptun- Figura 7

ghic, respectiv ale unui cub. Desenati pe caiete aceste figuri si completati cu denumirile
varfurilor care lipsesc pe desfasurari.

CI
D A, B
AV
a B
A B C D A
B
Figura 8 Figura 9

Activitate pe echipe
Sa desenam poliedre

Ne propunem sa reprezentam diverse poliedre atat prin desen, pe caiet, cat si cu ajutorul softului GeoGebra.
Se vor forma cinci echipe de cate 5-6 elevi. In cadrul fiecarei echipe vor exista doi geometri si doi proiectanti;
ceilalti membri, moderatorii, asigura legatura intre geometri si proiectanti, precum si legatura cu celelalte echipe.



Prima echipa are drept sarcina reprezentarea unei piramide
triunghiulare regulate, a doua — a unei piramide patrulatere regu-
late, atreia —aunei prisme triunghiulare regulate, a patra —a unui
paralelipiped dreptunghic, iar a cincea — a unui cub.

Geometrii trebuie sa deseneze pe coli A4 corpul indicat, folosind
instrumentele geometrice. Ei vor tine cont de conventiile de desen
din Lectia 1, precum si de indicatiile moderatorilor/profesorului.

Criteriu de acceptare a unui desen: daca trasam alte elemente
ale corpului, in afara de muchiile sale (diagonale ale fetelor etc.),
acestea trebuie sa nu se suprapund/sa nu vina ,,in prelungirea”

TR

L]

muchiilor.
Proiectantilor li se indica linkul https://www.geogebra.org/3d
si, cu ajutorul softului GeoGebra, sunt invitati sa reprezinte pe cal- Imagine realizata cu softul GeoGebra

culator corpurile pe care le-au desenat geometrii din echipa lor.
Dupa Tndeplinirea sarcinilor, echipele vor face Turul galeriei: moderatorii le prezinta vizitatorilor sarcina de
lucru primita si desenele realizate, dificultatile Tntalnite si modul in care echipa lor a reusit sa le depaseasca.

Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. In Figura 10 este reprezentata prisma dreapta ABCA'B'C’, cu baza triunghiul echilateral A’ c' g%
ABC, AB =6 cm si AA=643 cm.
Determinati:
a. aria fetei laterale ABB'A’; b. lungimea segmentului A'B;

c. distanta de la punctul B la dreapta A'C; d. sinusul unghiului BA'C.

Rezolvare
a. Fata laterald ABB'A’ este dreptunghi, deci A, ., = AB-AA'= 364/3 cm?.
b. Triunghiul A’AB este dreptunghic Tn A, deci A'B? = A’A% + AB? = 144 cm?, de unde Figura 10

rezultdca A’'B=12 cm.

c. Construim A’M L BC, M € BC, si BN L A'C, N € A'C. Calculand aria triunghiului A’BC in doua moduri, obtinem

BC-A'M BN-A'C . BC-A'M
A, e = = , deci BN =——— ().

wee 2 2 A'C &
Deoarece fetele laterale ABB'A’ si ACC'A’ sunt dreptunghiuri congruente, diagonalele lor sunt congruente,
deci A’'B=A'C =12 cm. Astfel, triunghiul A’BC este isoscel de baza BC, deci inaltimea A’M este si mediana

in acest triunghi. Cum BM=BC:2 =3 cm, aplicand teorema lui Pitagora Tn triunghiul MA’'B, rezulta ca
A'M =+ A'B* ~BM? =315 cm. Inlocuind in relatia (1), obtinem BN =3—“21'”:J cm
BN /15

AB 8

d. Din triunghiul dreptunghic A’BN rezulta ca sin(<«BA'C) =sin(«xBA'N) =

2. Paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’, reprezentat in Figura 11, are dimensiunile D' C
AB=8cm, AD = 6 cm si D'D = 10 cm. N
a. Determinati suma ariilor tuturor fetelor acestui corp geometric. ‘-.\ B~

b. Aratati ca triunghiul D'DB este isoscel.

c. O furnica se deplaseaza pe fetele paralelipipedului din punctul A Tn punctul D/, ,
traversand muchiile BB’ si CC'. Aratati ca drumul parcurs de furnica are lungimea D /v

strict mai mare decat24cm. | IS C
Rezolvare A B
a. Cele sase fete ale paralelipipedului dreptunghic sunt dreptunghiuri congruente Figura 11

doua cate doud. Suma ariilor tuturor fetelor este egald cu: 2 - A, +2 - A, ppp +
+2-A,,,=2-(AB-AD+AB - AA"+ AD - AA") =376 cm?.

b. Triunghiul ABD este dreptunghic in A, deci BD? = AB? + AD?, de unde rezultd ca BD = 10 cm. Asadar, BD = D'D ,
adica triunghiul D’'DB este isoscel, de baza D'B.
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c. Drumul minim pe suprafata paralelipipedului este drumul n linie dreapta A’ B ¢
pe desfasurarea pe un plan a celor trei fete laterale pe care merge furnica
(ABB'A’, BCC'B’' si CDD'C’), adica lungimea segmentului AD’ (Figura 12). /
Deoarece AD = AB + BC + CD = 22 cm, aplicand teorema lui Pitagora n triun-
ghiul ADD’, dreptunghic in D, obtinem D'A*> =/ AD? +D'D* =+/584 cm. Cum
584 >+/576 =24, rezultd ca AD' > 24 cm , deci orice alt drum are mai mult A B ¢ b
de 24 cm. Figura 12

3. Cubul ABCDA'B'C'D’, cu AB = a, este reprezentat in Figura 13. Aratati ca:

a. punctele B, B’, D, D sunt coplanare;

b. corpul geometric A’/AB'D’ este o piramida triunghiulara regulata;

c. corpul geometric B’ACD’ este un tetraedru regulat.

Rezolvare
a. Intrucat BB’ || DD, dreptele BB’ si DD’ determina un plan, deci punctele B, B/,
D', D sunt coplanare.

b. Segmentele AB’, AD' si B'D’ sunt diagonale Tn patrate congruente, deci
AB'=AD'=B'D'=a+/2. Asadar, triunghiul AB'D’ este echilateral si, Tntrucat
A'/A=A'B'=A'D' = a, rezulta ca A’AB'D’ este piramida triunghiulara regulata, Figura 13
de varf A’ si baza AB'D'.

c. Cum BA=B'C=B'D'=AC=AD'=CD'=a+/2, deducem ca B'ACD’ este tetrae-
dru regulat.

Probleme propuse

1. Desenati corpurile de mai jos, notati-le, precizati denumirea si elementele fiecaruia.

a. b. c. \ d. e.

2. Dati exemple de obiecte din clasa sau din apropierea scolii care au forma unei prisme drepte.
3. O prisma dreapta cu baza patrat are diagonala bazei de 12 cm. Aria bazei este egala cu:
a. 36 cm?; b. 364/2 cm?; c. 72 cm?; d. 144 cm?.

Alegeti litera corespunzatoare raspunsului corect.
" IO . | / [~ n-vor-m |
4. Desenati prisme drepte care corespund datelor din tabelul alaturat,
6 5 9

unde v reprezintd numarul varfurilor, f este numarul fetelor, m este
numarul muchiilor, iar lungimea unei muchii laterale este diferita de
lungimea muchiei bazei. In fiecare caz, calculati numarul N = v + f—m.
Ce observati? 12 8 18

6. Pentru fiecare caz, indicati corpul geometric a carui desfasurare este
reprezentata in fiecare dintre desenele de mai jos. Justificati!

8 6 12

a. b. c. d. e.

7. Confectionati din carton desfasurérile anterioare, cu lungimile elementelor marite de 5 ori. Indoiti si infasu-

rati, lipiti cu banda adeziva si obtineti astfel prisma dreapta corespunzatoare.




8.

9.

&

Alegeti litera corespunzatoare raspunsului corect.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Stabiliti daca urmatoarele afirmatii sunt adevarate sau false:
a. Orice prisma dreapta cu baza patrat este un paralelipiped dreptunghic.
b. Orice cub este un paralelipiped dreptunghic cu toate dimensiunile egale.

Aria bazei unei prisme drepte cu baza hexagon regulat este egala cu 544/3 cm?. Eva afirma ca perimetrul bazei
este egal cu 36 cm. Afirmatia Evei este:

a. adevarata; b. falsa.

Alegeti litera corespunzatoare raspunsului corect.
10.

Cubuldin Figura 14 s-a format prin asamblarea unor cubulete din lemn. S-au vopsit toate
fetele cubului. Dupa ce s-a uscat vopseaua, cubul a fost demontat in cubuletele initiale.
Dintre cubuletele obtinute, numarul celor care au exact trei fete vopsite este egal cu:

a. 1 h. 6 c. 8 d. 12.
Figura 14

Zidul paralelipipedic desenat in Figura 15 este construit din caramizi cubice si are, in partea de sus, o spar-
turd. Cate caramizi au fost scoase din zid?

Demonstrati ca triunghiul rosu desenat pe suprafata cubului din Figura 16 este echilateral. Cate triunghiuri
congruente cu acesta mai puteti desena pe suprafata cubului?

Se considera prisma dreapta ABCA'B'C’ cu baza triunghiul echilateral ABC, avand muchia bazei de 4 cm si
muchia laterald de 6 cm (Figura 17). Punctul P se afla pe muchia AA’, astfel incat AP =2 cm.

a. Aratati ca aria bazei este egala cu 43 e,

b. Demonstrati ca triunghiul PBC' este dreptunghic.

D' C' AI Cl
Al f B’ ////
/ B ///
P <
gt L - Vo,
_________ A C
A B B

Figura 15 Figura 16 Figura 17

Fie ABCDA’B'C'D' un paralelipiped dreptunghiccu A’/A=6cmsiAAB=A'D = 6+/2 cm. Aratati ca:
b. poliedrul ABCDA'B'C'D’ este cub.

Cutia unui stup de albine are forma unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile egale cu 5dm, 4 dm,
respectiv 7 dm. Pentru vopsirea unei suprafete de 1 dm?, se consuma 5 grame de vopsea. Cata vopsea este
necesara pentru a vopsi toate fetele cutiei?

a. punctele A, A’, C', C sunt coplanare;

O lada are forma unui paralelipiped dreptunghic cu latimea de 50 cm si Tndltimea cel mult egala cu latimea.
In lada goala se asazi 16 pachete cubice cu latura de 25 cm, care umplu lada. Care este lungimea [4zii?

In cubul ABCDA'B'C'D’ notdm AC N BD = {0} si A’'C’' " B'D' = {O'}. Aratati ca:
a. punctele A, C', O, O’ sunt coplanare;
b. punctul G este centrul de greutate al triunghiului AB'D’, unde {G} = A'C N AO'.

Un cort are forma unei prisme drepte ABEDCF cu baza triunghiul echilateral ABE (Figura 18). Perimetrul patru-
laterului ABCD este egal cu 18 m si BC = 2 - AB. Determinati distanta de la punctul £ la muchia AB.

In cubul ABCDA'B'C'D', cu AC n BD = {0}, punctul M e BC, E D
astfel incat OM L BC si OM = 8 cm. Aratati ca: r C

a. Ay =12843 cm?; £ A

b. dreptele AC' si A’C sunt concurente;

c. dreptele AB si A'C’ sunt necoplanare; D Al B

d. A'BC'D este tetraedru regulat. N F! c

In Figura 19 este reprezentata desfisurarea pe un plan B E D

a prismei drepte ABCDEFA'B'C'D'E'F’, cu baza hexagonul Figura 18 Figura 19
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regulat ABCDEF. Pe desfasurare, dreptele A’F’ si BC coincid. Stiind ca raza cercului circumscris bazei ABCDEF
este egala cu 10 cm, determinati: D’ C

a. perimetrul hexagonului ABCDEF; b. aria fetei ABB'A’.

Al

21. O lada are forma unei prisme patrulatere regulate ABCDA'B'C'D’. O furnica se
deplaseaza pe suprafata lazii, din punctul A catre punctul C’, mergand cu viteza

constanta pe traseul cel mai scurt (traseul rosu), pe care il parcurge intr-un minut. / P

O alta furnica se deplaseaza pe suprafata lazii, din punctul D catre B', cu viteza con- /,/

stanta pe traseul cel mai scurt (cel albastru), pe care il parcurge tot intr-un minut | .- D’ 2
(Figura 20). Cele doua furnici pleaca in acelasi moment. Dupa cat timp se Tntalnesc A"' z

n punctul P? Figura 20

Portofoliu

Fotografiati cu telefonul cladiri din orasul vostru care au forma unei prisme drepte. Printati fotografiile obtinute
si comentati-le la ora de matematica. Adaugati fotografiile in portofoliul personal.

Autoevaluare

1. Un cub are suma lungimilor muchiilor egala cu 216 cm. Perimetrul unei fete este egal cu:

a. 36cm b. 54 cm c. 72cm d. 108 cm.
Alegeti litera corespunzatoare raspunsului corect. (3p)
2. Fie ABCA'B'C' o prisma dreapta cu baza triunghiul echilateral ABC, AB =12 cm si AA'= 6\/5 cm. (3p)

Punctul M este mijlocul muchiei AB. Aratati ca triunghiul MA'C este isoscel.

3. Fie ABCDA'B'C'D’ un paralelipiped dreptunghic, cu lungimile muchiilor AB, BC si C'C direct proportionale 3p)
cu 2, 1, respectiv 3, iar AB + BC + C'C = 18 cm. Aratati ca:

a. aria bazei ABCD este egald cu 18 cm?;

b. drumul minim parcurs de o furnica de la A la C', pe fetele ABB'A’ si BCC'B', traversand muchia BB’, are mai
putin de 13 cm.

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 30 de minute.



Lectia 4: Corpuri geometrice: cilindrul circular drept,
conul circular drept

Cuvinte-cheie

disc cilindru con generatoare

In viata de zi cu zi intalnim corpuri marginite de suprafete curbe, pe care obisnuim sa le numim corpuri
rotunde. In inginerie si mecanica, rulmentii si rotile se folosesc pentru a minimiza frecarea si a asigura o miscare
mai lind; prin tevi si conducte, transportul lichidelor sau al gazelor se face mai eficient, reducand rezistenta
la curgere. In constructii si arhitecturd, cupolele distribuie uniform greutatea, fiind folosite la cladiri mari (de
ex. Bazilica Sf. Petru), iar turnurile cilindrice sunt mai rezistente la vant si cutremure. in recipientele cilindrice
(sticle, borcane) este mai usor de stocat sau turnat, iar becurile si l@ampile rotunde distribuie lumina uniform.

4.1. Cilindrul circular drept

Prin rotirea unei suprafete dreptunghiulare in jurul unei laturi se obtine un corp geometric numit cilindru circu-
lar drept.

in Figura 1 este reprezentat cilindrul circular drept obtinut prin rotirea suprafetei
dreptunghiulare AOO’A’ in jurul laturii 0O'.
Elementele acestui cilindru circular drept sunt:
@ « doud baze: discurile congruente de centre O, respectiv O’, care sunt situate in doua

plane paralele;

- centrele bazelor: punctele O si 0’;

« razele bazelor: OA, respectiv O'A’ ; OA=0'A' =R,

- generatoarea: segmentul AA’ (a carui lungime se noteaza, de regula, cu G), precum si
orice segment MM', cu M e C(O, R) si M' e C(0', R), astfel incat MM’ || AA’;

« suprafata laterald: suprafata descrisa de latura AA’ in procesul de rotatie.

Figura 1
Situatie problema
Daca decupam de-a lungul unei generatoare suprafata laterala g A’ B’ Al
a unui cilindru circular drept si o desfasuram pe un plan (ignorand R 2nR
interiorul cilindrului) obtinem un dreptunghi de dimensiuni 2R G G
si G, adica lungimea cercului de la baza cilindrului circular drept, | .o 2nR
respectiv lungimea generatoarei acestuia (Figura 2). B A B A

Figura 2
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Activitate practica
Cum construim un cilindru

Materiale necesare: coli A4, banda adeziva

» Decupati din hartie doua dreptunghiuri identice, avand dimensiunile 22 cm x 13,2 cm.
- Infasurati un dreptunghi pe lungime, iar pe celilalt pe latime.

Folositi banda adeziva pentru a obtine suprafetele laterale a doi cilindri.

Folosind aproximarea « =%, aratati ca cei doi cilindri au razele de 3,5 cm, respectiv 2,1 cm.

Decupati din hartie bazele celor doi cilindri si lipiti-le cu banda adeziva pentru a construi cilindrii.
Colorati cei doi cilindri in culori care va inspira.

4.2. Conul circular drept

Prin rotirea unei suprafete de forma unui triunghi dreptunghic n jurul uneia dintre catete se obtine un corp
geometric numit con circular drept.

In Figura 3 este reprezentat conul circular drept obtinut prin rotirea suprafetei triunghiu-
lui VOA, dreptunghic in O, in jurul catetei VO.

Elementele acestui con circular drept sunt:

@ « vdrful conului: punctul V;

 baza: discul de centru O si raza OA;

= centrul bazei: punctul O;

« raza bazei: OA=R;

« generatoarea (a carei lungime se noteaza, de reguld, cu G): segmentul VA sau orice Figura 3

segment VM, cu M e C(O, R);
- suprafata laterald: suprafata descrisa de segmentul VA Tn procesul de rotatie.

Situatie problema

Daca decupam, de-a lungul unei generatoare, suprafata laterala a unui con in
care AB este un diametru al bazei si o desfasuram pe un plan, ignorand interiorul
conului, obtinem un sector de disc de razd VB = G (Figura 4).

Lungimea arcului de cerc BB, este egala cu 2nR (deoarece acest arc provine din
cercul de la baza conului), iar masura o a unghiului la centru BVB,, care corespunde
acestui sector de cerc, depinde de raza si de generatoarea conului circular drept.

Figura 4

Investigatie

Desfasurarea suprafetei laterale a unui con circular drept este un sector cu unghiul la centru
de 60° dintr-un disc avand raza de 15 cm (Figura 5). Punctele A si B apartin cercului bazei conu-
lui, fiind diametral opuse. Care este lungimea celui mai scurt drum care uneste punctele A si B,
mergand pe suprafata laterald a conului?

Lucrati individual, avand la dispozitie 20 de minute. Urmariti planul de mai jos.

1. Decupati dintr-o coald de hartie un sector de disc avand raza de 15 cm si unghiul la centru de
60°. Infasurati-L si lipiti cu banda adeziva; ati obtinut suprafata lateral& a unui con circular drept.
2. Pe suprafata laterala a conului construit, trasati diverse drumuri care unesc punctele A si B.

Imaginati o metoda prin care sa puteti masura lungimile acestor drumuri. Care este lungimea Figura 5

celui mai scurt drum pe care l-ati trasat?

3. Taiati de-a lungul generatoarei VA, obtinand din nou desfasurarea suprafetei laterale a conului. Ce forme au,
pe suprafata desfasurata, traseele desenate la pasul anterior? Care este forma celui mai scurt drum?
4. Demonstrati ca lungimea drumului minim este egala cu 15 cm.

Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. In Figura 6 este reprezentat un cilindru circular drept, cu AA’ si BB’ generatoare, astfel incat punctele A si B
sunt diametral opuse in cercul de centru O al uneia dintre bazele cilindrului. Aria bazei cilindrului este egala



>

a carui lungime este egala cu lungimea cercului bazei conului. Notam masura A
unghiului la centru BVB, cu u®. Deoarece lungimea cercului corespunde lungimii
unui arc de 360°, are loc relatia:
b L., 27R 2rG . 18mcm-360° .
—L — Pt = =—=7 .
BB. 360° u®  360° 2n-45 cm A B

1

V
conului pe un plan. Obtinem un sector de disc cu raza VB, marginit de arcul BB, ¢
L. A . R Figura 8
Aplicatie. Aratati ca, in general, are loc relatia: u=a-360.

Probleme propuse

1. Denumiti corpurile geometrice desenate mai jos, desenati-le, notati-le si precizati elementele fiecaruia.

T A T

2. Dati exemple de obiecte din clasa sau din mediul inconjurator care au forma de cilindru circular drept.

3. Taiati o bucata de carton cu lungimea de 12,56 cm si latimea de 8 cm. Inf&surati bucata de carton de-a lungul
latimii si lipiti cu o baza adeziva pentru a obtine suprafata laterala a unui cilindru circular drept. Masurati dia-
metrul cercului ce are lungimea de 12,56 cm; decupati doua discuri din carton care sa aiba acest diametru si
lipiti-le de suprafata cilindrica pentru a obtine macheta unui cilindru circular drept.

4. Copiati si completati tabelul de mai jos, in care am notat cu R, G, L¢, A, .Adsf raza, generatoarea, lungimea
cercului bazei, aria bazei, respectiv aria dreptunghiului obtinut prin desfasurarea suprafetei laterale a unui
cilindru circular drept pe un plan.

- r | e | i [ A ] A,
. 4 cm

7 cm
10 cm 24mcm

T 9

147 cm 707 cm?

o

d. 641 cm? 641 cm?

e. T cm 207? cm?

cu 100 ncm?, iar AA’ = 25 cm. Determinati lungimea celui mai scurt drum de la A
la A’, pe suprafata laterala a cilindrului, care intersecteaza generatoarea BB'. A B
Folosind calculatorul electronic si considerand n=3,14, aproximati rezultatul
printr-un numar zecimal cu doua zecimale exacte.
Rezolvare
Baza cilindrului circular drept este un disc de raza R, avand aria egala cu nR>.
Rezultd cd nR>=100m cm? deciR=10cm. | e
Pentru a determina lungimea drumului minim, desfasuram pe un plan suprafata A 0 B
laterala a cilindrului. Obtinem astfel dreptunghiul AA/AA", cu AA'=G=25cm Figura 6
siAA, =2nR = 20n cm (Figura 7). A B A
Pe desfasurare, lungimea drumului minim este egala cu lungimea segmentului '
AA; . Triunghiul AA, A, este dreptunghic in A, deci A;A®> = AA? + A/ AZ, de unde
obtinem AA! =,/4007° +625 cm=+/400-3,14% +625 cm=67,59 cm.
2. Intr-un con circular drept, raza bazei este R = 9 cm, iar lungimea generatoarei este
G =45 cm. Determinati masura unghiului la centru al sectorului de disc obtinut A B n
prin desfasurarea suprafetei laterale a acestui con circular drept pe un plan. Figura 7
Rezolvare
Fie conul circular drept cu generatoarele VA si VB, unde A si B sunt puncte B,
diametral opuse in cercul bazei conului (Figura 8).
Taiem conul de-a lungul generatoarei VB si desfasuram suprafata laterala a
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5. Dati exemple de obiecte din clasa sau din mediul inconjurator care au forma de con circular drept.
6. Taiati o bucata de carton avand forma unui semidisc cu raza 24 cm. Infisurati semidiscul astfel incat cele
doua raze care il marginesc sa se suprapuna si lipiti-L cu o baza adeziva pentru a obtine un coif. Ce constatati?
7. Copiati si completati tabelul alaturat, stiind cd am notat cu R, G, L, A,, As, u® raza, generatoarea, lungimea
cercului bazei, aria bazei, aria sectorului de disc obtinut prin desfasurarea suprafetei laterale a unui con circu-
lar drept pe un plan, respectiv masura unghiului la centru al sectorului de disc.
vl | ¢ | ] A | A ]| w
. 5cm

12 cm
b. 20cm 207t cm
24w cm 360m cm?
d. 36mcm? 720m cm?
e. 24 cm 60°

a

8. O cutie are forma unui cilindru circular drept cu generatoarea de 20 cm
si raza de 10 cm. Doua astfel de cutii au fost ambalate ntr-o folie de
plastic, can Figura 9 (plasticul atinge doar o parte din suprafata laterala

afiecarei cutii). Determinati aria suprafetei ambalajului din plastic folosit ‘ )‘ )

pentru Tmpachetare.

9. O cladire are forma unui cilindru circular drept cu raza de 4 m si gene- J
ratoarea de 10 m (Figura 10). Punctele A si B se afla pe o generatoare a A
cilindrului. De jur imprejurul cladirii se construieste o scara exterioara Figura 9 Figura 10

(desenata cu rosu), avand lungimea minima posibila. Aratati ca lungimea
scarii nu depaseste 27,5 m.

Activitate practica

O coala dreptunghiulara de hartie are dimensiunile 42 cm x 20 cm. Decupati din aceasta coala suprafata late-
rald si cele doua baze ale unui cilindru circular drept cu raza R =5 cm si generatoarea G = 20 cm. Explicati cum
puteti proceda.

Portofoliu

1. Folosind instrumentele geometrice, desenati, pe cate o coald A4, urmatoarele corpuri: o piramida triunghiu-
lara regulata, o piramida patrulatera regulata, o prisma triunghiulara regulata, o prisma patrulatera regulata,
un cub, un paralelipiped dreptunghic, un cilindru circular drept si un con circular drept.

2. Pentru fiecare dintre cele opt corpuri geometrice de la punctul 1, decupati din hartie cate o desfasurare a supra-
fetei sale. Trasati cu creionul liniile dupa care trebuie efectuata o rabatare pentru a obtine corpul.

Adunati toate materialele de portofoliu intr-o map4, in vederea evaluarii finale.

Autoevaluare

1. Un cilindru circular drept are lungimea cercului bazei egala cu 18w cm. Afirmatia ca aria bazei (3p)
cilindrului este egala cu 81rn cm? este:
a. adevarata b. falsa.
Alegeti litera corespunzatoare raspunsului corect.

2. Un cilindru circular drept are raza R = 6 cm si generatoarea G =10 cm. Determinati aria desfasurarii (3p)
suprafetei laterale a cilindrului pe un plan.

3. Un sector de disc, avand raza de 12 cm si unghiul la centru de 240°, se infasoara, (3Bp)
dand nastere suprafetei laterale a unui con circular drept. Determinati raza acestui con.

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 30 de minute.
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Lectia 5: Drepte paralele. Unghiul a doua drepte

Cuvinte-cheie

drepte paralele unghiuri cu laturile respectiv paralele unghiul a doua drepte drepte perpendiculare

litatea si durabilitatea constructiei. Considerandu-le ca drepte, unele pot fi perpendiculare
si atunci masura unghiului dintre ele este egala cu 90°; altele sunt concurente si formeaza __
unghiuri ascutite; altele nu au niciun punct comun si sunt fie paralele, fie necoplanare. Schita unei cabane

5.1. Drepte paralele

De retinut

Definitie. Doua drepte coplanare care nu au niciun punct comun se numesc drepte paralele. > d,
Acceptam, fara demonstratie, urmatorul rezultat: /
Teorema 1 (tranzitivitatea relatiei de paralelism). Doua drepte distincte, paralele cu

o a treia, sunt paralele intre ele. d;

Cu alte cuvinte, daca d,, d, si d; sunt trei drepte distincte din spatiu astfel incat d, || d, Figura 1
sid, || d;, atuncid, || d; (Figura 1).

A%
Barnele cu care construim o caband au una fata de alta diverse pozitii, care asigura stabi- ‘lm\

Exemplu a ¢
Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’ (Figura 2). A B’
Avem AA' || BB’ si BB' || CC', deoarece fetele laterale ABB'A’ si BCC'B’ sunt drept- D

unghiuri. Din tranzitivitatea relatiei de paralelism rezulta ca AA" | cc. |7 C
Aplicatie. Identificatisi alte perechi de muchii paralele, nesituate pe aceeasi fata A B

a paralelipipedului. Figura 2

De retinut

Teorema 2. In spatiu, doua unghiuri cu laturile respectiv paralele sunt congruente sau suplementare.

Demonstratie. Fie <xOy si <x'0'y’ cele doua unghiuri, astfelincat Ox || O'x’ si Oy || O’y’. Consideram, pe laturile
unghiurilor, punctele A € Ox, B e Oy, A’ € O'x’' si B’ € O'y', astfel Incat OA = O'A’ si OB = O'B'.

Dreptele OA si O'A’ sunt paralele, deci

determinaun plan a; analog, dreptele para- B A gt
lele OB si O'B’ determina un plan . Exista, x 4 /Z x4 /z
practic, trei cazuri (configuratii) posibile, 9 g : B o :
dupa cum punctele A si A’, respectiv Bsi B’ / Y Y
se afla fie de aceeasi parte, fie de o parte si (o] A’ X' o’ A’ X'

de alta a dreptei O0’, in planele o, respec- Figura 3 Figura 4 Figura 5
tiv B (figurile 3, 4 si 5).

Cazul 1: 00’ nu intersecteaza niciunul dintre segmentele AA’ si BB’ (Figura 3). Segmentele OA si O'A’ sunt
coplanare (continute in planul o), paralele si congruente, deci OAA’O’ este paralelogram. Analog, OBB'O’ este
paralelogram. Prin urmare, OO’ || AA’ si OO’ = AA’, respectiv OO’ || BB’ si OO’ = BB'. Din tranzitivitatea relatiilor de
paralelism si de congruenta, rezulta ca segmentele AA’ si BB’ sunt paralele si congruente, deci ABB'A’ este para-
lelogram, de unde obtinem AB=A'B’. Deducem ca triunghiurile OAB si O'A’'B’ sunt congruente (cazul L.L.L.), deci
<AOB = <A'0O'B', adica <x0y = <x'0'y'.

Cazul 2: OO’ intersecteaza exact unul dintre segmentele AA’ si BB'; sa presupunem ca pe AA’ (Figura 4).
Daca Oz este semidreapta opusa lui Ox, din cazul 1 rezulta ca <zOy = <x'0'y’. Cum ¥<xOy + <zOy = 180°, rezulta
ca ¥x0y + ¥x'0'y' = 180°, adica xOy si x'0O’y’ sunt unghiuri suplementare.

Cazul 3: OO’ intersecteaza ambele segmente AA’ si BB’ (Figura 5). Daca Oz este semidreapta opusa lui Ox si
Ot este semidreapta opusa lui Oy, din cazul 1 rezulta ca <zOt= <x'0'y’. Cum <xzOt = <xOy (ca unghiuri opuse la
varf), deducem ca <xOy = <x'0O'y'.
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Mate practica

Daniel deformeaza o cutie de carton de forma paralelipipedica din care a decupat
doua fete opuse, pana obtine un corp de forma celui din Figura 6, in care patrulate-
rele ABB'A’ si DCC'D’ sunt paralelograme. Observam ca: .

« unghiurile A’AB si D'DC sunt congruente, deoarece AA’ || DD’ si AB || DC (cazull A

din Teorema 2). Dreapta AD, care uneste varfurile unghiurilor, nu separa nici Figura 6
punctele A’, D’ in planul (ADD’), nici punctele B si C in planul (ABC);

« unghiurile ABB’ si D'DC sunt suplementare, deoarece BA || DCsi BB’ || DD’ (cazul 2 din Teorema 2). Dreapta BD, care

uneste varfurile unghiurilor, nu separa punctele B’, D" in planul (BDD"), dar separa punctele A si Cin planul (ABC).

Identificati, in Figura 6, unghiuri congruente cu ABB' sau cu CC'B’, respectiv suplementare lui A’AB.

5.2. Unghiul a doua drepte in spatiu
In spatiu, doua drepte pot fi coplanare, respectiv necoplanare.

De retinut
Unghiul a doua drepte coplanare
Definitie. Fie d, si d, doua drepte coplanare.
« Dacd d, coincide cu d, sau d, || d,, spunem ca dreptele d, si d, formeaza un unghi de masura nula.
Asadar, daca d, = d, sau d, || d,, atunci <(d,, d,) = 0°.
« Daca d, si d, sunt concurente intr-un punct O, atunci unghiul dintre dreptele d, si d, este unghiul cu cea mai

mica dintre masurile celor patru unghiuri formate de cele doua drepte n jurul punctului O.
In particular, daca d; L d,, atunci «(d,, d,) = 90°; in caz contrar, %(d,, d,) € (0°, 90°).

Exemplu /D
In Figura 7, dreptele AB si CD sunt concurente in punctul O, iar «BOC = 110°. Intrucat 0
unghiurile opuse la varf sunt congruente, rezultd cd <AOD = <BOC = 110°, respectiv. = A //110° B
<AOC = <BOD =70°, deci «(AB, CD) = 70°. C
Figura 7
Observatie A B
Mdsura unghiului dintre doua drepte coplanare d, si d, nu se schimbd daca finlo-
cuim dreapta d, cu o altd dreapta d,, paraleld cu d,. Altfel spus, daca d, || d;, atunci
+(d,, dy) = +(d,, ;). ¢ D
o ) 1“3
Intr-adevar, dacd AB || CD si BC este secanta, iar unghiul ABC este ascutit, ca n Figura 8, Figura 8

atunci <ABC = «BCD (ca unghiuri alterne interne), deci <(AB, BC) = «(CD, BC).

De retinut
Unghiul a doua drepte necoplanare

@ Fie d, si d, doua drepte necoplanare si punctul P in spatiu. In conformitate cu axioma

d.
paralelelor, exista doua drepte unice d; si d,, care trec prin P, astfel incat d; ||d, si d; || d,. dl\
Folosind faptul ca unghiurile cu laturile respectiv paralele sunt congruente sau suple- /

mentare (Teorema 2), masura unghiului dreptelor d; si d; ramane aceeasi, indiferent P
de alegerea punctului P. d}N

Definitie. Prin unghiul a doud drepte necoplanare intelegem unghiul a doua drepte Figura 9
paralele la cele doua drepte date, duse printr-un punct oarecare.
Asadar, daca d; || d,, d; || d, si d; nd; ={P}, atunci «(d,, d,)=<(d;,d;) (Figura 9).

Observatii &

1. Uneori este mai convenabil sa alegem P € d; sau P € d,. De exemplu, daca P € d,,

d; |ld, si d; nd; ={P} (Figura 10), atunci <(d, , d,) = «(d, , ;). A}D/\dé/

2. Daca masura unghiului dintre doua drepte necoplanare d si g este egala cu 90°, atunci :
dreptele d si g sunt perpendiculare. Scriem d L g. Figura10
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Activitate practica

Decupati din hartie o suprafata marginita de un trapez ABCD, cu AB || CD.
Trasati linia mijlocie EF. Sunt paralele AB, EF si CD? Justificati raspunsul dat!
Indoiti suprafata de-a lungul liniei mijlocii (Figura 11).

Raman AB, EF si CD paralele si dupa indoire? Justificati raspunsul! Figura 11

Portofoliu

Demonstrati urmatoarele proprietati si adaugati-le in portofoliul Fundamente ale geometriei in spatiu.

1. Teorema acoperisului. Daca dreptele paralele a si b sunt incluse Tn planele secante a, respectiv f, atunci
dreapta de intersectie a planelor o si B este paralela cu dreptele a si b (Figura12).
Ipoteza:acoa,bcB,anB=h
Concluzie: h ||asih || b
Indicatie: Presupunem, prin absurd, ca dreptele a si h nu
sunt paralele. Atunci a si h sunt concurente (justificati!) h

intr-un punct O. Se arata ca O € B si O e v, apoi se deduce ca i

a si b sunt concurente Tn O, contradictie cu a || b.
Presupunerea facuta este fals3a, decih || a. Analog se demon-
streazacah || b.

Figura 12 Figura 13

2. Trei plane secante doua cate doua. Daca trei plane se intersecteaza doua cate doua, dar nu au niciun punct
comun, atunci cele trei drepte de intersectie sunt paralele (Figura13).
Ipoteza:anB=qa,any=b,pNny=c,anBny=J
Concluzie: a || b || c.
Indicatie: Presupunem, prin absurd, ca dreptele a si b nu sunt paralele. Atunci a si b au un punct comun O
(justificati de ce!). Se arata ca punctul O este continut in toate cele trei plane a, B, y, contradictie cu ipoteza.
Presupunerea facuta este falsa, decia || b. Analog se arataca b || ¢, decia || b || c.

Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Intr-un con circular drept de varf V, punctele A si B sunt diametral opuse in cercul

ce delimiteaza baza de centru O, iar C este un punct pe cerc astfel Tncat AC = 60°.
Punctele D si E apartin generatoarelor VA, respectiv VB, astfelincat VD = VE. Determinati
masura unghiului dintre dreptele DE si OC.

Rezolvare VD VE
Din VD =VE si VA =VB rezulta AR Aplicand reciproca teoremei lui Thales

n triunghiul VAB, deducem ca DE || AB (Figura 14).
Ca urmare, «<(DE,OC)=<x(AB,0C)=<AO0C = AC = 60°. Figura 14

2. In Figura 15 este reprezentat cubul ABCDA'B'C'D'. Fie AC n BD = {0} si AD' " A'D = {P}.
a. Determinati masurile unghiurilor formate de dreptele A'B’ si CD, A'B’ si AC, respectiv B'D’ si AC.

b. Stabiliti valoarea de adevar a afirmatiei: ,,Cosinusul unghiului dintre dreptele BC' si OP este egal cu %

Rezolvare D c

a. Avem A'B’ || AB (deoarece ABB'A’ este patrat) si AB || CD (intrucat ABCD este patrat). e
Deducem ca A'B' || CD, deci <(A'B’, CD) = 0°. g R
In patratul ABCD, diagonala AC este bisectoarea unghiului drept BAD, deci <BAC = 45°.
Cum A'B' || AB, obtinem <(A’B’, AC) = %(AB, AC) = <BAC = 45°.
Punctele B, B', D', D sunt coplanare, deoarece BB’ || DD'. Dar BB’ = DD’, deci patru-
laterul BB'D'D este paralelogram. in consecinta, <(B'D’, AC) = <(BD, AC) = 90°,
deoarece BD | AC.

b. Cum AB || C'D' si AB=C'D', patrulaterul ABC'D' este paralelogram, deci BC' || D’A.
Segmentul OP este linie mijlocie in triunghiul ACD’, deoarece O este mijlocul segmentului AC, iar P este mij-
locul segmentului AD'. Asadar, OP || D'C si, cum BC' || D'A, deducem ca <(BC’, OP) = «(D'A, D'C). Deoarece AD',

AC si CD' sunt diagonale in patrate congruente (fetele cubului), rezulta ca AC = AD’ = CD', deci triunghiul ACD’

Bl

O

A B
Figura 15

este echilateral. Ca urmare, <(D'A, D'C) = <AD'C = 60°. Cum cos 60° =%, afirmatia din enunt este adevarata.
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AA’ = 4 cm (Figura 16). Aflati masurile unghiurilor determinate de dreptele:

Fie ABCA'B'C' o prisma dreapta cu baza triunghi echilateral, avand muchia bazei AB = 242 cm simuchia laterala

a.ABsi CC'; b. BCsiA'B’; c.ABsiAC'. A 5 /,C
Rezolvare ,//
a. Fata lateralda ACC'A’ a prismei este un dreptunghi, prin urmare CC' || AA". Rezulta ca /
X(AB, CC') = %< (AB, AA") = <A’AB, iar masura acestui unghi este 90°, deoarece ABB'A’ D, Al C
este dreptunghi.
b. Analog, avem: x(BC, A'B") = «(BC, AB) = <ABC, iar masura acestui unghi este 60°, e 165
Igura

Intrucat ABC este triunghi echilateral.
c. Notam cu D simetricul punctului C fata de punctul A. Segmentele AD si A’C' sunt paralele si congruente,
deci ADA'C’ este paralelogram; rezulta ca AC' || DA'. Atunci <(A'B, AC') = <(A'B, DA") = <BA’D. Aplicand

teorema lui Pitagora Tn triunghiurile dreptunghice ABA’ si ADA’, obtinem ca A'B=AD=26 cm.
In triunghiul BCD, lungimea medianei BA este egald cu jumatate din lungimea laturii pe care cade,

deci unghiul CBD este drept. Folosind din nou teorema lui Pitagora, gasim ca BD =2+/6 cm. Astfel, triun-
ghiul A'BD este echilateral, prin urmare <BA’'D = 60°.

Probleme propuse

) 1

2.

Unghiul ABC are masura egala cu 130°. Afirmatia cad <(AB, BC) = 130° este: a. adevarata b. falsa.
Alegeti litera corespunzatoare raspunsului corect.

a. Priviti sala de clasa ca pe un paralelipiped dreptunghic si considerati doua muchii
oarecare ale sale. Sunt paralele sau sunt perpendiculare? Ar putea exista si o
a treia situatie?

b. InclasaaVi-a ati invatat ca, daca d, g si h sunt trei drepte distincte intr-un plan,
astfel incat d L h si g L h, atunci d || g. Ramane afirmatia adevarata dacé drep- 4=

tele d, g si h sunt in spatiu? Justificati raspunsul analizand Figura 17. Figura 17
. Poliedrul ABCDA’B'C'D’ este prisma dreapta cu baza patratul ABCD. Masura unghiului dintre dreptele B'C’' si BD
esteegaldacu: a. 30° h. 45° c. 60° d. 90°.

Alegeti litera corespunzatoare raspunsului corect.

. Se considera paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D'.
a. Demonstrati ca punctul C’' apartine planelor (A’AC), (ABD') si (AB'D).
b. Aratati ca intersectia planelor (A'AC), (ABD") si (AB'D) este o dreapta.

. Fie ABCD un tetraedru regulat, iar M, N, P, Q mijloacele muchiilor AB, BC, CD, respectiv DA. Aratati ca:
a. <(MN, CD) = 60°; b. <(MP, AB) = 90°; c. patrulaterul MNPQ este romb.

. Fie VABCD o piramida patrulatera regulata, cu P € VA si Q e VB, astfel incat VP = VQ. Aratati ca PQ || CD.

. In Figura 18 este reprezentatd piramida v
triunghiulara regulata VABC. Punctele D
si E apartin muchiilor VA, respectiv VB, D
astfel Tncat VD = VE. Determinati masura
unghiului dintre dreptele DE si BC. A c

. Fie ABCD un tetraedru, iar M, N, P, Q, R, S
mijloacele muchiilor AB, BC, CD, DA, AC, 5
respectiv BD (Figura 19).
a. Aratati c& MN || PO. Figura 18 Figura 19 Figura 20

b. Demonstrati ca dreptele MP, NQ si RS sunt concurente.
c. Daca <(AC, BD) = 90°, aratati ca patrulaterul MNPQ este dreptunghi.

. Un deal are forma unei piramide patrulatere regulate VABCD, cu VA = AB =16 hm. Punctele A, B, C, D, V sunt
centrele a cinci localitati legate prin 8 drumuri construite de-a lungul muchiilor piramidei (Figura 20). O firma
a construit o pensiune agroturistica intr-un punct P, situat pe muchia VC, care a fost ales astfel incat drumul
de acces BP sa aiba lungimea minima posibild. Ulterior, a fost construit si drumul DP. Aratati ca:

a. <(VB, AD) = 60°; b. <(AD, BP) = 30°; c. tg(<(VA, BP))=\/§.
d. prin constructia drumului de acces DP, pentru locuitorii din localitatea D, distanta pana la pensiune se
micsoreaza cu cel putin 50%.



10.

11.

12.

13.
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Intr-un cilindru circular drept, fie AB un diametru al bazei. Dac& AA’, BB, CC' sunt generatoare, AB= 6 cm
si AA' =33 cm, determinati masura unghiului dreptelor OA si OB’ si masura unghiului dreptelor AA’ si OC'.

Fie M si N mijloacele muchiilor AB, respectiv BC ale tetraedrului ABCD. Se stie ca MN=2cm, AD=5cm
si CD = 3 cm. Demonstrati ca dreptele MN si CD sunt perpendiculare.

Consideram cubul ABCDMNPQ. Determinati masurile urmatoarelor unghiuri:
a. %(AB, CQ); b. <(AQ, CN); c. ¥(AQ, BM).

Intr-un con circular drept de varf V, punctele A si B sunt diametral opuse pe cercul de centru O al bazei,
iar D este mijlocul arcului AB. Fie M € VA si N e VB, astfel incat VM = VN. Aratati ca MN L OD.

14. In piramida triunghiulara regulatid ABCD, punctele G, si G, sunt centrele de greutate ale fetelor ABC, respectiv

ACD. Demonstrati ca dreptele G,G, si BD sunt paralele. F £
15. In Figura 21 este reprezentata prisma dreaptd ABCDEFA'B'C'D'E'F', cu baza hexagonul 4; D'

regulat ABCDEF. P

a. Determinati masurile unghiurilor ABC si B'A'D'.

F
b. Aratati ca unghiurile ABC si B'’A’D’ au laturile respectiv paralele. P S o E D
A |
c. Demonstrati ca <(AB, BC) = <(A'B’, A'D"). B - ¢
d. Aratati ca dreptele A’C’ si BE sunt perpendiculare. Figura 21

16. Consideram cubul ABCDMNPQ. Notam cu O si O’ centrele fetelor ABCD, respectiv BCPN. Determinati masurile

urmatoarelor unghiuri:
a. <(MO, NQ); b. <(AQ, 00"; c. <(DO', AN).

17. Fie ABCDA'B'C'D’ o prisma dreaptad, cu baza patratul ABCD, AB = 6 cm si A’A = 8 cm. Determinati:

a. cosinusul unghiului dreptelor AA’ si CD’; b. tangenta unghiului dreptelor AD’ si BC;
c. tangenta unghiului dreptelor AD' si A'C’; d. sinusul unghiului dreptelor A'B si AD'".

18. Consideram prisma dreapta ABCDA'B'C'D', cu baza patratul ABCD si muchia laterala p ¢
AA’ =10 cm. Pe muchiile AA’, BB’ si CC’ se considera punctele M, N, respectiv P, astfel A “\ B lp
ncat AM =5 cm, BN = 2 cm si CP = 7 cm (Figura 22). ot
a. Determinati masurile unghiurilor dintre dreptele A'B’ si CD, A'B’ si C'C, respectiv A'B’ My~ E\\\

si AC. Di i AN c
R o
b. Punctele O si Q sunt centrul bazei ABCD, respectiv mijlocul segmentului ND'. 2% J B
Aratati ca 0Q || AA" si 0Q = 6 cm. Figura 22
c. Demonstrati ca MN || PD’ si NP || MD'.
Autoevaluare %‘/p
1. Completati spatiile punctate, astfel incat afirmatiile obtinute sa fie adevarate: :
a. Doua drepte care nu au niciun punct comunsunt........... Sal......ovvnn.
b. M3asura unghiului dintre doua drepte perpendiculare este ... ... °,
c. Doud unghiuri cu laturile respectiv paralelesunt........... Sal......o..... (3p)
2. Se considera prisma dreapta ABCMNP, cu baza triunghiul echilateral ABC r
(Figura 23). Asociati fiecarui unghi din prima coloana masura sa din a doua coloana. ~ (3p)
a. <(MN, PC) 1.0°
2. 30°
b. <(BC, NP) 3. 60°
c. %(MP, AB) 4. 90° . ¢
3. Se considera prisma dreapta ABCDA'B'C'D’, cu baza patratul ABCD, Figura 23
muchia bazei AB=2+/3 cm si muchia laterala AA’ = 6 cm. Aratati ca: (3p)
a. AB|| D'C; b. ACLB'D c. (A'B, DC") = 60°.

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 30 de minute.
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Lectia 6: Dreapta paralela cu un plan

Cuvinte-cheie
dreapta inclusa intr-un plan dreapta paralela cu un plan dreapta secanta unui plan

In constructii si arhitecturd, la proiectarea cladirilor, grinzile si coloanele trebuie s fie paralele cu anumite
plane pentru a asigura stabilitatea si alinierea corecta a structurii. Pentru o instalare eficienta, conductele sau
cablurile trase de-a lungul unor camere sunt paralele cu planul podelei (sau al tavanului). Arborii sau tijele anu-
mitor piese mecanice trebuie sa fie paralele cu anumite suprafete pentru a evita uzura neuniforma si pentru a asi-
gura buna functionare a mecanismelor. Sistemele de ghidaj, cum ar fi sinele trenurilor sau benzile transportoare,
necesita elemente paralele cu planul de rulare pentru o functionare corecta.

De retinut @

Definitie. Spunem ca o dreapta d este paralela cu un plan a daca dreapta d si planul a

nu au niciun punct comun.
Notam d || a. Asadar, d || o daca si numai daca d n o= (Figura 1).

Observatie. O dreapta care nu este inclusa intr-un plan este fie paralela cu planul Figura 1
respectiv, fie secanta planului (adica dreapta intersecteaza planul Tntr-un singur punct).

d

Teorema 1. O dreapta paralela cu o dreapta inclusa intr-un plan este paralela cu planul sau inclusa in plan.
Asadar, daca d si e sunt doua drepte si o este un plan astfelincat d || e sie c a, atuncid || a.sau d c a.

intr-o formulare echivalentd, Teorema 1 afirmi c3, daci dreapta d, care nu este inclusa in planul a, este para-
lela cu o dreapta e continuta in planul a, atunci dreapta d este paralela cu planul a.
Asadar,dacadz o, d || esiec o, atuncid || a.

Demonstratie:

Fie B planul determinat de dreptele paralele d si e. Evident,  # a si o m =e. Presupunem, d B
prin absurd, ca d nu este paraleld cu o. Atunci d si o sunt secante. Notdm d na= {0}
(Figura 2). Din O e d si d < B, rezulta ca O € B, iar cum O € o, deducem ca O € a N B, adica / \G—.J/
O e e. Asadar, dne= {O} ceea ce contrazice faptul ca d || e. Presupunerea facuta este o 0
falsa, decid || a. Figura 2

Observatie. Daca dreapta d este paralela cu planul o, cumd na =, rezulta ca d nu are d
puncte comune cu nicio dreapta din planul . -

Aceasta afirmatie nu inseamna ca d este paralela cu orice dreapta a planului a.

Mai exact, daca d || a, atunci dreptele planului o se Tmpart in doua categorii:

- drepte paralele cu dreapta d (cum sunt dreptele a si b din Figura 3); Figura 3

« drepte necoplanare cu dreapta d (cum este dreapta c din Figura 3).

Exemplu D c

Fie ABCDA'B'C'D’ un cub (Figura 4). Folosind Teorema 1, deducem ca:

- din A’B' ¢ (ABC), A'B’ || AB si AB = (ABC), rezulta ca A'B’ || (ABC);

« din AA" ¢ (BCC"), AA" || BB’ si BB’ — (BCC"), rezulta ca AA’ || (BCC"); D c

« din B'C' ¢ (A'BC), B'C' || BC si BC — (A'BC), rezulta ca B'C' || (A’'BC).

Justificati faptul ca orice muchie continuta intr-o fatd a cubului este paralela cu planul
fetei opuse.

B
Figura 4



De retinut

Teorema 2. Daca dreapta d este paraleld cu planul a si este continuta intr-un plan B care
il intersecteaza pe a, atunci dreapta de intersectie a celor doua plane este paralela cu d.
Asadar, dacd d || a,dc=BsianB=e, atuncid || e (Figura 5).

Demonstratie:
Presupunem, prin absurd, ca dreptele d si e nu sunt paralele. Fiind coplanare (incluse in
planul B) si distincte, dreptele d si e sunt concurente. Notam {A} =dne.CumA cesieca,

rezultd cd A € a. Dar A € d, deci dreapta d intersecteaza planul o Tn punctul A, contradictie cu /d
ipoteza d || a. Asadar, presupunerea facuta este falsa, decid | e.

Teorema 3. Daca dreapta d este paralela cu planul a, atunci orice dreapta paralela cu d,
care contine un punct al planului o, este inclusa in planul o.

Asadar,dacad | a,Aeca,d| esiA e e, atunci e c a (Figura 6). Figura 6

Demonstratie:

Notam cu B planul determinat de dreapta d si de punctul A. Deoarece planele a si  au un punct comun (pe A),
cele doua plane au o dreapta comuna, pe care o notam cu h. Evident, A € h.

Din Teorema 2 rezultd ca d || h. Cum d || e, iar punctul A este comun dreptelor coplanare e si h (ambele fiind
incluse in planul a), din axioma paralelelor rezult ca dreptele e si h coincid. In consecinta, e < .

Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. In Figura 7 este reprezentata piramida patrulatera regulatd VABCD. Pe muchiile VA
si VB se considera punctele E, respectiv F, astfel incat VE = VF. Punctul M este mijlo-
cul muchiei VC si g este dreapta de intersectie a planelor (EFM) si (ABC). Aratati ca:
a.
d.

Demonstratie:
a.

e.

AB || (VDC); b. EF || (ABC); c. VA (MBD);
dreptele EF si AC sunt necoplanare; e. EF |l g.

Evident AB || CD, deoarece ABCD este patrat. Cum AB « (VDC), AB || CD si A’
CD = (VDC), rezulta ca AB || (VDC). Figura 7

. Din VE = VF si VA = VB, rezults c3 % =%, deci EF || AB. Cum EF ¢ (ABC), EF || AB si AB < (ABC), deducem ci

EF || (ABC).

. In patratul ABCD, fie AC~BD={0}.Segmentul OM este linie mijlocie in triunghiul VAC, deci OM || VA.

Deoarece VA ¢ (MBD), VA || OM si OM = (MBD), rezulta ca VA || (MBD).

. Cum EF || (ABC) si AC c (ABC), dreptele EF si AC nu au niciun punct comun, deci sunt fie paralele, fie

necoplanare. Presupunand ca EF || AC, prin A ar trece doua paralele distincte la dreapta EF, si anume AB
si AC, absurd. Asadar, EF si AC sunt necoplanare.
Deoarece EF || (ABC), EF c (EFM) si (EFM) n (ABC) = g, conform Teoremei 2, rezulta ca EF || g.

2. Fie cubul ABCDA'B'C'D’, cu O si O’ centrele fetelor ABCD, respectiv A'B'C'D'. in exteriorul cubului se considera
un punct P, astfel incat CP || A'C’ (Figura 8). Aratati ca:

a. A'C' || (ABC); b. CP = (ABC); c. A0’ || (BC'D): o, o
d. intersectia planelor (ABC) si (A’BC’) este paralel cu dreapta A'C'. A'Z 'B",;;,:?'
Demonstratie: ey

a. Deoarece ABCDA'B'C'D’ este cub, rezulta ca AA’ || CC’ si atunci punctele A, A’, C, C'

sunt coplanare. in planul (AA’, CC'), avem AA’ || CC’ si AA’=CC', deci patrulaterul
ACC'A’ este paralelogram. In consecinta, A'C’ || AC.
Cum A'C' ¢ (ABC), A’C’ || AC, AC c (ABC), rezulta ca A'C’ || (ABC). Figura 8

b. Vom aplica Teorema 3. Deoarece A'C’ || (ABC), C € (ABC), CP || A'C’, rezulta ca CP < (ABC).

. In patratele congruente ABCD si A’/B'C'D’, avem O'C’ = OA, ca jumétati de diagonale congruente.

Deoarece ACC'A’ este paralelogram, deducem ca O'C’ || OA, si, cum O'C’' = OA, rezulta ca patrulaterul AOC'O’
este paralelogram, deci A0’ || OC'. Cum AQ’ « (BC'D), AO' || OC', OC' = (BC'D), rezulta ca AQ' || (BC'D).

. Planele (ABC) si (A'BC’) au un punct comun (pe B), deci au o dreapta comuna, pe care 0 notam cu g.

Deoarece A'C' || (ABC), A'C' c (A’BC") si (A'BC")n (ABC) = g, din Teorema 2 rezulta ca g || A'C'.
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12.

13.

14.

15.

Probleme propuse

) 1

2.

A
Identificati in sala de clasa drepte paralele cu planul tablei, respectiv cu planul
parchetului.

D E
Se considera un triunghi ABC si un plan o, astfel Incat B, C € a si A ¢ o (Figura 9). / H /
C
o

Punctele D si E sunt mijloacele laturilor AB, respectiv AC. Ce pozitie au dreptele BC,
AB, AC, respectiv DE fata de planul o? Justificati. Figura 9

. Intr-un cilindru circular drept, cu AB diametrul bazei si AA’, BB’ generatoare, punctele D si E sunt mijloacele

segmentelor AA’, respectiv A'B. Aratati ca dreapta DE este paralela cu planul bazei cilindrului.

. Folosind creioane si o carte pentru a reprezenta dreptele, respectiv planul, construiti

contraexemple prin care sa aratati ca urmatoarele propozitii sunt false: Dy c
P,:Dacad || gsigca, atuncid || o. P,:Dacad || asigca,atuncid || g. A 5

. In Figura 10 este reprezentata prisma dreaptd ABCDA'B'C'D’, cu baza patratul ABCD.
Aratati ca:
a. punctele A’, B, C, D’ sunt coplanare; b. AD || (A'BC); 2 *C
c. punctele B, B’, D', D sunt coplanare; d. B'D" || (ABC). A" B

. Fie ABCDA'B'C'D' un paralelipiped dreptunghic, cu AC » BD = {O}. Stabiliti pozitiile Figura 10

urmatoarelor drepte fata de planele indicate:
a. CDsi (ABC); b. D'Osi(ABC); c. ABsi(C'CD); d. D'Osi(BB'D); e. CC'si(A'AB); f. BC' si (A'AD).

7. Fie ABCA'B'C' o prisma dreapta cu baza triunghiul echilateral ABC, Tn care punctul M este mijlocul muchiei
BC, iar punctul O este centrul fetei ACC'A’. Aratati ca:
a. OM || (ABB"); b. A'B || (AMC); c. <(A'C’, AM) =30°; d. <(OM, AB) = <BA'B'.
8. Fie cubul ABCDA'B'C'D’ si P, Q centrele fetelor ADD'A’ si BCC'B'. Aratati ca:
a. BC || (ADD"); b. CD || (ABC"); c. PQ || (ABC); d. D'Q || (A'BD).
9. In tetraedrul regulat ABCD, se considerd punctele M € AB si N e AC, astfel incat 4 - AM=AB si 3 - AN = NC.
Aratati ca: a. MN || (BCD); b. dreptele MN si CD sunt necoplanare; c. <(MN, CD) =60°.
10. Fie prisma dreapta ABCDEFA'B'C'D'E'F' cu baza hexagonul regulat ABCDEF. Aratati ca:
a. D'D || (A’AB); b. CD' || (A'AF); c. AD || (A'D'F); d. x(A'C', BE) =90°.
11. In piramida patrulatera regulata VABCD, punctul M este mijlocul muchiei CV, iar punctul £ este simetricul

punctului D fata de M. Aratati ca:
a. VE || (ABC); b. CE || (VAD); c. VA |l (MBD); d. AMBE este isoscel.

In piramida triunghiulara regulati VABC, punctele G, si G, sunt centrele de greutate ale fetelor VAB, respectiv
VBC. Fie E un punct in spatiu, astfel incat BE || G,G,. Demonstrati ca:
a. G,G, || (ABC); b. BE = (ABC).

Intr-un con circular drept de varf V, punctele A si B sunt diametral opuse pe cercul bazei, iar punctele C, D
apartin semicercului AB, astfel incat AC=CD=DB. Ardtati ca CD || (VAB).

Fie VABC o piramida triunghiulard regulata si punctele M e VB, N e VC, astfel incat AM L VB si AN L VC.
Ardtatica: a. MN || (ABC); b. planele AMN si ABC sunt secante si MN este paralela cu intersectia lor.

Consideram tetraedrul ABCD si punctele M e AC, N € AD, astfel incat semidreptele BM si BN sa fie bisec-
toarele unghiurilor ABC, respectiv ABD. Aratati ca MN || (BCD) daca si numai daca BC = BD.

Autoevaluare
s %

1. In Figura 11, VABC este piramida triunghiulara regulata, iar D si E sunt mijloacele muchiilor
VA, respectiv VB. Ce pozitie au dreptele BC, VA, respectiv DE, fata de planul (ABC)? D 4
Justificati. (3p)

2. In piramida patrulatera regulata VABCD, punctul T este mijlocul muchiei VB. Aratati c&: A ¢
a. AD || (VBO); b. VD || (ACT); c. dreptele VD si AT sunt necoplanare. (3p) B

3. In cubul ABCDA'B'C'D', punctele O si P sunt centrele fetelor ABCD, respectiv BCC'B'. (3p) Figura 11
a. A'C' || (ABC); b. OP || (C'CD); c. ¥(AD’, OP) = 60°.

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.



Lectia 7: Plane paralele

Cuvinte-cheie

plane paralele plane secante teorema fierastraului

In constructia unei case sau a unui bloc cu mai multe
etaje, plafoanele sunt incluse in plane paralele. Acestea
sunt vizibile mai ales la constructiile neterminate. Pla-
nul plafonului fiecarui etaj este paralel cu planul bazei,
precum si cu planele plafoanelor celorlalte etaje.

De retinut
Definitie. Doua plane care nu au niciun punct comun se numesc plane paralele.

Teorema 1 (criteriul de paralelism al planelor). Daca doua drepte concurente d si e sunt paralele cu un plan a,
atunci planul determinat de dreptele d si e este paralel cu o.
Asadar, dacad |l o, e || asid ne={A}, atunci(d, e) || c.

Demonstratie. Presupunem, prin absurd, ca planul 3, determinat de drep-
tele d si e, nu este paralel cu . Cum « si B nu coincid (deoarece dreapta d este
inclusa n B, dar nu este inclusa Tn a), rezulta ca planele a si B sunt secante.
Notam cu h dreapta lor comuna (Figura 1).

Dreapta h este paralela cu cel mult una dintre dreptele d sau e (altfel, prin A
ar trece doua drepte paralele cu h, absurd), deci h intersecteaza cel putin una Figura 1
dintre dreptele d sau e.

Daca h intersecteaza dreapta d intr-un punct M, atunci M apartine atat dreptei d, cat si planului o (deoarece
h c ), ceea ce contrazice ipoteza d || a.. Analog se obtine o contradictie daca h intersecteaza dreapta e. Asadar,
presupunerea facuta initial este falsa, deci (d, e) || a.

Observatie (DA<

Teorema 1 ofera urmatoarea modalitate practica de a ardta ca doua plane a si f sunt para- o
lele: se aleg doua drepte concurente d si e din planul a si se identifica doua drepte concu- 4 B
rente d’ si e’ din planul B, astfel incat d || d’ si e || & (Figura 2). Conform Teoremei 1, rezulta B 3
caall B. Figura 2
Exemple
@ A C - p .
A’ B’ D' c
B!
A 5 E F
D D, c
--------- C ;
C TG T A B [/
A A B A 3
B
Figura 3 Figura 4 Figura 5 Figura 6
Bazele oricarei prisme Bazele oricarui cilindru Intr-un paralelipiped, oricare dou& fete opuse
drepte sunt situate in circular drept sunt sunt situate Tn plane paralele.
plane paralele. situate Tn plane paralele.
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De retinut

Teorema 2. Daca planele a si B sunt paralele, atunci orice dreaptd d inclusa in o este
paralela cu B.

Demonstratie. Fie o si 3 doua plane paralele si o dreapta d c a.. Vom aratacad || f.
Presupunem, prin absurd, ca dreapta d are un punct P, comun cu planul g (Figura 7). Cum

P e dsidca,rezultda P e a. Deci P € o B, ceea ce contrazice cd a || B. Deducem ca presu- Figura 7
punerea facuta este falsa. Asadar d || .

Observatie

Daca planele a si B sunt paralele, nu rezulta ca orice dreapta a planului o este paralela cu orice dreapta a pla-
nului B. Oricum am alege o dreapta a planului a, gasim si drepte ale planului  cu care sa fie paralela, dar si drepte
ale planului B cu care sa fie necoplanara.

De retinut

Teorema 3 (Teorema fierastraului). Daca doua plane sunt paralele, orice plan care intersecteaza unul dintre
cele doua plane il intersecteaza si pe celalalt, iar dreptele de intersectie sunt paralele.

Asadar, daca a, B, y sunt trei plane astfel incat a. || B, a ny=a si Bny=b, atuncia || b m
(Figura 8). \/

D Demonstratie. Presupunem, prin absurd, ca dreptele a si b nu sunt paralele. Fiind copla- 7

nare (sunt incluse Tn planuly), dreptele a si b sunt concurente intr-un punct pe care il notam A of
cu 0. Atunci O e ac a si O € b < B, deci O este un punct comun al planelor a si B, ceea ce d
contrazice ipoteza a || B. Deducem ca presupunerea facuta este falsa. Asadar, a || b. Figura 8

Teorema 4 (unicitatea planului paralel cu un plan dat, dus printr-un punct exterior). Printr-un punct exterior
unui plan o se poate construi un singur plan paralel cu planul a.
Cu alte cuvinte, daca A ¢ a, exista un unic plan B astfelincat A e Bsia || B.

Consultati demonstratia Th manualul digital.

Teorema 5 (tranzitivitatea relatiei de paralelism intre plane). Doud plane distincte, paralele cu un al treilea
plan, sunt paralele.
Altfel spus: daca a, B, y sunt trei plane distincte astfel incat a || B si B Il v, atunci a || v.

Demonstratie. Presupunem, prin absurd, ca a si y nu sunt paralele. Notam d=a ny si alegem un punct A
pe dreapta d. Atunci prin A trec doud plane paralele cu planul B, contradictie. Asadar, a || y.

Portofoliu

Demonstrati urmatoarele proprietati si adaugati-le in portofoliul Fundamente ale geometriei in spatiu.

1.Segmente paralele intre plane paralele

Doua plane paralele determina segmente congruente pe doua drepte paralele pe care le
intersecteaza.

Ipotezd: ol B, dlle,dna={A},gna={D},dnp={B},enp={C}

Concluzie: AB=CD

Indicatie. Se aplica teorema fierastraului pentru a deduce ca AD || BC. Figura 9

2.Teorema lui Thales in spatiu

Trei sau mai multe plane paralele determina pe doua drepte secante segmente proportionale.
Ipoteza: o || B | v; d, e drepte oarecare;

dnoa={A},dnB={B},dny={C};

ena={A},enp={B},eny={C}

AB BC

Concluzie: ——=——.
AIBI BVC/



4.7

Indicatie. Se studiaza trei cazuri, dupa cum dreptele d si e sunt paralele (Figura 10), concurente (Figura 11),
respectiv necoplanare (Figura 12).

T L afe d g
J I PV C
Ai: i:A AA‘.A' A D,. A /
L In B Y —
BI IB i M 2 B:‘ H \B' 2
! ! 'y 1 \ 1 1
C,' ,:C CMC’ / CJA\C’ /
B T v 3
Figura 10 Figura 11 Figura 12

Q

Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. In cubul ABCDA'B'C'D', AC " BD = {0}, A'C' n B'D' ={0'}, iar T € A'C’ (Figura 13). Aratati c&:

a. D'T || (ABC): b. (AB'D") || (BDC'): Do o
c. AO' || OoC"; d. g || BD, unde g = (AB'D'") ~ (ABC). 7 i

| gl g=( ) N (ABC) A,A:‘ z
Rezolvare i

a. Din (A'B'C') || (ABC) si D'T = (A'B'C"), rezulta D'T || (ABC).

b. Deoarece AB || C'D’ (ambele drepte sunt paralele cu CD), punctele A, B, C', D' sunt
coplanare. Cum AB || C'D’ si AB=C'D', rezulta ca patrulaterul ABC'D’ este para-
lelogram si atunci AD' || BC'. Analog, patrulaterul BB'D'D este paralelogram, deci
B'D' || BD. Deoarece AD' nB'D'={D'}, AD' || BC', B'D' || BD si BC' nBD = {B}, din
Teorema 1 (criteriul de paralelism) rezulta ca (AB'D’) || (BDC").

c. Deoarece A'A || C'C, punctele A, O, C, C', O, A’ apartin planului ACC'. Aplicam teorema fierdstrdului: din
(AB'D") || (BDC"), (ACC") n (AB'D") = AO' si (ACC') n (BDC') = OC' rezulta ca A0’ || OC'.

d. Avand un punct comun (pe A), planele (AB'D’) si (ABC) au o dreaptd comuna g, cu A  g. Deoarece B'D’ || BD,
B'D' = (AB'D"), BD = (ABC) si (AB'D") n (ABC) = g, rezulta ca g || BD.

2. Fie piramida patrulatera regulata VABCD, cu M e VA, Ne VB, P < VC, Q € VD astfel
incat (MNP) || (ABC) si MQ || AD . Notam cu d intersectia planelor (VAD) si (VBC) si cu e
intersectia planelor (VAB) si (VDC) (Figura 14). Aratati ca:

Figura 13

a. AVMN ~ AVAB; b. VN-CP=VP: BN; c. Q € (MNP);
d. d || (ABC); e. dreptele e si AC sunt necoplanare.
Rezolvare
a. Deoarece (MNP) || (ABC), (VAB) n (MNP) = MN si (VAB) n (ABC) = AB, conform teore-
mei fierastraului rezulta ca MN || AB. Aplicand teorema fundamentala a asemanarii Figura 14

in triunghiul VAB, rezulta ca AVMN ~ AVAB.
b. Ca mai sus, obtinem NP || BC, ceea ce implicé%=g, de unde rezulta ca VN - CP=VP - BN.

c. Deoarece MN N MQ = {M}, MN || AB, MQ || AD, rezulta ca (MNQ) || (ABC). Cum M ¢ (ABC), (MNP) || (ABC) si
(MNQ) || (ABC), rezulta ca planele (MNP) si (MNQ) coincid. Asadar, Q € (MNP).

d. Cum VABCD este piramida patrulatera regulatd, ABCD este patrat, deci AD || BC si AB || CD. Planele (VAD)
si (VBC) au un punct comun, deci au o dreapta comuna. Fie d = (VAD) n (VBC); evident, V e d. Deoarece
AD || BC, AD c (VAD), BC = (VBC) si (VAD) n (VBC) =d, aplicand teorema acoperisului, rezulta ca d || AD.
Cumd & (ABC), d || AD si AD = (ABC), rezulta ca d || (ABC).

e. Procedand ca la d, rezulta ca e || (ABC). Deoarece AC c (ABC), rezultd ca e || AC sau dreptele e si AC sunt neco-
planare. Cum AB || e, iar prin A trece o singura paralela la e, deducem ca dreptele e si AC sunt necoplanare.

Probleme propuse 4
1. Identificati in sala de clasa plane paralele, respectiv plane secante. D 4» F
2. In Figura 15 este reprezentata piramida triunghiularé regulatd VABC, in care punctele D, E, F c

A
sunt mijloacele muchiilor VA, VB, respectiv CV, iar DE = 6 cm. Aratati ca:
B

a. triunghiul ABC are perimetrul egal cu 36 cm si aria egala cu 36+/3 cm?; - 15
igura
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b. DE || (ABC); c. AVEF ~ AVBC; d. (DEF) || (ABC);
e. daca planul a este paralel cu (ABC) si nu contine punctul D, atunci a. || (DEF).

3. Folosind creioane si carti pentru a reprezenta dreptele, respectiv planele, construiti contraexemple prin care
sa aratati ca urmatoarele propozitii sunt false.

P;:DacdanB=a,any=bsiall b,atuncip || y. P,;Dacda |l B,dcasigcp, atuncid | g.

4. Fie prisma dreapta ABCDEFA'B'C'D'E'F', cu baza hexagonul regulat ABCDEF. Completati spatiile punctate,
astfel incat afirmatiile urmatoare sa fie adevarate:

a. Planele (ABC) si (DEF) sunt plane ...
b. Planele (ABC) si (D'E'F') sunt plane ...
c. Planele (ABC) si (C'D'E) sunt plane ...
5. Fie triunghiul ABC. Aratati ca un plan a, paralel cu dreptele AB si BC, este paralel si cu dreapta AC.

6. Dacd ABCA'B'C' este o prisma dreapta cu baza triunghiul echilateral ABC, in care punctul M este mijlocul
muchiei BC, BN L AC, N € AC, iar punctul O este centrul fetei ACC'A’, aratati ca (MON) || (ABB’).

7. Fie cubul ABCDA'B'C'D’ si M, N, P si Q mijloacele muchiilor BC, CC', B'C' si CD. Aratati ca:
a. (MNOQ) || (BC'D); b. (MPOQ) || (BB'D); c. (MNOQ) |l (AB'D).

8. Fie ABCD un tetraedru regulat si punctele M, N, P pe muchiile AB, AC si AD, astfelincat 4 - AM=AB, 3 - AN=NC
si4-PD=3-AD. Aratati ca (MNP) || (BCD).

9. Fie VABCD o piramida patrulatera regulata si punctele M, N, P, Q pe muchiile VA, VB, VC si VD, astfel incat
VM=2-AM,VB=3-BN,2-PC=VPsi3-VQ=2-VD.Aratatica M, N, Psi Q sunt coplanare si (MNP) || (ABC).

10. Fie VABC o piramida triunghiulara regulata si punctele M € VB, N eCV, P € VA, astfelincat AM L VB, AN L CV si
NP N AC = . Aratati ca «<(NP, BC) = 60° si ca (MNP) || (ABC).

11. In piramida patrulatera regulata VABCD, punctele M, N, P sunt mijloacele muchiilor VA, VB, respectiv CV. Fie
(VAB) n (VDC) =g si Q € VD, astfel incat MQ || AD. Aratati ca:

a. (MNP) || (ABC); b. AMNP ~ AABC; c. punctele M, N, P, Q sunt coplanare;
d. gl (ABC); e. gsiBD sunt drepte necoplanare.

12. Fie G, G,, G,, G, centrele de greutate ale fetelor BCD, ACD, ABD, ABC ale tetraedrului ABCD. Aratati ca:
a. dreptele AG,, BG,, CG, si DG, sunt concurente;
b. G,G, || (BCD);
c. (G,G,G,) Il (BCD).

13. Fie planele paralele a, B si y si dreptele necoplanare AB < a. si CD < B, ca in Figura 16.
Notam cu M, N, P si Q punctele de intersectie ale dreptelor AC, BC, BD si AD cu planul y.
Aratati ca MNPQ este paralelogram. Figura 16

Autoevaluare

1. Completati spatiile punctate astfel incat afirmatiile urmatoare sa fie adevarate. 3p)
a. Doua plane care au o dreaptd comund se numescplane..............
b. Doud plane carenuauniciun.............. comun sunt paralele.
c. Intersectiile unui plan secant cu doua plane paralele sunt doua drepte..............
2. Stabiliti daca afirmatiile urmatoare sunt adevarate sau false. (3p)
a. Dacdaca,bcBsiall b, atunciplanele a si B sunt paralele.
b. Daca planele a si B sunt paralele, iar planele f siy sunt paralele, atunci planele a siy sunt paralele.
c. Daca a, b c a sunt doua drepte distincte, cu a || B si b || B, atunci planele o si B sunt paralele.
3. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B'C'D’, notam cu M si N mijloacele muchiilor AA’ si CC'. Aratati ca:
a. MC' || (ABN); b. (MC'D’) || (ABN); c. (MB'D") || (BDN). 3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 30 de minute.
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Lectia 8: Sectiuni paralele cu baza in corpurile studiate

Cuvinte-cheie

sectiuni paralele cu baza

Cu ajutorul fierastraului cu panza panglica, bustenii se sectioneaza longitudinal si se
obtin scanduri de forma paralelipipedica. Cu fierdstraul circular se sectioneaza transversal
butucii, pentru obtinerea unor cilindri sau a unor trunchiuri de con, care se prelucreaza la
randul lor sau se utilizeaza ca atare si, impreuna cu scandurile, se asambleaza in diverse

constructii din lemn.

Mate practica

Un cub Rubik este format din 27 de cubulete interconectate, care se pot roti. La final,
fiecare dintre fetele cubului mare trebuie sa fie de o singura culoare, diferita de cea a celor-
lalte fete. Cand se executa o miscare a cubului, se realizeaza de fapt o sectionare a acestuia

cu un plan paralel cu cel al uneia dintre fete.

Pentru a afla mai multe informatii despre cubul Rubik, puteti consulta pagina web:

https://ro.wikipedia.org/wiki/Cubul_Rubik.

De retinut

A sectiona un corp geometric inseamna a intersecta corpul cu un plan cu care are puncte comune.

trunchi de piramida

trunchi de con

Cubul Rubik

Multimea punctelor de intersectie dintre corp si planul respectiv se numeste sectiune.

Sectiunea unei prisme drepte sau a unei piramide cu un plan este o suprafata poligonald, iar poligonul care

margineste aceasta suprafata se numeste poligon de sectiune.

8.1. Sectiuni paralele cu baza unei prisme drepte sau a unui cilindru circular drept

De retinut

1. Sectiunea facuta intr-o prisma dreapta printr-un plan paralel cu bazele este o suprafata poligonald congruenta

cu bazele prismei, care are laturile respectiv paralele cu cele ale bazelor.

Daca prisma este regulata, atunci centrul poligonului de sectiune este coliniar cu centrele bazelor.

2. Sectionand o prisma dreapta cu un plan paralel cu bazele obtinem doud prisme drepte de acelasi tip cu cea

initiala, pentru care sectiunea este baza comuna.

3. Sectiunea facuta intr-un cilindru circular drept printr-un plan paralel cu bazele este un disc congruent cu discu-

rile bazelor cilindrului. Centrul acestui disc este coliniar cu centrele discurilor bazelor cilindrului.

4. Sectionand un cilindru circular drept cu un plan paralel cu bazele obtinem doi cilindri circulari drepti, pentru

care sectiunea este baza comuna.

in figurile 1-3 sunt reprezentate sectiuni paralele cu bazele intr-o prisma triunghiulara regulata, intr-un parale-

lipiped dreptunghic siintr-un cilindru circular drept.

{ Z D= c’ 7
D ’ 9 C A — S e
! B,
NG
R S o e c O e e (o E——
[T (nEEER S VE=="y4
o Dl L
Al c B AC S
------- o[> O A 0 B B
B A B
Figura 1 Figura 2 Figura 3
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1. Sectiunea facuta intr-o piramida printr-un plan paralel cu baza este o suprafatd poligonald asemenea cu baza
piramidei. Laturile poligonului de sectiune sunt respectiv paralele cu laturile bazei.
Daca piramida este regulata, centrul poligonului de sectiune este coliniar cu varful piramidei si cu centrul bazei.

2. Sectionand o piramida cu un plan paralel cu baza, unul dintre corpurile formate este o alta piramida (mai mica),
D al carei varf coincide cu cel al piramidei initiale si a carei baza este poligonul de sectiune.
Daca piramida initiala este regulata, atunci si piramida mai mica este tot o piramida regulata.

3. Fetele laterale ale piramidei nou formate sunt asemenea cu fetele laterale omoloage ale piramidei sectionate.
Raportul de asemanare al fetelor laterale coincide cu raportul de asemanare al bazelor si se numeste raportul
de asemdnare al celor doud piramide. Spunem ca cele doua piramide sunt asemenea.

Infigurile urmatoare sunt reprezentate sectiuni paralele cu bazaintr-o piramida triunghiulara regulata (Figura 4),
intr-o piramida patrulatera regulata (Figura 5), respectiv intr-o piramida hexagonala regulata (Figura 6).

Figura 4 Figura 5 Figura 6

8.3. Trunchiul de piramida

De retinut

1. Prin sectionarea unei piramide cu un plan paralel cu baza si indepartarea piramidei mici formate, pastrandu-i
baza, se obtine un poliedru numit trunchi de piramida.

Trunchiul de piramida provenit dintr-o piramida regulata se numeste trunchi de piramidad regulata.

Astfel, daca din cele trei piramide reprezentate in figurile 4, 5 si 6 indepartam piramidele VA'B'C’, VA'B'C'D’,
respectiv VA'B'C'D'E'F’, dar pastram la fiecare dintre ele sectiunea formata, obtinem trunchiul de piramida triun-
ghiulara regulata ABCA'B'C’ (Figura 7), trunchiul de piramida patrulatera regulata ABCDA'B'C'D’ (Figura 8), respec-
tiv trunchiul de piramida hexagonala regulata ABCDEFA'B'C'D'E'F' (Figura 9).

Fl Er

Figura 7 Figura 8 Figura 9

2. Baza mare a trunchiului de piramida este baza piramidei initiale, iar baza piramidei mici este baza micd a trun-
chiului. Bazele unui trunchi de piramida sunt poligoane asemenea si au laturile respectiv paralele.

3. Identificam urmatoarele elemente ale trunchiului de piramida, exemplificandu-le Tn trunchiul de piramida
patrulatera regulatda ABCDA'B'C'D' reprezentat in Figura 8:
» baza mare: suprafata poligonala marginita de patratul ABCD;
» baza micd: suprafata poligonala marginita de patratul A’B'C'D’;

varfurile bazelor: punctele A, B, C, D, respectiv A, B', C', D’;

muchiile bazelor: laturile patratului ABCD, respectiv laturile patratului A’B’C'D’;

muchiile laterale: segmentele congruente AA’, BB', CC', DD;

fetele laterale: suprafetele trapezoidale congruente ABB'A’, BCC'B’, CDD'C’, ADD'A’.



De retinut

1. Sectiunea facuta intr-un con circular drept printr-un plan paralel cu baza este un disc.
Centrul discului de sectiune este coliniar cu varful conului si cu centrul bazei conului.
In Figura 10 este reprezentat un con circular drept, cu varful V si baza discul de centru
O si diametru 2R. Sectiunea acestuia cu un plan paralel cu baza este discul de centru O’
sidiametru A'B' = 2r.

2. Sectionand un con circular drept cu un plan paralel cu baza, unul dintre corpurile
obtinute este un con circular drept, al carui varf coincide cu cel al conului initial si a
carui baza este discul de sectiune (un con mai mic). Figura 10
Cu notatiile din Figura 10, avem VA'_VO'_OA - Spunem ca cele doua conuri (cel nou format si cel initial)

VA VO OA R
sunt asemenea, iar raportul de asemanare este egal cu raportul razelor (sau cu raportul generatoarelor) celor
doua conuri.

3. Daca sectionam un con circular drept cu un plan paralel cu baza si indepartam conul
mic format, pastrandu-i baza, obtinem un corp numit trunchi de con circular drept.
Astfel, daca din conul circular drept reprezentat in Figura 10, indepartam conul de
varf V cu baza discul de centru O’ si diametru A'B’, pastrandu-i baza, obtinem trunchiul
de con circular drept reprezentat in Figura 11.

Elementele trunchiului de con circular drept sunt: Figura 11

« bazele: baza mare este discul de centru O, iar baza mica este discul de centru O’;

« centrele bazelor: punctele O, respectiv O’;

« razele bazelor: OA = R este raza bazei mari, iar O'A’ = r este raza bazei mici;

- generatoarea: segmentul AA’, care ramane din generatoarea conului initial dupa Tndepartarea conului nou
format prin sectionare;

« suprafata laterald: suprafata care ramane din suprafata laterala a conului initial dupa indepartarea conului
nou format prin sectionare.

Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. In Figura 12 este reprezentat schematic acoperisul ,,in doud ape” al unei case, sub € F C ég
forma unei prisme drepte ABCA'B'C’, cu baza triunghiul echilateral ABC. Aria tri-
& B;

unghiului ABC este egala cu 16+/3 m?, iar AA’=12 m. Fetele AA'C'C si BB'C'C, care ;
formeaza acoperisul, trebuie acoperite cu tigla. Suprafetele ADFC si BEFC, obtinute B \\ \
prin sectionarea prismei cu planul (DEF) paralel cu planul (ABC), au fost deja aco- :
perite cu tigla. Stiind ca AD = 3 m, determinati aria suprafetei ramase de acoperit.

Figura 12
Rezolvare

Deoarece (DEF) || (ABC) si (ABC) || (A’B'C’), prin tranzitivitate rezulta cd (DEF) || (A’B'C’). Folosind teorema
fierastraului, din (A’AC) n (A'B'C") = A'C’ si (A’AC) n (DEF) = DF, rezulta ca DF || A’C". Cum A'D || C'F, iar unghiul

2
AA'C' este drept, rezulta cd A'DFC’ este dreptunghi. Din A ,,. =¥= 16+/3 m?, rezulti c3 A'C'=AC=8 m.

Deoarece A'D = AA’ = AD=9 m, obtinem A, ;. =A'D - A'C' =72 m?
Analog, rezultd ca patrulaterul B'EFC’ este dreptunghi cu aria egald cu 72 m?, deci aria suprafetei ramase de
acoperit este egala cu 72 m? + 72 m? = 144 m2.

2. Un plan a intersecteaza muchiile laterale VA, VB, VC, VD ale unei piramide patrula-
tere regulate VABCD in punctele A’, B', C', respectiv D', astfel incat (A’'B'C") || (ABC).
Se stie ca VA'=AB =6 cm si VA=9 cm (Figura 13).

a. Numiti corpurile obtinute prin sectionarea piramidei cu planul o.
b. Aratati ca AVA'B’ ~ AVAB si determinati aria sectiunii.

Rezolvare
a. Se obtin doua corpuri: piramida patrulatera regulatda VA’B'C'D’ si trunchiul de A B
piramida patrulatera regulata ABCDA'B'C'D'. Figura 13
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b. Cum (A'B'C) || (ABC), (VAB) n (ABC) =AB si (VAB) n (A'B'C") =A’B’, rezulta ca A'B’ || AB. Aplicand teorema
fundamentala a asemanarii, rezulta ca AVA'B’ ~ AVAB. Obtinem ﬁ=ﬂ de unde reiese ca A'B' =4 cm.

Deoarece baza piramidei patrulatere regulate VABCD este patratul ABCD, iar poligonul de sectiune este
asemenea cu poligonul bazei, rezulta ca sectiunea A'B'C'D’ este patrat, cu aria A, ¢, = (A'B')? =16 cm?.

Probleme propuse

1.

0 N 6o O

Sectionam cubul ABCDEFGH cu un plan a paralel cu fata ABCD, construit prin mijlocul muchiei laterale AE.
a. Reprezentati cubul, planul de sectiune si notati punctele de intersectie ale planului cu muchiile laterale.
b. Numiti corpurile obtinute prin sectionarea cubului si precizati bazele si muchiile acestora.

c. Stiind cd AC = 8 cm, determinati perimetrul si aria sectiunii obtinute Tn cub.

. In prisma dreapta MNPQM'N'P'Q’, cu baza patratul MNPQ, avem MN = 5 cm si MM’ = 10 cm. Sectiondm prisma
cu un plan a paralel cu baza prismei, construit prin mijlocul muchiei laterale MM'.

a. Reprezentati prisma, planul de sectiune si notati varfurile sectiunii.
b. Numiti corpurile obtinute prin sectionarea prismei si precizati bazele si muchiile acestora.
c. Determinati perimetrul si aria sectiunii obtinute Th prisma.

. Unele creioane au forma unei prisme drepte cu baza hexagon regulat. Desenati o astfel de prisma, notati-o
si sectionati-o cu un plan paralel cu baza. Precizati natura sectiunii si corpurile nou obtinute.

. Bazele unui cilindru circular drept sunt discurile D(O, R) si D(0, R). Segmentul AB este diametrul bazei,
iar AD si BC sunt generatoare. Planul o, paralel cu baza cilindrului, intersecteaza generatoarele AD si BC in
punctele E, respectiv F. Lungimea cercului de centru O este egala cu 6 cm.

a. Numiti razele si generatoarele celor doi cilindri obtinuti prin sectionare.
b. Determinati aria sectiunii obtinute Tn cilindrul initial.
. Reprezentati trunchiul de piramida triunghiulara regulata ABCDEF si precizati elementele sale.
. Reprezentati trunchiul de piramida patrulatera regulata MNPQEFGH si precizati elementele sale.
. Reprezentati trunchiul de piramida hexagonala regulata CDEFGHMNPQRS si precizati elementele sale.

. Un con circular drept are diametrul bazei de 12 cm si lungimea generatoarei de 10 cm. Conul se sectioneaza
cu un plan paralel cu baza. Aria sectiunii obtinute este egald cu 9n cm?.

a. Numiti si descrieti corpurile obtinute prin sectionarea conului initial.
b. Determinati lungimile generatoarelor corpurilor formate prin sectionare.
. Un plan a.intersecteaza muchiile laterale SA, SB, SC, SD ale unei piramide patrulatere regulate SABCD Tn punc-
tele M, N, P, respectiv Q, astfel incat (MNP) || (ABC). Se stie ca SA=12 cm, AC = 1542 cm siSM=8cm.
a. Determinati perimetrul si aria sectiunii.

b. Daca punctul £ este mijlocul muchiei AB si SE n MN = {G}, aratati ca punctul G este centrul de greutate al
triunghiului SAB.

Autoevaluare

1. Se considera trunchiul de piramida regulatda ABCDEF. Muchiile sale lateralesunt......................... ,
bazelesuntfetele................ ... ... ,iar fetele lateralesunt........ ... ... ..o oL .
Completati spatiile punctate pentru a obtine propozitii adevarate. (3p)

2. Intersectati cu un plan paralel cu baza muchiile laterale ale unui tetraedru regulat, ale unui paralelipiped
dreptunghic si ale unei piramide hexagonale regulate. Ce forma are Tn fiecare caz sectiunea obtinuta? (3Bp)

3. Un plan a intersecteaza muchiile laterale SA, SB, SC, SD ale unei piramide patrulatere regulate SABCD in punc-

tele E, F, G, respectiv H, astfel incat (EFG) || (ABC). Se stiecdaSA=12cm,AB=8cmsi EF=4cm.
a. Realizati un desen care sa corespunda ipotezei problemei.
b. Determinati aria sectiunii si lungimea muchiei laterale a trunchiului de piramida obtinut. (3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.Timp de lucru: 30 de minute.



Lectia 9: Dreapta perpendiculara pe un plan.
Distanta de la un punct la un plan. Aplicatii: inaltimea
unei piramide, inaltimea unui con circular drept

Cuvinte-cheie

perpendicularitate distanta inaltimea piramidei inaltimea conului circular drept

Analizand scheletul unei cladiri aflate in constructie, observam ca stalpii de sustinere ai cladirii trebuie sa fie
perpendiculari pe sol pentru a asigura stabilitate si echilibru. in procesele automatizate, un brat robotic trebuie sa
se deplaseze perpendicular pe diverse suprafete pentru ca operatiuni precum sudura sau montajul sa fie execu-
tate cu precizie. In optic4, un fascicul de lumina care cade perpendicular pe o oglinda sau pe un plan are o refle-
xie controlatd, utilizata In lasere sau Tn telecomunicatii, iar la o imprimanta 3D, capul de imprimare trebuie sa se
deplaseze perpendicular pe stratul anterior.

Cunoasterea distantei dintre doua obiecte (care, de reguld, este lungimea unui segment perpendicular pe
o dreapta sau pe un plan) este esentiala pentru exactitate, eficienta, siguranta, sau pentru a scadea costurile.
De exemplu, in tomografie sau radiografie, distanta de la un punct (care poate simboliza un nerv, un os sau
o tumord) la un plan de referintd este esentiala pentru o interventie precisa.

9.1. Dreapta perpendiculara pe un plan

Ne reamintim ca dreptele d si e (nu neaparat coplanare) sunt perpendiculare daca unghiul lor are masura de
90°, sau, echivalent, daca paralelele duse la aceste drepte printr-un punct dat sunt perpendiculare. Notam d 1L e
saue 1l d.

De retinut @

Definitie. Spunem ca o dreapta este perpendiculard pe un plan daca este perpendiculara pe orice dreapta
inclusa in acel plan.
Asadar, d | o daca si numai daca d L e, pentru orice dreapta e, e c a.

Investigatie

D Desenati pe o coalad de hartie dreptele concurente g si h si dreptele g/, g”, paralele
cu dreapta g. Puneti un creion cu varful in punctul de intersectie al dreptelor g si h, ca
in Figura 1. @

Dezbateti in clasa si raspundeti la urmatoarele intrebari: =
a. Daca acest creion este perpendicular pe dreapta g, rezulta ca este perpendicular g//
pe dreptele g’ si g"? Dar pe dreapta h? \d
Figura 1

b. In cate pozitii putem aseza creionul astfel incat acesta s& fie perpendicular atat
pe dreapta g, cat si pe dreapta h?

c. Puteti gasi o inclinare a creionului, astfel Tncat acesta sa fie perpendicular pe dreapta g si sa faca un unghi de
60° cu dreapta h? Dar un unghi de 30°?

d. Daca o dreapta este perpendiculara pe o infinitate de drepte dintr-un plan, este neaparat necesar ca aceasta
dreapta sa fie perpendiculara pe planul respectiv?
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De retinut @ d

Teorema 1. Daca dreapta d este perpendiculard pe doua drepte concurente din
planul a, atunci dreapta d este perpendiculara pe planul c. }%
Cu alte cuvinte: Dacd existd dreptele concurente g, h c o, astfel incatd L gsid L h,  / g 0

atuncid L o.

Urmariti demonstratia Teoremei 1 in manualul digital. Figura 2
Exemplu

In Figura 3, dreapta MA este perpendiculara pe planul patratului ABCD. Atunci: M

a. AD 1 (MAB); b. BD 1 MC.

Demonstratie:

a. Din MA L (ABC) siAD < (ABC), rezulta ca MA L AD. Cum AD | MA, iar dreptele MA si AB i D

b. Din MA L (ABC) si BD c (ABC), rezultd cd MA 1 BD, deci BD 1 MA. In plus, cum ABCD  J/—" O\\
este patrat, avem BD 1 AC. Deoarece BD 1 MA si BD 1 AC, aplicand Teorema 1, B
rezultd c& BD L (MAC). Intrucat MC = (MAC), deducem c& BD L MC. Figura 3

Observatie. Solutia punctului b pune in evidenta o metoda des utilizata pentru a demonstra ca doua drepte
necoplanare sunt perpendiculare: se arata ca una dintre drepte este perpendiculara pe un plan care o contine pe
cealalta.

sunt concurente, din Teorema 1 rezulti cd AD 1 (MA, AB), adica AD 1 (MAB). ,‘\7
C

De retinut

Teorema 2. Fiind date o dreapta d si un punct oarecare O din spatiu
(apartinand sau nu dreptei d), exista un plan a care contine punctul O, astfel 0O B M O
incat dreapta d sa fie perpendiculara pe . A s
Demonstratie d d
a. Daca O e d, construim doua drepte distincte OA si OB, in spatiu, astfel
incat OA L d si OB Ld (Figura 4), iar conform Teoremei 1, dreapta d Figura 4 Figura 5

este perpendiculara pe planul a. = (OAB).

b. Daca O ¢ d, in planul determinat de punctul O si dreapta d construim perpendiculara OM L d, unde M e d.
Intr-un plan care contine dreapta d, dar nu-l contine pe O, ridicam perpendiculara MP L d (Figura 5).
Din Teorema 1 rezulta ca d este perpendiculara pe planul o = (OMP).

Observatii

1. Planul o din Teorema 2 este unic si se numeste planul perpendicular pe dreapta d prin punctul O.

2. In plan, fiind date o dreapta d si un punct oarecare O din plan (apartinand sau nu dreptei d), exista o unica
dreapta care contine punctul O si este perpendiculara pe dreapta d.

3. Fiind date o dreapta d si un punct oarecare O din spatiu (apartindnd sau nu dreptei d), atunci:
a. exista o infinitate de drepte care contin punctul O si sunt perpendiculare pe dreapta d;
b. exista un singur plan care contine punctul O si este perpendicular pe dreapta d.

4. Fiind date un plan a si un punct O din spatiu (apartindnd sau nu planului o), exista o singurd dreapta d care
contine punctul O si este perpendiculara pe planul a.

5. Unicul plan care contine punctul O si este perpendicular pe dreapta d este reuniunea tuturor dreptelor care trec
prin O si sunt perpendiculare pe dreapta d. Cu alte cuvinte, orice dreapta care trece prin O si este perpendicu-
lara pe dreapta d este inclusa in planul care trece prin O si este perpendicular pe d.

De retinut @

Prin analogie cu afirmatiile similare din geometria plana, au loc urmatoarele proprietati de perpendicularitate:
1. Doua drepte perpendiculare pe acelasi plan sunt 2. Daca o dreapta d este perpendiculara pe un plan o,
paralele. atunci orice paralela cu d este perpendiculara pe a.

d ¢ d €

/ / Dacad Lasiela,atuncid | e. / / Dacad Lasid |l e atuncie L a.
o o
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3. O dreapta perpendiculara pe un plan a este perpen- 4. Doua plane perpendiculare pe aceeasi dreapta sunt
diculara pe orice plan paralel cu a. paralele.
d d
Dacad Lasia |l B, atuncid L. Dacad L asidlp,atuncia |l B.
bt/ bt/

9.2. Distanta de la un punct la un plan

De retinut

Fie planul a, punctul M si dreapta d care il contine pe M si este perpendiculara pe
planul a (Figura 6). Notam cu M’ punctul de intersectie dintre dreapta d si planul a.
Lungimea segmentului MM’ se numeste distanta de la punctul M la planul o si se
noteaza d(M, ). =

Asadar, daca MM’ L o si M’ € a, atunci d(M, o) = MM'. [

Punctul M" se numeste piciorul perpendicularei construite din punctul M pe
planul a. Asadar, distanta de la un punct la un plan este lungimea segmentului
determinat de punctul dat si de piciorul perpendicularei construite din acel punct pe
planul respectiv.

Figura 6

Observatie

Denumirea de distantd de la punctul M la planul a este justificatd, deoarece oricum
am alege punctul N din planul o, avem MN > MM'. Intr-adevér, dacd M este in planul o,

MN > MM’ (Figura 7).
Asadar, segmentul MM’ este cel mai scurt dintre segmentele cu un capat in M si
celdlalt in planul a.

atunci M =M’ si MM' = 0, iar in caz contrar, MN este ipotenuza Tn triunghiul MM'N, deci \
/ M QA /
N
o

Figura 7
Exemplu o c
In Figura 8 este reprezentat paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D'. Stim ca '
toate fetele paralelipipedului sunt dreptunghiuri. Prin urmare: A B'
a. din A’A LAB, A’/A L AD si ABNAD = {A} rezultd ci A’A L (ABD), deci distanta de la D
punctul A’ la planul (ABD) este lungimea segmentuluiA’4;, | 7 C
b. din AD L DD', AD 1. DC si DD' N DC = {D} rezultd ca AD L (CDD'), deci distantade la A B
punctul A la planul (CDD’) este lungimea segmentului AD. Figura 8
9.3. Inaltimea piramidei
De retinut @
Definitie. Distantade lavarfuluneipiramide la planulbazeise numesteindltimea piramidei. v
In Figura 9, O este piciorul perpendicularei construite din varful V al piramidei VABCD pe
planul bazei ABCD, deci inaltimea acestei piramide este d(V, (ABC)) = VO.
In functie de context, deseori vom folosi exprimarea: indltimea piramidei este segmen-
tul VO. A D
Ne reamintim ca o piramida este regulatd, daca baza sa este un poligon regulat, iar muchiile B C
laterale sunt congruente. Figura 9

Teorema 3. Intr-o piramida regulata, perpendiculara din varful piramidei pe planul bazei acesteia contine cen-
trul cercului circumscris bazei.

Altfel spus, indltimea unei piramide regulate de varf VA A,...A, cade in centrul O al cercului circumscris poligo-
nului regulat AA,...A, (centrul bazei).
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Demonstratie. Vom demonstra teorema in cazul particular al unei piramide triunghiulare regulate VABC
(Figura 10). Pentru o piramida patrulatera regulata (Figura 11) sau o piramida hexagonala regulata (Figura 12)
sau orice alt tip de piramida regulata, demonstratia este similara.

Figura 10 Figura 11 Figura 12

Fie O piciorul perpendicularei din V pe planul (ABC). Cum VO L (ABC) si OA, OB, OC = (ABC), rezulta ca VO L OA,
VO L OBsi VO L OC. Cum VA = VB = V/C (deoarece piramida este regulata), deducem ca triunghiurile dreptunghice
VOA, VOB si VOC sunt congruente (cazul ipotenuza-cateta), deci OA = OB = OC, de unde rezulta ca O este centrul
cercului circumscris triunghiului ABC.

Observatii

1. Are loc si reciproca Teoremei 3: O piramida cu baza poligon regulat in care inaltimea cade n centrul cercului
circumscris bazei este o piramida regulata.

2. Intr-o piramida triunghiulard (tetraedru), oricare fata poate fi considerata baza, deci un tetraedru are
patru Tnaltimi.

3. Intr-un tetraedru regulat, cele patru inaltimi au aceeasi lungime (numita indltimea tetraedrului regulat).

9.4. iniltimea conului circular drept

De retinut @
Definitie. Distanta de la varful unui con circular drept la planul bazei se numeste indltimea conului circular drept.

Teorema 4. Intr-un con circular drept, perpendiculara din varful conului pe planul bazei
contine centrul cercului circumscris bazei.

Demonstratie. Consideram un con circular drept de varf V, cu baza discul de centru O.
Notam cu a planul bazei.

Fie AB si MN doua diametre ale bazei (Figura 13). Segmentele VA si VB sunt congruente,
fiind generatoare Tn conul circular drept, deci triunghiul VAB este isoscel de baza AB. Cum VO
este mediana Tn acest triunghi, deducem ca VO este si Tndltime, deci VO L AB. Analog se arata M
ca VO 1 MN. Deoarece VO este perpendiculara pe dreptele concurente AB si MN din planul o, Figura 13
rezulta ca VO L a.

Observatii

1. Inaltimea unui con circular drept de varf V si baza discul de centrul O este lungimea segmentului VO.
In functie de context, vom spune uneori ca indltimea conului circular drept este segmentul VO.

2. Folosind notatiile din Figura 13, deoarece VO L OA, folosind teorema lui Pitagora, deducem ca intre generatoa-
rea VA =G, Indltimea VO = h si raza discului bazei OA = R, exista relatia G*> = R? + h*.

Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Aratati ca daca ABCDA'B'C'D’ este un cub, atunci AB L B'C si BD L AC’' (Figura 14). L c

Rezolvare B

Intr-adevar, deoarece ABCD si ABB'A’ sunt patrate, avem AB L BC si AB L BB'. Drep-
tele BC si BB’ fiind concurente, rezulta ca AB L (BCC'). Deoarece B'C = (BCC'), rezulta ca
AB 1 B'C. Cea de-a doua afirmatie se obtine din faptul ca BD este diagonala in patratul
ABCD, deci BD 1 AC. Cum AA’ L (ABC), iar BD = (ABC), deducem ca AA’ L BD. Dreptele
AA' si AC fiind concurente, rezulta ca BD | (ACC’). Dar AC' = (ACC'), deci BD L AC'. Figura 14

140



3. Eva a confectionat pentru bradul de Craciun un pitic din pasla. Pasla de care mai dispune
are forma unui disc cu raza de 4,2 cm. Pe o parte pasla este rosie, iar pe cealalta, gri.
Ea a Tmpartit discul in trei sectoare congruente si dintr-un sector a mai confectionat un
pitic gri. Din cele doua sectoare ramase, Eva face doua coifuri sub forma de con circular
drept, de culori diferite, pentru pitici. Capul unui pitic are circumferinta egala cu 8,78 cm.
Folosind aproximarea = = 3,14, stabiliti daca un coif este maiinalt de 4 cm si daca incape
pe capul piticului.

4 o
2. In piramida patrulatera regulatd VABCD, AC nBD={0}, VA=15cm si AC=18 cm. Punctul E este mijlocul
muchiei VA, iar VM L BC, cuM e BC, si OH L VM, cu H € VM (Figura 15).
a. Determinati distanta de la punctele V, respectiv E, la planul (ABC).
b. Ardtatica BD L VA, BC 1 (VOM) si OH L (VBC).
Rezolvare
a. Intrucat VABCD este piramida patrulaterd regulatd, Tnaltimea piramidei este oo
segmentul VO, deci VO L (ABC). Cum ABCD este patrat si AC=18cm, obtinem [
OA =9 cm. Deoarece VO L (ABC) si OA c (ABC), rezulta ca VO L OA. Triunghiul VOA
este dreptunghic in 0. Obtinem VO? = VA2 — OA? =144 cm?, deci VO =12 cm, asadar Figura 15
d(V, (ABC)) =12 cm.
Fie F mijlocul segmentului OA. Segmentul EF este linie mijlocie Tn triunghiul VOA, deci EF=V0:2 =6 cm
si EF || VO. Deoarece VO 1 (ABC) si EF || VO, rezulta ca EF L (ABC), deci d(E, (ABC)) =EF=6cm.
b. Deoarece VO L (ABC) si BD c (ABC), rezulta ca VO L BD. Baza ABCD este patrat, deci BD L AC. Cum BD L VO,
BD L AC, AC " VO = {0}, rezulta BD L (VAC), iar cum VA c (VAC), deducem ca BD L VA.
Din VO L (ABC) si BC c (ABC), rezultd ca VO L BC. Asadar BC L VO, BC L VM, VO n VM= {V}, deci BC L (VOM).
Intrucat OH < (VOM), rezultd BC 1 OH. Cum OH L VM, OH L BC, VM n BC = {M}, rezulti ca OH 1 (VBC).
Rezolvare Ornamente
Impartind discul n trei parti egale, obtinem sectoare de disc cu un
unghi la centru care are masura de 120° (Figura 16).
Prin infasurarea sectorului de disc se obtine un coif avand forma
unui con de varf V, din care lipseste baza de centru O. Fie AB un dia-
metru al bazei (Figura 17). Raza sectorului devine generatoarea conu- )
lui, deci VA =4,2 cm, iar indltimea conului este VO. Lungimea arcului
sectorului de disc este egala cu (2n-4,2:3)cm=2,8-1 cm=28,792 cm,
deci este usor mai mare decat circumferinta capului piticului. Asadar,
coiful este bun.
Deoarece 2r - OA=2,8 - m cm, rezulta ca raza bazei conului, OA, este Figura 16 Figura 17
egalacul,4 cm.
Fie o planul bazei conului. Cum VO L a si OA c a, rezulta ca VO L OA, deci triunghiul VOA este dreptunghic
n O. Atunci VO? = VA2 - 0A?=15,68 cm?, de unde rezultd cd VO < 4 cm.

Probleme propuse

1. Priviti sala de clasa ca pe un paralelipiped dreptunghic si precizati:
a. doud drepte perpendiculare pe planulin care se afla usa;
b. doua drepte perpendiculare pe planul tavanului;
c. doua plane perpendiculare pe muchia care contine pragul usii;

d. doua drepte necoplanare, perpendiculare pe muchia care trece pe sub calori-
fere.

2. Folosind creioane pentru a reprezenta Tn spatiu dreptele, construiti un
contraexemplu prin care sa aratati ca urmatoarea propozitie este falsa:
,Dacdd Lhsiglh,atuncid| g”

3. In Figura 18 sunt reprezentate schematic un stalp VA cu lungimea de 12 m,

perpendicular pe sol (planul o), ancorat printr-o grinda VD de sol. Pentru fixare, D A
s-a amplasat o grindd BC de 3 m. Stiind ca VB=4m, BC || AD, arétati ca BC || o ,
si determinati lungimea ancorei VD.
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4. Triunghiurile echilaterale ABC si ABD sunt situate in plane diferite, iar punctul M este A
mijlocul laturii AB (Figura 19). Aratati ca AB 1 (CDM) si CD 1 AB.

5. Pe planul triunghiului ABC se ridica perpendiculara A’A. Stiind ca <ABC=90°,
XACB=60°si AC=A'A=6cm, determinati: CD
a. distanta de la punctul A la dreapta A'C;
b. distanta de la punctul C la planul (A’AB).

6. Pe cercul de centru O si raza r=4 cm se iau punctele diametral opuse A si B si punc-

Figura 19

@j tul C astfel Tncat <ABC=30°. Pe planul cercului se ridicd perpendiculara AM,

cu AM =4 cm. Determinati:
a. distanta de la punctul A la dreapta MB; D’
b. distanta de la punctul B la planul (ACM). \

7. Pe planul patratului ABCD, cu AB =8 cm si AC n BD = {0}, se ridica perpendiculara DD’ b h c
astfel incat D'D =8+/3 cm. Fie M mijlocul segmentului D'B (Figura 20). Aritati ci: )“7
a. AB || (D'CD); b. d(D',B)=85 cm; c. BC 1 (D'CD); A

d. AC L (D'BD); e. d(M,(ABC))=43 cm; f. %(BC, D'A) = 60°. Figura 20

8. Punctul O este centrul fetei BCD a tetraedrului regulat ABCD, iar lungimea Tnaltimii acestuia este egala cu
12 cm. Determinati lungimea drumului minim parcurs de o furnica de la B la D, pe fetele ABC si ACD, traver-
sand muchia AC.

9. In piramida triunghiulari regulatd VABC, VA=15cm, AB=9+/3 cm, iar punctul O este centrul bazei.
Se sectioneaza piramida cu un plan a paralel cu baza, care intersecteaza muchiile VA, VB, VCin punctele M, N,
respectiv P, astfel incat VM =5 cm. Aratati ca:

a. VO=12cm; b. BC L (VOA); c. VM- AB=VA- MN;
d. <(MN, BC)=60°  e. d(M, (ABC))=8cm; f. AMNP ~ AABC.

10. Un con circular drept are diametrul bazei AB = 24 cm si lungimea generatoarei VA de 15 cm. Fie CD o coarda in
discul D(O, 0OA), astfelincat CD N AB = {M} CD < AB. Stiind ca punctul M este mijlocul coardei CD, determinati
lungimea naltimii conului si aratati ca CD L (VAB).

11. In piramida patrulatera regulata VABCD, AC ~ BD = {O} VA =18 cmsiAB =12 cm. Punctul E apartine muchiei
VA, astfelincat AE =2 - VE. Determinati:

a. d(V, (ABC)); b. d(E, (ABC)); c. d(A, (vBD)); d. d(0, (VBQ)).

12. Punctul O este centrul bazei piramidei hexagonale regulate VABCDEF, VA=4+/13 cm si AB=12 cm. Notam cu
g dreapta de intersectie a planelor VAB si VFC. Determinati:

a. d(V, (ABC)); b. d(A, (VBE)); c. d(0, (VAD)); d. <(g, BE).

13. Fie cubul ABCDA'B'C'D’, cu AB =6 cm. Notam cu G centrul de greutate al triunghiului BC'D.
a. Aratati ca poliedrul CBC'D este piramida triunghiulara regulata si determinati indltimea acesteia.
b. Demonstrati ca poliedrul A’BC'D este tetraedru regulat si aratati ca punctele A’, G, C sunt coliniare.

Autoevaluare
1. Stabiliti daca urmatoarele afirmatii sunt adevarate sau false:
a. Daca dreapta d este perpendiculara pe planele distincte a si B, atunci planele sunt paralele.
b. Daca dreptele d, g si h sunt astfelincatd L gsid L h, atuncig || h.
c. Daca dreptele d, g si planul a sunt astfelincat d || gsid L a, atuncig L a. (3p)

2. In tetraedrul OABC, in care triunghiul ABC este echilateral, triunghiurile OAB, OBC si OCA sunt dreptunghice
in O, iar punctul M este mijlocul muchiei BC. Aratati ca:
a. triunghiul AOB este isoscel; b. OC L (AOB); c. BC L (AOM). (3p)

3. In piramida patrulatera regulati VABCD, AC N BD = {O}, VA=95 cm si AB =18 cm. Punctul E apartine muchiei
VA, astfel incat VE = 2 - AE. Determinati:
a. lungimea inaltimii piramidei; b. d(E, (ABC)); c. d(0, (VBC)). (3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 30 de minute.
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Lectia 10: Distanta dintre doud plane paralele. Iniltimea prismei
drepte si a cilindrului circular drept. Inaltimea trunchiului
de piramida si a trunchiului de con circular drept

Cuvinte-cheie

perpendicularitate distante Tnaltimea prismei drepte Tnaltimea cilindrului circular drept inaltimea trunchiului

Cunoasterea distantei dintre doua plane are
numeroase aplicatii practice Tn domenii pre-
cum constructiile, ingineria, fizica si designul
industrial. In constructii, masurarea distantei
dintre diverse plane asigura alinierea perfecta
a elementelor structurale (grinzi, plafoane). La
proiectarea avioanelor si vehiculelor, inginerii
calculeaza distantele dintre suprafetele plane
pentru a optimiza fluxul de aer si a reduce
rezistenta aerodinamica.

10.1. Distanta dintre doua plane paralele

De retinut

Teorema 1. Daca A si B sunt doua puncte distincte situate pe o dreapta g, paralela cu un
plan a, atunci distantele de la A, respectiv B, la planul a sunt egale.

Demonstratie. Daca AA’ La si BB’ La, cu A, B' € a, atunci d(A, o) =AA’ si d(B, o) = BB’
(Figura 1). Fiind perpendiculare pe acelasi plan, dreptele AA’ si BB’ sunt paralele. in plus,
notand B=(AA’, BB’), cum AB || o si ABc B, intersectia planelor a si B, adica A'B’, este
o dreapta paraleld cu AB. Din AA' || BB’ si AB || A'B’, rezulta ca ABB'A’ este paralelogram (chiar

dreptunghi), deci AA’ = BB’, adica d(A, o) = d(B, o). Figura 1
Teorema 2. Dacd A si B sunt doud puncte distincte situate intr-un plan o paralel cu un alt
plan B, atunci distantele de la A, respectiv B, la planul g sunt egale. ¢ p B

Pentru demonstratie, se aplica Teorema 1, avand Tn vedere ca din AB c a si a || B, obtinem
AB || B (Figura 2).

Teoremele precedente ne permit sa dam urmatoarele definitii:

Definitie. Daca dreapta g este paralela cu planul o, spunem ca distanta dintre dreaptd si i B’
plan este egala cu distanta de la orice punct al dreptei la plan. B
Notam: d(g, o) =AA’,unde A e g, A’ c asiAA’ La. Figura 2

Definitie. Daca a si B sunt doua plane paralele, atunci distanta dintre cele doud plane este egala cu distanta
de la orice punct al unuia dintre plane la celalalt plan.
Notam: d(A, B) =AA’, unde A e o, A’ € Bsi AA’ L B.

Observatie. Avand in vedere ca bazele unei prisme drepte, ale unui cilindru circular drept, ale unui trunchi de
piramida sau ale unui trunchi de con circular drept sunt situate in plane paralele, pentru fiecare dintre corpurile
geometrice mentionate se poate pune problema calcularii distantei dintre planele bazelor.

10.2. iniltimea prismei drepte

De retinut @

Definitie. Se numeste indltime a unei prisme drepte distanta dintre planele bazelor acesteia.

Daca bazele prismei sunt incluse n planele paralele a, respectiv B, iar A € a. si A’ € B sunt doua puncte astfel
incat AA’ L B, atunci distanta dintre planele a si B este lungimea segmentului AA’.

Din acest motiv, uneori, in functie de context, vom spune ca indltimea prismei este segmentul AA'.
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Teorema 3. In orice prisméa dreaptd, muchiile laterale sunt fnaltimi.

Demonstratie. Vom analiza cazul particular al unei prisme drepte patrulatere ABCDA'B'C'D’ A b
(Figura 3), demonstratia fiind similara pentru orice alt tip de prisma dreapta. g o

Fetele laterale ABB'A’ si ADD'A’ sunt dreptunghiuri, deci <A’AB=<A'’AD=90°, de unde | | .- 7D
rezulta ca A’/A L ABsi A’/A L AD. Cum AB si AD sunt concurente, rezulta ca dreapta A’A este per- A
pendiculard pe planul (ABC). intrucat (A’'B'C’) || (ABC), A’ e (A'B'C"), A e (ABC) si A’A L (ABC), B C
deducem ca A’A este distanta dintre planele (A'B'C’) si (ABC), deci A’A este Tnaltime a prismei. Figura 3

Din AA" || BB’ || CC' || DD’ si A’A L (ABC), deducem ca si celelalte muchii laterale ale prismei
drepte sunt Tnaltimi.

Observatii

1. Din Teorema 3 putem trage concluzia ca o prismd este dreaptd dacd si numai dacd muchiile sale laterale sunt
perpendiculare pe planele bazelor.

4

2. Intr-un paralelipiped dreptunghic, oricare dou& fete situate in plane paralele pot fi considerate drept baze, deci
orice muchie poate fi considerata Tnaltime.

3. Intr-o prisma regulata (adica o prisma dreapta cu baza poligon regulat), daca O si O' sunt centrele bazelor,
atunci 0’0 este Tnaltime a prismei.

In figurile 4, 5, 6 sunt reprezentate o prism& hexagonala regulata, o prisma triunghiulara regulata si un parale-
lipiped dreptunghic. Cu rosu sunt desenate Tnaltimi ale acestora.

F' E' , A’ C/ DI C/
A’ O' D (o)
w N’ oM A B
B’ c &
F E
___________ D y
L o . A s C e \"\_“O -----
h = 0 D N0 M AR ¢
3 M A B
B C B
Figura 4 Figura 5 Figura 6

10.3. iniltimea cilindrului circular drept

De retinut @

Definitie. Distanta dintre planele bazelor unui cilindru circular drept se numeste indltimea cilindrului.
In functie de context, vom considera ca indltimea cilindrului circular drept este un segment perpendicular
pe una dintre baze, avand extremitatile in cate un punct al fiecarei baze.

Teorema 4. Intr-un cilindru circular drept, segmentul determinat de centrele bazelor este
inaltime.

Demonstratie. Consideram cilindrul circular drept din Figura 7, obtinut prin rotirea
suprafetei dreptunghiulare AOO'A’ in jurul laturii OO'. Bazele acestui cilindru sunt discurile de
centre O si O'. Consideram o ,pozitie” A OO’A;, in care ajunge dreptunghiul AOO’A’ in timpul
rotatiei, astfel incat A si A, nu sunt diametral opuse. Cum <O'OA = <0'0A, =90°, deducemca 4 A,
0’0 L OAsi 0’0 L OA,, deci O'O este perpendiculara pe planul (OAA,). Cum O si O’ apartin cate Figura 7
unei baze, rezulta ca distanta dintre planele bazelor cilindrului este lungimea segmentului 00,
deci segmentul OO’ este Tnaltime a cilindrului.

Observatie. Intr-un cilindru circular drept, orice generatoare este inaltime.
intr-adevar, cu notatiile din Figura 7, deoarece AOO'A’ este dreptunghi, din AA’ || 00’ si 00’ L (OAA,), reiese ca
AA’ 1 (OAA,), deci AA’ este Tnaltime a cilindrului circular drept.
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Exemplu

Fie punctele A,M e D(O,R) si A, M e D(0, R), unde D(0, R) si D(0',R) sunt bazele unui '
cilindru circular drept, astfel incat AA’ si MM’ sunt generatoare ale acestuia si AMM'A’ este M

patrat (Figura 8). Fie N € AM astfel incat ON L AM. Aflati raza cilindrului, daca O'N =+/13 cm, iar
<A'O'M' =120°.

Rezolvare

<AOM = <A'O'M'=120° (unghiuri cu laturile respectiv paralele) si, cum ON este Tnaltime Figura 8

A o

n triunghiul isoscel AOM, aceasta este si mediana. Obtinem 00’ = AA' = AM = R\/3 si ON =g. Cu teorema lui Pitagora
TN AOO'N (0 =90°), rezulta R=2 cm.

4 .

10.4. iniltimea trunchiului de piramida. Iniltimea trunchiului de con circular drept

De retinut @

Definitie. Distanta dintre bazele unui trunchi de piramida se numeste indlfimea trunchiului de piramidad.

Distanta dintre bazele unui trunchi de con circular drept se numeste indltimea trunchiului de con circular drept.

La fel ca Tn sectiunile anterioare, daca O si O’ sunt centrele bazelor unui trunchi de piramida/de con circular
drept, vom spune si ca segmentul OO’ este inaltime a trunchiului.

Teorema 5. Intr-un trunchi de piramida regulatd, segmentul determinat de centrele cercurilor circumscrise
celor doua baze este inaltime a trunchiului.

In figurile 9, 10, 11 sunt reprezentate mai multe trunchiuri de piramida regulat, cu centrele bazelor O si O'.
Segmentele rosii reprezinta inaltimile trunchiurilor de piramida respective.

A’ ’ C'

Figura 9 Figura 10 Figura 11

Teorema 6. Intr-un trunchi de con circular drept, segmentul determinat de centrele
celor doua baze este Tnaltime a trunchiului.

In Figura 12 este reprezentat un trunchi de con circular drept, in care Tnaltimea este
segmentul OO, desenat cu rosu. Figura 12

Observatii

1. In problemele in care intervine un trunchi de piramida regulat3, de multe ori se studiaza legaturile dintre

elementele unuia dintre urmatoarele trapeze dreptunghice:
« trapezul OAA'Q’, ale carui laturi sunt: muchia laterald a trunchiului, AA’; Tndltimea trunchiului, OO’; raza cer-
cului circumscris bazei mari, OA, si raza cercului circumscris bazei mici, O’A’;
« trapezul OMM'O’, unde M este mijlocul uneia dintre laturile bazei mari, iar M’ este mijlocul laturii omoloage
a bazei mici (figurile 9, 10, 11).
In oricare dintre cele doud trapeze, atunci cand cunoastem lungimile a trei dintre aceste segmente, putem
determina lungimea celui de-al patrulea.

2. In problemele in care intervine un trunchi de con, se studiaza lega-
turile dintre lungimile laturilor trapezului dreptunghic OAA'Q’, in
care OO’ este inaltimea trunchiului, AA’ este generatoarea, OA este
raza bazei mari, iar O'A’ este raza bazei mici (Figura 12).

3. Inaltimea trunchiului de piramida este diferenta dintre inaltimea
piramidei din care provine trunchiul (piramida mare) si inaltimea
piramidei care se Indeparteaza (piramida mica) (Figura 13).

4. Iniltimea trunchiului de con este diferenta dintre inaltimea conu-
lui din care provine trunchiul (conul mare) siTnaltimea conului care
se Indeparteaza (conul mic) (Figura 14). Figura 13 Figura 14
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Cultura matematica

D Natura este o sursa inepuizabila de corpuri care pot fi
descrise cu ajutorul poliedrelor. In mineralogie si in cristalo-
grafie exista sapte sisteme cristaline tridimensionale ale
corpurilor solide sau lichide. Acestea sunt: sistemul triclinic,
monoclinic, ortorombic, tetragonal, trigonal, hexagonal si
cubic. Structura de baza a primelor patru sisteme este una de
paralelipiped (oblic, n primele doua cazuri, dreptunghic, n
celelalte). Sistemul tetragonal este format din tetraedre, cel  Structura diamantului  Structura sarii de bucatarie
hexagonal este alcatuit din prisme hexagonale etc.

Placutele semiconductoare folosite in fabricarea circuitelor integrate pentru computere si pentru celule
fotovoltaice sunt facute din siliciu monocristalin, a carui structura este cubica, de tipul diamantului.
Daca vreti sa stiti mai mult, puteti consulta pagina web: https://ro.wikipedia.org/wiki/Sistem_cristalin.

Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative
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1. In Figura 15 este reprezentata prisma dreaptd ABCDEFA'B'C'D'E'F', cu baza hexagonul regulat ABCDEF, in care
O'si O’ sunt centrele bazelor prismei, A’A =10 cm si AB =12 cm. Stiind c& AC N BE = {T}, determinati:
a. distanta dintre planele (ABC) si (A’B'C’);

b. distanta de la punctul A la planul (O'OB); F E
c. distanta de la punctul D la planul (A’AC). Al o D’
Demonstratie: B ¢
a. Deoarece 0'0 si A’A sunt inaltimi ale prismei, rezultd ca d((ABC), (A’'B'C")) = 00’ = FhdodndE
=AA'=10 cm. Abegike Tt D
b. Cum <AOB = %«BOC = 60°, triunghiurile AOB si BOC sunt echilaterale, deci ABCO B C
este romb. Ca urmare, AC L OB, deci AT este inaltime n triunghiul AOB. In plus, Figura 15
AT = # = 6\/5 cm.

Deoarece O'O este inaltime in prisma si AT < (ABC), rezulta O'O L AT. Asadar AT L OB, AT L O'O si, cum

0'0 " 0B = {0}, rezulta AT L (0'0B), deci d(A,(0'0B))=AT =63 cm.

c. Din CC' 1 (ABC) si CD = (ABC), obtinem CC' L CD, deci avem si DC L CC' (1). Segmentul AD este diametru in
cercul circumscris hexagonului ABCDEF, deci unghiul ACD este drept, adica DC | AC (2).
Relatiile (1) si (2) arata ca dreapta DC este perpendicularad pe doua drepte concurente (AC si CC') din planul
determinat de dreptele paralele AA’ si CC'. Deducem ca DC L (A’AC), deci d(D, (A’AC)) =DC =12 cm.

2. In Figura 16 este reprezentat un trunchi de con circular drept, in care AB si A’B’ sunt diametrele discurilor
D(O, r) si respectiv D(0', r). Stiind ca OA=5 cm, O'A’ =2 cm si A’A = 5 cm, determinati:
a. ce procent din aria discului bazei mari reprezinta aria discului bazei mici;
b. Tnaltimea trunchiului de con circular drept considerat;
c. inaltimea conului din care provine trunchiul.

Demonstratie:

Apoy wnr> 2 4 16
L0 =—=—="—"=16%,deci A,, ,=16% - A, o Figura 16

Apon 7RE R 25 100 BN e ¢

b. Fie V varful conului din care provine trunchiul (Figura 17), iar a, B planele discurilor
D(O, R) si respectiv D(0', r). Deoarece O si O’ sunt centrele bazelor, rezulta ca V
0’0 este Tnéltimea trunchiului. In trapezul dreptunghic AOO’A’ construim A’E L OA, i
unde E € OA. Patrulaterul OEA'O’ are trei unghiuri drepte in O, O’, respectiv E, deci
este dreptunghi. Ca urmare, O'O=A'E, OE=0'A'=2cm, si AE=0OA-0OE=3cm. A \"-B,

Cu teorema lui Pitagora in triunghiul AEA’, dreptunghic in E, obtinem A’E=4cm, O
deci Tndltimea trunchiului este 00’ =A’E=4 cm. O e S

c. Cum O'A’ || OA, aplicand teorema fundamentalda a asemanarii Tn triunghiul VOA, AWB
rezultda ca AVO'A’ ~AVOA, deci %=%=%. Obtinem 5-VO'=2- V0O, adica Figura 17

5. (VO-00") =2 - V0, de unde rezulta ca VO=%cm.



Probleme propuse

. o . . . /\
1. Desenati un cub de latura 4 cm, ABCDA'B'C'D’, cu O centrul fetei ABCD, si determinati: \ ‘/
a. distanta de la punctul O la planul (A'B'C"); b. distanta de la punctul O la planul (BCC");
c. distanta de la dreapta AB la planul (CDD’); d. distanta dintre planele (BCC') si (ADD’).

2. Prin infasurarea unui dreptunghi cu perimetrul egal cu 3 - (8x + 3) cm se obtine un cilindru circular drept cu
raza bazei de 6 cm. Determinati ndltimea cilindrului.

3. In prisma dreapta ABCA'B'C’, cu baza triunghiul echilateral ABC, punctul M este mijlocul muchiei AB,
C'M=12cm,CM=6 cm, iar punctul G este centrul de greutate al triunghiului A'B'C’. Determinati:

a. aria bazei; b. Tnaltimea prismei; c. d(G, (ABC)); d. d(A, (C'CM)).

4. Fie prisma dreapta ABCDA'B'C'D' cu baza patratul ABCD. Stiind cd AC ~ BD = {0}, AC = 6/2 cm siD’A=10cm,
determinati:
a. perimetrul bazei; b. Tnaltimea prismei; c. d(A, (BB'D)); d. d(O, (BC'C)).

5. Poliedrul ABCDA'B'C'D’ este un paralelipiped dreptunghic, in care ACBD = {O}, iar lungimile muchiilor AB,
BC, D'D sunt proportionale cu 4, 3, respectiv 5 si AB+ BC + D'D = 24 cm. Determinati:

a. perimetrul bazei; b. Tnaltimea paralelipipedului; c. d(0, (BC'C)); d. d(A, (BB'D)).

6. In prisma dreaptd ABCDEFA'B'C'D'E'F', cu baza hexagonul regulat ABCDEF de centru O, perimetrul bazei este
egal cu 60 cm, iar perimetrul unei fete laterale este egal cu 50 cm. Determinati:
a. d((A'B'C'), (ABO)); b. d(C, (B'0B)); c. d(E, (B'BO)); d. d(E, (A’AQ)).

7. Poliedrul ABCA'B'C’ este un trunchi de piramida triunghiulara regulatd, in care AB=12cm, A’B'=6 cm si
AA' =443 cm. Determinati inaltimea trunchiului.

8. Fie trunchiul de piramida patrulatera regulatd ABCDA'B'C'D’, cu Tndltimea 0’0 =8 cm, O'A’ =75% din O'O si
OA =12 cm. Determinati lungimea muchiei laterale A’A si d(O, A’A).

9. Poliedrul ABCDEFA'B'C'D'E'F' este un trunchi de piramida hexagonald regulata cu Tnaltimea de 16 cm.
Stiind ca AD =36 cm si A'B' = 6 cm, determinati Tnaltimea piramidei din care provine trunchiul.

10. Fie un trunchi de con circular drept a carui generatoare este egala cu suma razelor bazelor. Se stie ca produsul
% razelor bazelor este de 16 cm?, iar raza mica este un sfert din raza mare. Determinati generatoarea, indltimea
si razele trunchiului de con.

11. Maria vrea sa puna un ghiveci cu flori sub forma de trunchi de con intr-un vas decorativ cu aceeasi forma
si care are aceeasi indltime. Vasul decorativ are raza exterioara a bazei mari de 15 cm, Tnaltimea de 12 cm,
generatoarea de 15 cm, iar peretii lui au o grosime de 0,5 cm. Determinati diametrul maxim al bazei mici
a ghiveciului, astfel incat acesta sa incapa in vas.

12. Aratati ca distanta dintre planele (AB'D’) si (C'BD) este egala cu lungimea segmentului GG’ si calculati aceasta
distanta.

Autoevaluare %‘p
4

1. Completati spatiile punctate astfel incat afirmatiile urmatoare sa fie adevarate:

a. Inaltimea uneiprismeeste....................... dintre planele bazelor.

b. Intr-un trunchi de piramida regulatd ABCA’B'C’, cu O si O’ centrele bazelor, lungimea segmentului 0’0 este
0T L decat lungimea segmentului A’A.

c. Intre generatoarea G si iniltimea h a unui cilindru circular drept exista relatia .. ................... 3p)

2. Intr-un trunchi de con circular drept, AB si A’B’ sunt diametrele discurilor D(0, OA) si respectiv D(0’, O'A"),
OA=10cm, O'A’=6 cm si A’/A = 8 cm. Determinati:

a. A@(o, Ry b. Tndltimea trunchiului; c. inaltimea conului din care provine trunchiul.  (3p)

3. In prisma dreapta ABCA'B'C’, cu baza triunghiul echilateral ABC, punctul P este centrul fetei ACC'A’, A'B = 83 cm
si sin(xA’BA) = 0,5. Determinati:

a. Tnaltimea prismei; b. d(P, (ABC)); c. d(C, (A'AB)). (3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 30 de minute.
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Lectia 11: Plane perpendiculare.
Sectiuni diagonale si sectiuni axiale

Cuvinte-cheie
7

perpendicularitate distante sectiuni diagonale

Geometria in spatiu joaca un rol crucial in programarea 3D — deci si in crearea
tuturor jocurilor de calculator. Un exemplu de modelare video de succes este filmul
Hypercube.

Hypercube este castigatorul unui important premiu international pentru animatie,
in anul 1978, si reprezinta una dintre primele Tncercari de a folosi grafica asistata
de calculator pentru a ilustra obiecte matematice complexe. In film sunt descrise
transformari geometrice — rotatii, proiectii si sectiuni — In spatii bidimensionale,
tridimensionale si cvadridimensionale, precum si efectele acestora.

11.1. Plane perpendiculare

De retinut @

Definitie. Planul a este perpendicular pe planul g daca planul o contine o dreapta
perpendiculara pe .

Notam a L B. Asadar, daca exista o dreapta d astfelincatd c asid L B, atunci o L .

Teorema 1. Fiind date douad plane a si 3, daca o L 8, atunci si g L a.

Demonstratie. Deoarece o L 3, exista o dreapta d astfel incat dc o si d L B. Fie A
punctul de intersectie dintre dreapta d si planul B. Avand un punct comun (pe A), pla-
nele a si B au o dreapta comuna, g. Alegem dreapta h astfel incat h L g. Deoarece
d_1 Bsihcp,rezultacad L h. Dreapta h este perpendiculara pe dreptele concurente d
si gale planului o, asadar h L o.. In consecinta, p L .

Observatii

naltimi

sectiuni

axiale

Grafica asistata de calculator

v

A d
g

Figura 1

1. Avand in vedere Teorema 1, daca un plan este perpendicular pe un alt plan, vom spune ca cele doud plane sunt
perpendiculare. Asadar, doud plane sunt perpendiculare daca intr-unul dintre plane exista o dreapta perpendi-

culara pe celalalt plan.

2. Daca dreapta d este perpendiculara pe planul a, atunci orice plan care o contine este perpendicular pe planul .

Exemple

Consideram paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C’'D’ din Figura 2. Atunci:

- planele (ABC) si (BCC') sunt perpendiculare, deoarece dreapta AB din planul
(ABC) este perpendiculara pe planul (BCC);

« din AA’ c (AA'D’) si AA’ L (ABC), rezultd ca (AA'D’) L (ABC);

« din CD < (CDD") si CD L (BCC"), rezulta ca (CDD") L (BCC).

De retinut
Din demonstratia Teoremei 1 se deduce si urmatorul rezultat:

Teorema 2. Daca doua plane sunt perpendiculare, atunci orice dreapta inclusa
intr-unul dintre plane, perpendiculara pe dreapta lor de intersectie, este perpendicu-
lara pe cel de-al doilea plan.

Asadar,dacdaa L B,anfB=g,dcasid.Lg, atuncid Lp.

Teorema 3. Daca planele a si  sunt perpendiculare si prin punctul A al planului a
construim o dreapta d perpendiculara pe planul B, atunci d este continuta in planul o
(Figura 3).

D’ c
A 5
B c
A" B
Figura 2
B
N,
/ . d /
4 di A
Figura 3



Demonstratie. Presupunem ca dreapta d nu este inclusa in planul a. Fie dreapta d' o astfel incat A se afla pe
d'sid' 1 g, unde g este dreapta de intersectie a celor doua plane. Rezulta ca d’ L a, deci exista dreptele distincte
d si d’ care trec prin punctul A si sunt perpendiculare pe planul o, contradictie. Asadar, dreapta d este inclusa in

planul a.

Teorema 4. Daca doua plane concurente sunt perpendiculare pe un al treilea plan,
atunci si dreapta lor de intersectie este perpendiculara pe acel plan (Figura 4).

Demonstratie. Fie planele a si B, perpendiculare pe planul vy, a caror intersectie
este dreapta d. Alegem punctul A in planul y si construim dreapta a vy, care trece

prin A si este perpendiculara pe a. Deoarece d c a, rezultaca a L d.

Analog, construim dreapta b cy, care trece prin A si este perpendiculara pe ,
astfelTncat b L d. Dreapta d este perpendiculara pe dreptele concurente a si b ale pla-
nuluiy, asadar d L v.

Consecinta. Fie planul a si punctul M in spatiu. Intersectia tuturor planelor care il contin pe M si sunt perpen-

diculare pe planul a este dreapta care trece prin M si este perpendiculara pe o.

11.2. Sectiuni diagonale in corpurile studiate

Va% 3%

4

Figura 4

Ne reamintim ca intersectia unui corp geometric cu un plan cu care are puncte comune este o suprafata numita
sectiune, iar In Lectia 8 am analizat sectiunile corpurilor studiate prin plane paralele cu baza.
Sectiunea obtinutd intr-un poliedru (prisma dreapta, piramida, trunchi de piramida), printr-un plan determinat
de o diagonala a bazei si o muchie laterald, se numeste sectiune diagonalda.
Prisma triunghiulara, piramida triunghiulara si trunchiul de piramida triunghiulara nu au sectiuni diagonale,
deoarece bazele acestora, fiind triunghiuri, nu au diagonale.

Sectiuni diagonale Tn prisma dreapta

De retinut

Definitie. Se numeste sectiune diagonald a unei prisme drepte suprafata poligonala obtinuta prin sectionarea
prismei cu un plan determinat de o diagonala a unei baze si o muchie laterald care are un varf comun cu aceasta

diagonala.

Observatii

1. Orice sectiune diagonala a unei prisme drepte este un dreptunghi. Doua dintre laturile dreptunghiului sunt

muchii laterale ale prismei, iar celelalte doua sunt diagonale omoloage ale bazelor prismei.

2. Orice sectiune diagonala a unei prisme drepte este continuta intr-un plan perpendicular pe planele bazelor.

3. Prin sectionarea unei prisme drepte cu planul determinat de doua muchii laterale care nu sunt situate pe

aceeasi fata laterala se obtine o sectiune diagonala.

In figurile 5-8 sunt reprezentate cateva sectiuni diagonale ale unor prisme drepte.

D' o
% "_::_D- .................. ~C
g B
Figura 5

D! CI
A BB
e
A B
Figura 6

Fl E!
A’ (0} D’
B [
F E.
A O™ D
B C
Figura 7

F! El
A Id
B ¢
F £,
AN D
B C
Figura 8

Am vazut anterior ca orice sectiune diagonala a unei prisme drepte este un dreptunghi. Diagonalele acestor

dreptunghiuri se numesc diagonale ale prismei.

Cu alte cuvinte, o diagonala a unei prisme este un segment determinat de un varf al unei baze si un varf al celei-

lalte baze, astfel incat cele doua varfuri nu apartin aceleiasi fete laterale.
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De retinut
Teorema (proprietatile diagonalelor unui paralelipiped dreptunghic) A 7

a. Diagonalele unui paralelipiped dreptunghic sunt concurente. Punctul de concurenta, notat
de regula cu O, se numeste centrul paralelipipedului.

b. Diagonalele unui paralelipiped dreptunghic sunt congruente.

c. Lungimea diagonalelor unui paralelipiped dreptunghic ABCDA'B'C'D’, de dimensiuni AB = a,
AD=bsiAA =c,ested=+a® +b* +¢°.

Consecinta. Lungimea diagonalei unui cub de muchie a este egala cu 3.

Demonstratie:

a.b. Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D'. Diagonalele sale sunt AC’, A'C, BD' si B'D (Figura 9).
Deoarece ACC'A’ si BDD'B’ sunt sectiuni diagonale, acestea sunt dreptunghiuri, deci diagonalele fiecaruia
dintre ele sunt congruente si se injumatatesc. Asadar, AC'=A’'C si BD' = B'D, iar punctele {0} =AC' "A'C si
{0’} =BD' n B'D sunt mijloacele segmentelor AC’, respectiv BD' (1).

In planul determinat de dreptele paralele AB si D'C’, avem AB || D'C’ si AB=D'C’, deci ABC'D’ este parale-
logram. Dar AB L (BCC') si BC' = (BCC'), deci AB L BC'. Ca urmare, ABC'D’ este dreptunghi, deci diagonalele
sale, AC' si BD', sunt congruente, iar BD' contine mijlocul diagonalei AC’, adica O si O’ coincid.

Din (1) rezulta ca segmentele AC', A'C, BD', B'D sunt concurente in O sica AC'=A’C=BD'=B'D.

c. Cum A’A L (ABC) si AC c (ABC), rezulta A'’A 1 AC, deci triunghiul A’AC este dreptunghic in A. Aplicand teo-
rema lui Pitagora in triunghiurile dreptunghice ABC si A’AC, obtinem AC?=AB?+ BC? = a® + b?, respectiv

A'C2=AC? + A'/A% = (a® + b?) + ¢, de unde rezultd cd A'C =+a® + b +c2.

Figura 9

De retinut

Definitie. Se numeste sectiune diagonald a unei piramide intersectia acesteia cu un plan care contine varful
piramidei si una dintre diagonalele bazei.

Observatii

1. Sectiunile diagonale ale unei piramide sunt triunghiuri.

2. Sectiunile diagonale ale unei piramide regulate sunt triunghiuri isoscele.

3. Sectiunile diagonale ale unei piramide regulate care contin indltimea acesteia sunt triunghiuri isoscele, aflate
in plane perpendiculare pe planul bazei piramidei.

In Figura 10, triunghiul VAC este o sectiune diagonal& a piramidei patrulatere VABCD.

In Figura 11, triunghiul isoscel VBD este o sectiune diagonald a piramidei patrulatere regulate VACBD.

In figurile 12 si 13 sunt evidentiate doua sectiuni diagonale ale piramidei hexagonale regulate VABCDEF: triun-
ghiurile isoscele VAD si VBD.

4

A B
Figura 10 Figura 11 Figura 12 Figura 13

Definitie. Se numeste sectiune diagonald a unui trunchi de piramidd intersectia acesteia cu un plan care
contine o diagonala a unei baze si una dintre muchiile laterale ale trunchiului.

Observatii

1. Orice sectiune diagonala a unui trunchi de piramida este un trapez. Doua dintre laturile sale sunt muchii laterale
ale trunchiului, iar celelalte doua sunt diagonale omoloage ale bazelor trunchiului.

2. Orice sectiune diagonala a unui trunchi de piramidd regulatd este un trapez isoscel.

3. Orice sectiune diagonala a unui trunchi de piramidd regulatd, care contine Tnaltimea trunchiului, este un trapez
isoscel, aflat intr-un plan perpendicular pe planele bazelor.



f

In figurile 14 si 15, trapezele isoscele ACC'A’ si BDD'B' sunt sectiuni diagonale ale trunchiului de piramida
patrulatera regulata ABCDA'B'C'D'.

In figurile 16 si 17 sunt evidentiate dou& sectiuni diagonale ale trunchiului de piramida hexagonald regulata
ABCDEDA'B'C'D'E'F': trapezele isoscele CC'F'F si BDD'B'.
D’ ©

Figura 14 Figura 15 Figura 16 Figura 17

11.3. Sectiuni axiale

O dreapta s este axd de simetrie pentru un corp geometric daca sunt indeplinite simultan conditiile:

a. simetricul fata de dreapta s al oricarui punct situat pe suprafata corpului geometric se afla tot pe suprafata
acestuia;

b. simetricul fatd de dreapta s al oricarui punct situat in interiorul corpului geometric se afla tot in interiorul acestuia.

Sectiunea determinata de un plan care contine axa de simetrie a unui corp geometric se numeste sectiune
axiald a corpului.

Unele dintre poliedrele studiate prezinta axa de simetrie. Astfel:

a. axa de simetrie a unei prisme regulate a carei baza este un poligon cu numar par de laturi sau a unui paralelipi-
ped dreptunghic este dreapta determinata de centrele bazelor;

h. axa de simetrie a unei piramide regulate a carei baza este un poligon cu numar par de laturi este dreapta deter-
minata de varf si de centrul bazei;

c. axa de simetrie a trunchiului de piramida regulata a carei baza este un poligon cu numar par de laturi este
dreapta determinata de centrele bazelor.
Remarcam ca unele dintre sectiunile diagonale sunt si sectiuni axiale (figurile 14-16)
In figurile 18-21 sunt reprezentate cateva sectiuni axiale in poliedrele studiate. Axa de simetrie este desenata

cu rosu.
F ,
D’ P C = E p
A' O' B’ Av //‘ E D,
¢ D C
5 5
it AT - 8
______ i b C A L
A M B Mg x
Figura 18 Figura 19 Figura 20 Figura 21

Corpurile rotunde studiate (con circular drept, cilindru circular drept, trunchi de con circular drept) au axa
de simetrie — si anume perpendiculara pe planul bazei care trece prin centrul bazei.

O sectiune axiald a unuia dintre corpurile rotunde studiate se obtine prin intersectia acestuia cu un plan care
ii contine Tnaltimea.

In figurile 22-24 sunt evidentiate cate dou& sectiuni axiale ale unui con circular drept, ale unui cilindru circular
drept si ale unui trunchi de con circular drept. Axa de simetrie este desenata cu rosu.

DI
v 7
A A’ [0) ' Br
CI
= = A% B
C C
Figura 22 Figura 23 Figura 24
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Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Fie piramida regulata VABCD, cu muchia bazei AB = 4 cm. Daca aria sectiunii sale axiale
este de 8\/§ cm?, calculati lungimea muchiei laterale a piramidei (Figura 25).
Rezolvare

ABCD este un patrat, deci BD=AB\2 =42 cm. A, =%=8\/§ cm?, asadar

VO =26 cm. In triunghiul VOB (<VOB = 90°), VB =VO? + 0B = 4+/2 cm. Figura 25

2. Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’, avand fata ADD'A’ un patrat cu latura
AA’ =6 cm (Figura 26). Notam cu O’ centrul fetei A’B'C’'D’. Stiind ca triunghiul AO'C este
echilateral, determinati lungimea diagonalei AC'.

D ; c

1 AN
A ',’ - B’
:" \‘\

Rezolvare
Triunghiul AO'C este inclus in sectiunea diagonala ACC'A’, care este un drept-
unghi. Rezultd ca <A’A0' = <A’AC - <0O'AC=90° - 60°=30°. Din triunghiul AA'O’, D SC

A (o

cu <AA’0'=90°, obtinem tg 30°=':—:,, asadar AC'=2-A'0'=4+/3 cm. In concluzie, A B

Figura 26
AC'=vAA? + A'C™ =221 cm. &

3. Fie un cilindru circular drept, cu centrele bazelor O si O/, si fie sectiunile sale axiale ABB'A’ si CDD'C’, astfel

incat A, B, C si D sunt pe baza de jos a acestuia (Figura 27). Daca AA'=2 cm si AB' = 2.5 cm, aflati:
a. raza bazei cilindrului;

b. masura unghiului BOC, stiind ca punctele O, B, C si O’ sunt varfurile unei piramide regulate.

Rezolvare
1 1 = = D
a. OA=E-AB=E-\/AB —AA” =2 cm. As 07 B

b. Avem OO’ 1 (ABC). Deoarece baza unei piramide triunghiulare regulate este un cl .
triunghi echilateral, iar triunghiurile OO’B si OO'C sunt dreptunghice in O, rezulta !
ca niciunul dintre ele nu poate fi baza acestei piramide. Daca triunghiul OBC ar
fi baza piramidei regulate O'OBC, atunci inaltimea din O’ a piramidei ar trebui sa
treaca prin centrul fetei opuse, si nu prin varful O al fetei BCO, asa cum se intam- Figura 27
pla de fapt. Asadar, pentru ca piramida cu varfurile in O, B, C si O’ sa fie regulata,

e necesar ca baza acesteia sa fie triunghiul O'BC. Triunghiurile OO'B si OO'C sunt congruente (C.C.), indife-
rent de pozitia planului (CDD"), deci triunghiul O'BC este intotdeauna isoscel. Triunghiul O'BC este echilateral
daca si numai daca AOBC = AOBO' (L.L.L.), adica daca si numai daca <BOC = <B0OO’ = 90°.

Probleme propuse

. Priviti sala de clasa ca pe un paralelipiped dreptunghic si dati exemple de plane perpendiculare.

2. Folosind carti pentru a reprezenta in spatiu planele, construiti un contraexemplu prin care sa aratati ca urma-
toarea propozitie este falsa: ,Dacd a. Lysip Ly, atuncia || B.”.

3. In piramida patrulatera regulata VABCD, cu AC N BD = {0}, VO =8 cm si AC=12 cm. Aratati ca:
a. perimetrul patratului ABCD este egal cu 242 cm; b. (VBD) L (ABC); c. A, =48cm%

4. n piramida triunghiulara regulata VABC, punctul M este mijlocul muchiei BC, iar punctul T apartine muchiei VA.
Fie E € (ABC) astfelincat TE L (ABC) si AH L VM, H e VM. Aratati ca:

a. (VAM) L (ABC); b. TE = (VAM); c. AH L (VBC).

5. Un suport de creioane de forma unui cilindru circular drept are perimetrul sectiunii axiale de
40 cm. Lungimea generatoarei sale este de 3 ori mai mare decéat raza bazei. Daca punem n
suport un creion lung de 15 cm, putem fi siguri ca, oricum l-am aseza, ramane un capat in afara
suportului?

6. Fie piramida patrulatera regulata VABCD a carei sectiune diagonala este un triunghi echilateral
cu latura de 6 cm. Determinati perimetrul bazei si aratati ca (VAC) L (ABC), respectiv (VAC) L (VBD).
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10.

11.

12.

13.

4

. In prisma dreaptd ABCA'B'C’ cu baza triunghiul echilateral ABC, AB=12cm si A’A=6cm. Fie punctul M
mijlocul muchiei BC. Aratati ca:

a. (A'AM) L (ABC); b. (A'BC) L (A'AM); c. d(A (A'BC))=343 cm.

. In prisma dreaptd ABCDEFA'B'C'D'E'F', baza ABCDEF este hexagon regulat, cu AB=AA’=6 cm. Determi-
nati ariile sectiunilor diagonale care contin muchia AA".

. Un trunchi de con circular drept are aria sectiunii axiale egala cu 180 cm?, inéltimea de 9 cm, iar R=4 - r.
Determinati lungimea generatoarei, precum si a generatoarei conului din care provine trunchiul.

Intr-un con circular drept raza bazei si in&ltimea au lungimile egale cu 4 cm, respectiv 3 cm. Sectiunile axiale
VAB si VDC sunt incluse n plane perpendiculare. Determinati ariile triunghiurilor VAB si VBC.

Aratati ca diagonalele A'C, AC', B'D si BD' ale trunchiului de piramida patrulatera regulata ABCDA'B'C'D’ sunt:
a. congruente; b. concurente.

Fie trunchiul de piramida patrulaterd regulatd ABCDA'B'C'D’, in care punctul O este centrul bazei mari, O’ este
centrul bazei mici, iar Q este punctul de intersectie al diagonalelor sale. Stiind ca AB=8cm, A’/B'=4 cm si

00' =42 cm, determinati:
a. aria sectiunii diagonale; b. lungimea diagonalei AC'; c. lungimea segmentului OQ.

Fie prisma dreaptd ABCDA'B'C'D', cu baza patratul ABCD, AC nBD = {0}, AB=8+2 cm si D'D=8+3 cm.
Determinati:

a. aria triunghiului D'AC;
b. distanta de la punctul D la planul (D'AC);

c. aria maxima, respectiv aria minima a unei sectiuni axiale.

Autoevaluare

1.

In trunchiul de con circular drept de sectiune axiald ABB'A’, AB=12 cm, A'B'= 6 cm si indltimea 0’0 = 4 cm.
Determinati:

a. aria sectiunii ABB'A’; b. lungimea generatoarei; c. Tnaltimea conului din care provine trunchiul. (3p)

. Fie piramida hexagonala regulata VABCDEF, cu VA=2+/39 cmsi AB= 6~/3 cm. Sumaariilor sectiunilor diagonale

ale piramidei care contin muchia VA este egala cu:
a. (72+90\/§) cm?; b. (90+72\/§) cm? c. 117 cm? d. 162 cm?. (3p)
Alegeti litera corespunzatoare raspunsului corect.

. Fie ABCDA'B'C’D’ un cub cu AB =8 cm. Aratati ca:

83
3

a. aria sectiunii diagonale este 64+/2 cm?; b. (A’'BD) L (A’AC); c. d(A (A'BD))=——cm. (3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 30 de minute.
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Lectia 12: Proiectii pe un plan. Unghiul dintre o dreapta
siun plan

Cuvinte-cheie
proiectii ale unor puncte pe un plan proiectii ale unor segmente pe un plan
proiectii ale unor drepte pe un plan unghiul dintre o dreapta si un plan

In practicd, geometriain spatiu nu este utild doarn arhitecturg, cisitn majo-
ritatea domeniilor tehnice. Piesele folosite Tn constructia de masini sunt for-
mate prin suprapunerea unor corpuri geometrice simple — prisme, piramide,
trunchiuri de piramida, cilindri, conuri, trunchiuri de con, sfere. in etapa de
proiectare a pieselor, a masinilor intregi sau a cladirilor, se folosesc proiectiile
acestora pe anumite plane. Pentru ca imaginile plane obtinute sa arate ca
in realitate, se efectueaza proiectii ortogonale pe un triedru tridreptunghic
(adica pe trei plane perpendiculare doud cate doud) ale obiectului care
se reprezintd. In desenul tehnic se folosesc, de reguld: vederea din fatd
(proiectia principald) a obiectului, care este proiectia acestuia pe planul ver-
tical, vederea de sus, adica proiectia sa pe planul orizontal inferior, si vederea
din stdnga, aceasta fiind proiectia pe planul lateral din dreapta. La proiectarea Proiectii ale unui automobil
autovehiculelor se mai folosesc si alte tipuri de proiectii.

12.1. Proiectii pe un plan

De retinut @

Definitie. Proiectia ortogonald a unui punct pe un plan este punctul in care perpendicu-
lara prin acel punct pe plan intersecteaza planul.

Notam A’ = pr_A si citim: A’ este proiectia ortogonala a punctului A pe planul a.

Daca A ¢ a, atunci proiectia ortogonala a punctului A pe planul a (pe scurt, proiectia lui A
pe o) este piciorul A" al perpendicularei construite din A pe planul a (Figura 1). Asadar, daca Figura 1
A’ =pr A, atunci d(A, a) = AA'.

Proiectia B’ a unui punct B e a este chiar B (Figura 1). In acest caz, d(B, o) = 0.

Definitie. Dacad M este o multime de puncte din spatiu, proiectia multimii M pe planul o este multimea
formata din proiectiile tuturor punctelor sale pe planul a.

Notam: M'ngt'pra./\/l.

Teorema 1. Proiectia unei drepte pe un plan este o dreapta sau un punct. M 5/d
Demonstratie. Fie dreaptad siplanul a. Daca d este inclusain planul a, atunci proiectia /'\/D/«/'
sa pe a coincide cu ea Tnsasi. Daca d este perpendiculara pe a, atunci proiectia sa pe plan B/
se reduce la punctul de intersectie dintre d si a. )

Consideram cazul Tn care dreapta d nu este inclusa in planul a si nici nu este per- / /
pendiculard pe acesta (Figura 2). Alegem doud puncte distincte A si B ale dreptei d. /faoA'C M B
Fie A’ si B’ proiectiile acestor puncte pe planul a. Dreptele AA’ si BB’ fiind perpendicu- Figura 2
lare pe a, sunt paralele, deci determina un plan. Fie p = (AA’, BB’). Punctele A’ si B’ se
gasesc in ambele plane, in consecinta a n B =A'B'. Ardtam ca proiectia dreptei d pe planul a este dreapta A'B'.
FieMedsiM =pr,Me a. Cum MM L a, rezultd ca MM’ || AA’, deci M’ € (M, AA") = B. Asadar, M’ este pe dreapta
de intersectie a planelor a si B, adica M’ € A'B'. Cu alte cuvinte, pr,d c A'B'.

Reciproc, fie C € A'B'. In planul B, construim paralela prin C la AA’ si notam cu D punctul ei de intersectie cu
dreapta d. Deoarece CD || AA’, rezultd ca CD L a, deci C = pr D. Astfel, am aratat ca orice punct al dreptei A'B’ este
proiectia unui punct al dreptei d pe planul a, deci A'B' < pr,_d.

In concluzie, pr,d=A'B'.



Observatii

1. Planul B din demonstratia anterioara se numeste planul proiectant al dreptei d. Acest plan contine dreapta d si
este perpendicular pe planul o pe care proiectam dreapta d.

2. Vom folosi notatia pr,AB in toate situatiile, indiferent daca AB este o dreaptd, o semidreapta sau un segment,
facand, la nevoie, precizarile necesare.

Metoda

Proiectia dreptei d pe planul o se determina astfel:
a. Dacd dreapta d este inclusa in planul o, atunci pr d =d.

- . . . . . . A
b. Daca d L a, atunci proiectia lui d pe a coincide cu punctul O de /'.“/?/

intersectie dintre dreapta d si planul a. :

d/
§ . .. o T g
. Daca dreapta d nu este inclusa in planul a si nici nu este perpen- Lo :
c p p oS perp Z /?q(gr/g / Z 0 - /

diculara pe acesta, alegem doua puncte distincte A si B ale drep-

tei d si determinam proiectiile A’ si B’ ale acestor puncte pe planul a. Figura 3 Figura 4

Proiectia dreptei d pe planul a este dreapta A'B’. Avem situatiile:

1. Dacd d || o, atuncipr,d=g, cu g |l d (cain Figura 3). Justificati!

2. Daca d nu este perpendiculara pe planul a, dar il intersecteaza in punctul O, atunci dreapta d si proiectia sa g
pe planul a sunt concurente in O (ca Tn Figura 4). Justificati!

De retinut

Cu acelasi rationament ca in demonstratia Teoremei 1, se arata urmatoarea proprietate: A

P1. Dacd A si B sunt puncte distincte, astfel Tncat segmentul AB nu este perpendicular /
pe planul a, iar A’ si B’ sunt proiectiile lor pe planul a, atunci proiectia segmentului AB pe / %%4' /
planul o este segmentul A'B'. a 770

Daca segmentul AB este perpendicular pe planul o, atunci proiectia sa pe plan se reduce /B
la un punct. Figura 5

Observatie. Capetele segmentului AB pot fi de aceeasi parte a planului o sau de o parte si de alta a acestuia,
cain Figura 5.

Exemplu D G ¢
In cubul ABCDA'B'C'D'’ (Figura 6), cu O si O’ centrele fetelor ABCD si A'B'C'D': T B
* PrgecyAA" = BB, deoarece AB L (BCC') i A'B' L (BCC"); R
© PraceAB={B}, fiindcaAB L (BCC); |
* PliggoyAB = BO, CACI Prggp)A = O $i Prigg)B = B; D,
* PrggpyA'C=0'0, pentru ca prggp A = 0" Si prgg,,C=0. PR |

....

Figura 6

12.2. Unghiul dintre o dreapta si un plan

Investigatie B

 Lucrati Tmpreund cu colegul de bancd, avand la dispozitie 15 minute.

Veti realiza configuratia din Figura 7, in care dreapta care ne intereseaza,

secanta la planul foii de hartie, este ipotenuza AB a triunghiului AOB.

« Veti compara unghiurile pe care le face AB cu dreptele planului, cautandu-1
pe cel cu masura cea mai mica.
« Urmariti planul de mai jos. Figura 7

1. Desenati pe o coala A4 mai multe drepte, concurente Tntr-un punct A.

2. Primul dintre dintre voi (in ordine alfabeticd) va tine doud echere identice — ca’in Figura 8, astfel incat muchia
comuna OB a echerelor sa fie perpendiculara pe planul foii de héartie, iar cateta OA a unuia dintre ele sé fie pe
una dintre dreptele desenate mai Thainte.

3. Cel de-al doilea dintre voi va pune un raportor cu centrul in punctul A si cu partea sa liniara pe una dintre
dreptele de pe foaie. Apoi va masura unghiul format de acea dreapta cu ipotenuza AB a echerului verde.

4. Schimbatirolurile de mai multe orisirepetati pasii 2 si 3, notand toate rezultatele. Apoi masurati unghiul < OAB.
Care dintre unghiurile masurate de voi are masura cea mai mica?
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De retinut

Folosind considerente de geometrie plana, se poate demonstra urmatoarea proprie- d
tate importanta: B/

P2. Daca dreapta d intersecteaza planul o in punctul A si nu este perpendiculara
pe acest plan, iar dreapta g este proiectia pe planul a a dreptei d, atunci, ori- A é f g
h

cum am alege o dreapta h din planul o, avem x(d, g) < «(d, h), can Figura 8. B’
Definitie. Spunem ca unghiul format de dreapta d si planul o, pe care nu este = /"'
perpendiculara, este unghiul dintre dreapta d si proiectia acesteia pe planul c. Figura 8

Notam: <(d, o) = %(d, ), unde g =pr d.

Observatii

1. Daca dreapta d este continuta in planul a, atunci coincide cu proiectia sa pe plan, deci «(d, o) = %(d, d) = 0°.

2. Daca d || o, atunci dreapta d este paralela cu proiectia sa pe plan, deci <(d, o) = «(d, g) = 0°.

3. Dacad L «a, atunci toate unghiurile pe care le formeaza dreapta d cu drepte oarecare ale planului a sunt de 90°;
in consecinta, spunem ca <(d, oc)dif'90°.

4. Unghiul dintre dreapta d si planul a este unghiul cu masura cea mai mica dintre toate unghiurile pe care le for-
meaza dreapta d cu dreptele planului a.

5. Pentru orice dreapta d si orice plan a, are loc relatia: 0° < «(d, o) < 90°.

6. In raport cu un plan o, o dreapta d poate fi orizontald daca <(d, o)) = 0°, verticald daca «(d, o) = 90°, respectiv
oblica daca 0° < «(d, o) < 90°.

De retinut

Teorema (lungimea proiectiei unui segment pe un plan). Daca dreapta AB este oblica,
iar A’ si B’ sunt proiectiile punctelor A si B pe planul a, atunci A'B' = AB - cos(<}t(AB, a)).

Demonstratie. Daca punctele A si B nu suntin planul o, dar sunt de aceeasi parte a acestuia, A/ ic
iar AA' < BB’ (cazul AA’ > BB’ este analog), notam cu O punctul de intersectie al dreptei AB cu n : :
planul o, ca in Figura 9. Asa cum am vazut Tn metoda de constructie a proiectiei unei drepte / o/ B /
pe un plan, prezentata Tn sectiunea 12.1, punctele O, A’ si B’ sunt coliniare. Fie punctul C € BB, A’
cu AC|| OB'. Rezulta ca <BAC=<«BOB' (unghiuri corespondente), deci ¥BAC=<x(AB, ). Figura 9
Cum ACB’A’ este dreptunghi, deci AC=A'B’, din triunghiul ABC (<ACB = 90°) obtinem concluzia.

Aratati ca si pentru celelalte pozitii ale punctelor A si B obtinem acelasi rezultat.

Observatie. Cu notatiile dinteoremad, daca segmentul AB este inclusin o sau este paralel cu o, atunci A'B' = AB.
Daca segmentul este perpendicular pe a, atunci A’B’ = 0.
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Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. In piramida patrulatera regulata VABCD, VO este inaltimea piramidei, iar punctul M este
mijlocul muchiei BC (Figura 10). Stiind ca VO = 103 cm siAB= 1042 cm, determinati:
a. masura unghiului format de dreapta VA cu planul (ABC);
b. masura unghiului format de dreapta VA cu planul (VBD);

c. tangenta unghiului format de dreapta VM cu planul (ABC).

Demonstratie -
a. Intrucat VO este Tniltimea piramidei, rezultd cd pry .,V =0, iar cum A e (ABC), A - B
proiectia segmentului VA pe planul (ABC) este segmentul OA, deci «(VA, (ABC))= Figura 10

= %(VA, prgeVA) = +(VA, OA) = <VAO.
Cum ABCD este patrat, rezultd cd AC =AB+2 =20 cm, de unde OA =10 cm, deoarece O este intersectia
diagonalelor patratului. Cum VO L (ABC) si OA < (ABC), rezulta ca VO L OA, deci triunghiul VAO este

vo _10

dreptunghic in O. Ca urmare, tg(xVAO) = i 1\(<§ =+/3, deci +(VA, (ABC)) = <VAO = 60°.



4

b. Deoarece AO 1 VO, AO L BD si VO n BD = {0}, rezulta ca AO L (VBD), deci pr,A = 0. Cum V e (VBD), obtinem
Pryepy VA = VO. Prin urmare, <(VA, (VBD)) = %(VA, pr g, VA) = < (VA, VO) = <AVO = 90° — <VAO = 30°.
c. Deoarece punctul M este mijlocul muchiei BC, rezultd ca OM este linie mijlocie in triunghiul CAB, deci

OM=AB:2="5y2 cm. Obtinem %(VM, (ABC)) = <(VM, pr u,5VM) = <(VM, OM) = <OMV. Cum VO L (ABC) si
OM < (ABC), rezulta ca VO L OM. Din triunghiul dreptunghic VOM obtinem tg(«<OMV) =£: J6.

2. Fie prisma dreapta ABCDEFGH, cu baza ABCD patrat. Notam cu O centrul H G
bazei ABCD (Figura 11). Daci AB=8+2 cm si AE =8 cm, determinati: E 2 0% i/
a. unghiul format de dreapta OG cu planul (ABC); «M
b. lungimea proiectiei segmentului CG pe planul (BDG); 5 AR |
c. lungimea proiectiei segmentului BC pe planul (BDG); Py L -
d. unghiul format de dreapta BC cu planul (BDG). A Figura 113

Rezolvare
Notam a = (BDG).
a. Proiectiile punctelor G si O pe planul (ABC) sunt punctele C, respectiv O, asadar proiectia dreptei OG

AB\2
2

pe planul (ABC) este dreapta OC. Rezultd ca <(OG, (ABC))= «COG. Avem OC = =8 cm=CG, deci

triunghiul COG («C = 90°) este dreptunghic isoscel si %(0G, (ABC)) = «COG = 45°.

b. Fie M proiectia punctului C pe dreapta OG. Triunghiul COG fiind dreptunghic isoscel, avem MG = MO =MC =02—G.

Deoarece BD 1 (OCG) (justificati!), rezultd c& BD L MC. In consecintd, MC este perpendiculara pe dreptele
concurente BD si OG ale planului o, deci MC L a.. Asadar pr,C=M si pr G =G, deci pr,CG = MG. Din triun-

ghiul COG rezultd ci 0G =+/OC? +CG* =8+/2 cm, asadar MG = 4+/2 cm.
c. Avem pr,C=Msipr, B =B, de unde obtinem ca pr,BC = BM. Deoarece BD 1 (OCG), rezulta ca triunghiul OBM

este dreptunghic in O si BM =+/M0? +0B? =4+/6 cm.
d. Deoarece pr,BC = BM, rezultd ca <(BC, o) = <CBM. Din MC 1 a si MB c o, deducem ca <BMC = 90°. In triun-

BM 3

hiul dreptunghic BMC, cos(«CBM)=—=—
g ptung ( ) =

Probleme propuse

1. Segmentul PQ are lungimea de 43 cm si este proiectia segmentului MN pe planul a. Determinati lungimea
segmentului MN in fiecare dintre cazurile:

a. ¥(MN, o) =0°; b. <(MN, a) = 45°; c. <(MN, o) =30°; d. <(MN, o) = 60°.

2. InFigura 12, punctele A si B sunt situate de o parte side alta a planului o, ABn o = {O} A
iar punctele A’ si B' sunt proiectiile punctelor A, respectiv B pe planul a. Aratati ca:

a. punctele A’, O si B' sunt coliniare; b. ﬂzﬂzﬁ. / %’/%'4//
BO BO BB o ‘;/."O
/B

Figura 12

, deci <CBM = 30°.

3. Punctele coliniare A, O, B sunt situate de aceeasi parte a planului o, iar punctele A’, 0’,
respectiv B’ sunt proiectiile acestora pe planul .

a. Aratati ca punctele A’, O', B’ sunt coliniare.

b. Demonstrati ca ﬂ = %
’ A!OI O'B!

4. Triunghiul isoscel ABC are AB =4 cm si baza BC in planul a. Proiectia sa pe planul a este triunghiul dreptun-
ghic BOC, iar distanta de la punctul A la planul o este de 2 cm.
a. Precizati care este unghiul drept al triunghiului BOC.
b. Calculati masura unghiului dintre dreapta AB si planul a.
c. Determinati lungimea proiectiei pe planul . a segmentului AB.




5. Pe planul patratului ABCD se ridica perpendiculara CM, astfel incat AM =12 cm si dreapta AM formeaza un
unghi de 60° cu planul (ABC). Determinati:

a. tg(«(DM,(ABC))); b. cos(%(AD, BM)); c. tg(<«(DM,(ACM))).

6. Unghiul drept AOB are latura OB paralela cu planul a. Punctele A, O, B se proiecteaza pe planul a. in punctele
A’, O, respectiv B'. Aratati ca masura unghiului A’O'B’ este egala cu 90°.

7. Daca ABCDEFGH este un cub, determinati masurile unghiurilor dintre:

a. dreapta EG si planul (ABC); b. dreapta EG si planul (BCG); c. dreapta BG si planul (ACG).

8. Inimaginea alaturata se observa un suport de umbrele care poate fi considerat, schematic, \ ()
ca fiind paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D'. Una dintre umbrele are varful in punc- N h\n ﬂﬂ*n
tul A, se sprijind pe punctul C' si are capatul manerului in punctul M. Daca AB =24 cm, ' % qﬁ
BC=18cm, AA’'=40 cm, iar AM =90 cm, calculati: LR

a. cosinusul unghiului dintre dreapta AC’ si planul (ABC);

b. distanta de la punctul M la planul bazei suportului.

9. ABCDA'B'C'D’ este un trunchi de piramida regulata, cu AB=8cm, A’C'=4\/§ cm si AA’=4 cm. Determinati

lungimile proiectiilor pe planul (ABC) ale urmatoarelor segmente:
a. A'C’; bh. A'A; c. AB'.

10. Fie un trunchi de con circular drept cu sectiunea axiald ABCD, in care AB=16 cm,CD=8cmsi AD= a6 cm.
Pe cercul de centru O al bazei se considera punctul M astfel incat OM L AB. Determinati:
a. lungimea proiectiei segmentului AD pe planul (ABM);
b. aria sectiunii axiale ABCD;
c. unghiul format de dreapta DM cu planul (ABM).

11. In piramida patrulatera regulatd VABCD cu O centrul bazei, muchia AB are lungimea de 6 cm, iar sectiunea
diagonala este triunghi dreptunghic. Determinati:
a. masurile unghiurilor formate de dreapta VA cu planele (ABC), respectiv (VBD);
b. sinusul unghiului format de dreapta VO cu planul (VBC).

12. In tetraedrul regulat ABCD, cu AB =643 cm, punctul M este mijlocul segmentului CD. Determinati:
a. lungimea proiectiilor segmentelor AB si AM pe planul (BCD);
b. lungimea proiectiei segmentului BM pe planul (ACD).

13. Fie ABCA'B'C' o prisma dreaptd, cu baza triunghiul echilateral ABC, punctul G', centrul de greutate al triun-
ghiului A'B'C’, si G, proiectia lui G’ pe planul (ABC). Demonstrati ca punctul G este centrul de greutate al
triunghiului ABC.

Autoevaluare

1. Completati spatiile punctate astfel incat afirmatiile urmatoare sa fie adevarate:
a. Proiectia unei drepte peunplanesteo.............. sauun.............. .
b. Daca un segment este perpendicular pe un plan, lungimea proiectiei sale pe acel planeste.............. .
c. Unghiul dintre o dreapta si un plan cu care este paralelaare...... grade. (Bp)

2. Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’, cu AB=3cm, BC=4cm si AA'=5cm. La fiecare subpunct,
alegeti varianta corecta.

a. Unghiul dintre C'A si (ABC) are masura de: i. 90°; ii. 60°; iii. 45°.
b. Proiectia segmentului BC' pe planul (ABB’) are lungimeade:  i. 5cm; ii. v34cm;  iii. 3cm.
c. Proiectia segmentului A’D’ pe dreapta BC are lungimea de: i. 3cm; ii. 5cm; iii. 4 cm. (3p)

3. Fie piramida patrulatera regulata VABCD, cu O centrul bazei, AB =10 cm si sectiunea diagonala triunghi echila-
teral. Determinati:
a. masura unghiului format de dreapta VA cu planul (ABC);
b. lungimea proiectiei segmentului OB pe planul (VAC);
c. sinusul unghiului format de dreapta VO cu planul (VBC). (3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 30 de minute.
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Lectia 13: Unghi diedru. Unghi plan corespunzator diedrului.
Unghiul a doua plane. Plane perpendiculare

Cuvinte-cheie

unghi diedru unghi plan al unui unghi diedru unghiul a doua plane plane perpendiculare

Marele matematician si fizician Isaac Newton a descoperit, in anul 1672, ca atunci
cand un fascicul de lumina solara traverseaza o prisma transparenta, acesta se des-
compune n razele colorate ale spectrului. Fascinantele culori spectrale — asezate
intotdeauna Tn ordinea ROGVAIV, adica rosu, oranj, galben, verde, albastru, indigo
si violet — se regasesc si in curcubeu, din aceleasi motive, de refractie si dispersie a
luminii.

Prisma opticd este un mediu transparent si omogen (cu indicele de refractie diferit
de cel al exteriorului sau), marginit de doua fete plane, numite dioptre, care formeaza
un unghi diedru (numit unghiul prismei sau unghi de refringentd). Prisma optica des-
compune luminain radiatiile sale componente, care sunt deviate sub unghiuri diferite, in functie de anumite criterii.

Prismele optice se folosesc siTn constructia binoclurilor, a lunetelor, a microscoapelor, a aparatelor de fotogra-
fiat si a altor instrumente optice speciale.

13.1. Unghi diedru

De retinut

Ne reamintim notiunea de semiplan, pe care ati intalnit-o in clasa a V-a. Vom vedea, in cele
ce urmeaza, ca semiplanele sunt pentru plane ceea ce reprezinta semidreptele pentru drepte.

Prisma optica

Definitie. Fie planul o, dreapta d inclusa n acesta si punctul A € a, care nu apartine
dreptei d. Semiplanul inchis determinat de dreapta d si punctul A este multimea tuturor Figura 1
punctelor M din planul a care se afla de aceeasi parte a dreptei d ca si punctul A. Dreapta d
se numeste frontiera semiplanului (Figura 1).

Observatii

1. Dreapta d c o determina doua semiplane ale planului a.. Cu notatiile din Figura 1, o" este multimea tuturor
punctelor planului o care nu se afla in o/, la care se adauga punctele dreptei d. Reuniunea semiplanelor o’ si o
este planul o, iar o’ si o” se numesc semiplane opuse.

!
o] ©

2. Semiplanul deschis determinat de dreapta d si punctul A este multimea punctelor planului o care se afla de
aceeasi parte a dreptei d ca si A. Un punct M apartine acestui semiplan deschis daca segmentul AM nu inter-
secteaza dreapta d.

In continuare, ne vom referi doar la semiplane inchise, adica la semiplane care isi contin frontiera, pe care le
vom numi, pentru simplitate, semiplane.

De retinut

Definitie. Fie semiplanele o’ si B’, care au ca frontiera dreapta d. Reuniunea lor se
numeste unghi diedru. Semiplanele o’ si B’ se numesc fetele diedrului, iar d se nhumeste

muchia diedrului.
Notatie: Unghiul diedru determinat de semiplanele o’ si B’ (ca Tn Figura 2) se noteaza cu l
<(a/, B"). Uneori vom spune, pe scurt, diedrul <(o, B"). Figura 2
Definitie. Spunem ca «(o’, B’) este un unghi diedru nul, daca o’ ='.
% (o, B’) se numeste unghi diedru plat, daca o’ si B’ sunt semiplane opuse.
Un unghi diedru «(a, B'), care nu este nici nul si nici plat, se numeste unghi diedru propriu.




13.2. Unghi plan corespunzator diedrului

Fie unghiul diedru propriu <(o/, B’) si punctele distincte O si O' pe muchia d a die-
drului. Construim, Tn semiplanul o/, semidreptele OA si O'A’, perpendiculare pe d, si in
semiplanul B’, semidreptele OB si O'B’, perpendiculare pe d (ca in Figura 3). Observam
ca unghiurile AOB si A’O'B’ au laturile respectiv paralele si in acelasi semiplan de fron-
tiera d. In consecintd, indiferent de alegerea punctelor O si O’ pe dreapta d, rezulta c
XAOB = <A'O'B'. Acest lucru justifica definitia urmatoare. Figura 3

De retinut

Definitie. Fie unghiul diedru propriu <(a, B) si punctul O pe muchia d a diedrului. Daca semidreptele OA c o’
si OB c B’ sunt perpendiculare pe dreapta d, atunci *AOB se numeste unghi plan al unghiului diedru <(a', B’).
Observatie. Toate unghiurile plane ale unui diedru propriu au aceeasi masura.

Definitii. Masura unghiului diedru propriu <(a', ') este egala cu masura oricaruia dintre unghiurile plane
corespunzatoare acestuia.

Masura oricarui unghi diedru nul este de 0°, iar masura oricarui unghi diedru plat este de 180°.

Un unghi diedru se numeste drept daca are masura de 90°. Spunem ca fetele unui unghi diedru drept sunt
perpendiculare.

Notatie: Cain geometria pland, masura unui unghi diedru se noteaza: % (o, ') = <AOB.

Metoda

Pentru a afla masura unghiului diedru <« (a’, B'), procedam astfel:
1. Alegem un punct O, de pe muchia d a diedrului.

2. Pe una dintre fetele diedrului (de exemplu, pe o) identificam (sau construim) o semidreapta OA 1 d.
3. Pe cealalta fata a diedrului (B") identificam (sau construim) o semidreapta OB L d.
4.Dina’'nPB'=d,0ed,0ALd,0Aco'siOB Ld,OBcp,deducem ca «(a, ') = <AOB.

Observatii

a. Masura unui unghi diedru nu depinde de alegerea punctului de pe muchia sa prin care construim perpen-
dicularele pe aceasta in cele doua semiplane.

b. Cu notatiile precedente, deoarece d L OA, d L OB, iar dreptele OA si OB sunt concurente, rezultd ca d L (OAB).

Mate practica

George face planorism si studiaza caracteristicile avioa-
nelor. A aflat ca planul aripilor unei aeronave n repaus nu “Planul aripilor
este paralel cu cel al solului, ci face un unghi diedru — mic, B: Unghi de elevatie =
dar vizibil - cu planul orizontal. Cauta pe internet o estimare  ¢: Unghi de nclinare
a unghiului plan al acestui unghi diedru si descopera imagi-  ¢: Unghi de adancime
nea aldturata.

Din aceasta reprezentare deduce c3, atunci cand un avion
este Tn zbor, intervin mai multe unghiuri plane ale unor
unghiuri diedre, iar masurile acestora sunt determinante
pentru siguranta si calitatea zborului.

Linia terestra-

A
Y

Exemplu

Fie prisma dreapta ABCDA'B'C'D’, cu baza patratul ABCD de centru O, AB =342 cm
si AA’=3 cm (Figura 4). Fie o’ si a” semiplanele de frontiera BD care il contin pe C, 4,
respectiv pe A, si B’ semiplanul de frontierd BD care il contine pe C'. Avem:

« «((ABC), (BCC")) = <ABB' = 90°; o (o', B) =45°si «(a”, B') =135°.

Intr-adevér, avem OC = CC’ =3 cm, deci triunghiul OCC’ este dreptunghic isoscel, D,
iardin OC 1. BD, 0C c o/, si OC' 1. BD, OC' — B', obtinem <« (a/, ") = <COC' = 45°. Analog, — prs===——= B
rezultd ca «(a”, B") = <AOC’ = 135°. Cele doua unghiuri diedre au unghiurile plane Figura 4
suplementare.

%
s
Bl
o /’




13.3. Unghiul a doua plane. Plane perpendiculare

Doua plane concurente, a si B, formeaza patru unghiuri diedre (Figura 5). Daca /
printr-un punct O de pe dreapta de intersectie a planelor — care este muchia comuna _%__
a diedrelor — construim, in planele a si B, doud drepte perpendiculare pe aceasta,
atunci cele patru unghiuri formate (care sunt opuse la varf, doud cate doud) sunt p,~
chiar unghiurile plane ale diedrelor.

Figura 5

De retinut
Definitie. Daca planele a si B sunt concurente, spunem ca masura unghiului lor este egala cu cea mai mica
dintre masurile celor patru unghiuri diedre formate de acestea
Daca planele a si B sunt paralele sau coincid, spunem ca unghiul dintre acestea este de 0°
Observatie. Masura unghiului a doud plane este de cel mult 90°.
Teorema. Daca dreapta d este intersectia planelor a si B, iar planul y este astfel
incat d Ly, atunci <(a, B) = (g, h), unde g si h sunt dreptele de intersectie dintre
planele a siy, respectiv p siy. :
Demonstratie. Deoarece d Ly si g, hcy (Figura 6), rezultd ca d L g si dLh.

Ambele unghiuri nefiind obtuze, obtinem <« (a, B) = %(g, h).

Mate practica

Rares isi da seama ca daca pune un caiet ,,in picioare”, ca Tn imaginea alaturata, foile acestuia
devin tot atatea plane perpendiculare pe planul mesei. Intr-adevar, fiecare fila contine cotorul,
care poate fi asimilat cu o dreapta perpendiculara pe tablia mesei. Rares realizeaza ca toate
unghiurile mici dintre file sunt unghiuri diedre. De asemenea, observa si unghiul diedru format
de o coperta cu planul mesei.

Prin definitie, doua plane sunt perpendiculare daca unul dintre plane contine o dreapta perpendiculara pe
celalalt. Urmatoarea caracterizare a planelor perpendiculare este foarte folositoare in probleme.

iar dreptele a si d ale planului o sunt concurente, rezulta ca b L a si, cum b < B, rezulta Figura 7
caolp.
<" Daca o L B, aratam ca x(a, B) = 90°. Din definitia planelor perpendiculare, rezulta ca exista dreapta a c a
astfelincat a L B.
Notam cu O punctul de intersectie al dreptelor a si d si construim, in planul B, dreapta b care trece prin O si este
perpendiculara pe d. Deoarece a | B, iar b, d c B, rezultd cda L b sia L d. Dreptele a si b fiind perpendiculare in O
pe dreapta de intersectie a planelor a si B, rezulta ca «(a, B) = %(a, b) = 90°.

De retinut
Teorema. Douad plane sunt perpendiculare daca si numai daca unghiul lor diedru B
este de 90°. e
Demonstratie. Fie planele a si, a caror intersectie este dreapta d (Figura 7). e ]
,—=" Daca <(a, B) =90°, aratam ca o L p.
Alegem dreptele ac a si b B, care se intersecteaza Tn punctul O al dreptei d,
astfel Incat a L d si b L d. Atunci, <(a, B) = «<(a, b) =90°, deci b L a. Deoarece b L d,

Exemplu
In prismadreaptd ABCA'B'C’, cu baza triunghiul echilateral ABC, reprezentatiin Figura8, A 7 ¢
M si M’ sunt mijloacele segmentelor BC si B'C'. Atunci: B
« ¥((ABC), (A'B'C")) = 0°, deoarece (ABC) || (A'B'C");
- %((ABB), (BB'C)) = <ABC = 60°;
- +((BB'CY), (ABC)) = <AMM’ = 90°; At A€
- %((AA'M), (BCC')) = <AMB = 90°. s M
Justificati! Figura 8
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De retinut

Stim c& daca A'B’ este proiectia segmentului AB pe planul o, atunci A'B' = AB - cos(<(AB, o).
Ne punem intrebarea care este legatura dintre aria unui poligon si cea a proiectiei sale pe un plan. Raspunsul

este dat de urmatoarea teorema.

Teorema. Daca S este aria unui poligon, iar S’ este aria proiectiei sale pe un plan a, atunci: S'=S - cost,

unde t este masura unghiului dintre planul a si planul poligonului initial.

Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Fie prisma dreapta ABCDA'B'C'D’, cu baza ABCD patrat. Stiind ca AB= 442 cm si AA'= 443 cm, calculati:

a. %((AB'D"), (ABO)); b. <((AB'D), (BB'D")); c. <((AB'D"), (CB'D)).

Rezolvare D:' N C

a. Fie O si O’ centrele bazelor prismei (Figura 9). Deoarece (ABC) || (A’B'C'), rezultda ca A -
+((AB'D"), (ABC)) = <((AB'D"), (A'B'C")). Triunghiul AB'D' fiind isoscel cu baza B'D’,
rezultd ca A0’ L B'D' si,cum A’O’ L B'D', iar B'D’ este dreapta de intersectie a plane-
lor (AB'D") si (A'B'C"), rezulta c& <((AB'D"), (A'B'C")) = <AO'A".

Avem A'O’z#zll cm, iar triunghiul AA'O’ este dreptunghic in A’, asadar G
A&
tg(AO'A") =%= 3, deci <((AB'D"), (ABC)) = <AO'A’ = 60°. FiguEs

b. Deoarece B'D’ este dreapta de intersectie a planelor (AB'D’) si (BB'D’), iar 00" L B'D' si AO' 1. B'D’, rezulta ca
+((AB'D"), (BB'D")) = <A0'0 = 90° — <AO0'A’ = 30°.
c. Analog, deducem ca «((AB'D"), (CB'D")) = <AO'C = 60°.
. Fie trunchiul de piramida patrulatera regulata ABCDA'B'C’'D’, cu AB=10 cm
si A’B'=00"=4 cm, unde O si O’ sunt centrele bazelor acestuia. Calculati
cos(«((BCCY), (ACC))).
Rezolvare
Notam cu M si M mijloacele muchiilor BC, respectiv B'C’ (Figura 10).
Din trapezul dreptunghic OMM'O’ obtinem MM’ =/0'0? +(OM—-0'M')? =5 cm.
Proiectia trapezului BCC'B’ pe planul (ACC') este trapezul OCC'O’, deci
AOCC’O’ _ 2\/5
m T 5 Figura 10

cos(<«((BCC), (ACCh))=

. In piramida patrulatera regulata VABCD, reprezentata in Figura 11, cu AC ~ BD = {0},AB=12cmsi VO = 6+/3 cm,

fie punctul M mijlocul muchiei BC. Determinati masurile unghiurilor dintre:
a. (VBC) si (ABC); b. (VOM) si (VBD); c. (VBC) si (VAD).

Demonstratie

a. Triunghiul VBC este isoscel, deci mediana VM este si inaltime; asadar, VM L BC.
Segmentul OM este linie mijlocie n triunghiul CAB, deci OM || AB, iar cum AB L BC,
rezultd cd OM L BC. Cum (VBC) n (ABC)=BC, VM 1L BC, OM 1 BC, VM < (VBC) si
OM c (ABC), rezultd c& %((VBC), (ABC))= <(VM, OM) = <OMV. In plus, OM=AB :
2=6cm.
Deoarece VO L (ABC) si OM < (ABC), rezulta ca VO L OM, deci triunghiul VOM este

A ‘B
dreptunghic in O. Obtinem tg(<OMV)=OV—Z=\/§, deci ¥OMV=60°. Asadar, Figura 11

+((vBC), (ABC)) = 60°.

b. Deoarece VO L (ABC) si OB c (ABC), rezulta ca VO L OB. Cum (VOM) n (VBD) = VO, OM L VO, OM c (VOM),
si OB L VO, OB  (VBD), rezulta ca «((VOM), (VBD)) = «(OM, OB) = <BOM. Triunghiul BOM este dreptunghic
in M, cu OM = BM = 6 cm, deci este triunghi dreptunghic isoscel. Ca urmare, <BOM = 45°,
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c. Fie OM n AD = {N}. Patrulaterul ABMN este dreptunghi, deci AN = BM. Deducem c& N este mijlocul laturii AD.

Segmentele VM si VN sunt mediane Tn triunghiurile congruente VBC, respectiv VAD, deci VM = VN. Asadar,
triunghiul VMN este isoscel si, avand <OMV = 60°, este echilateral, deci <MVN = 60°.
Deoarece planele (VBC) si (VAD) au in comun punctul V, ele au o dreapta comuna g, care contine punctul V.
Cum BC || AD, BC = (VBC), AD < (VAD) si (VBC) n (VAD) = g, rezulta c& g || BC si g || AD. Deoarece VM L BC si
g || BC, rezultd ca VM L g. Analog VN L g. Asadar (VBC) n (VAD) =g, VM L g, VM = (VBC) si VN L g, VN = (VAD),
de unde reiese ca «((VBC), (VAD)) = <(VM, VN) = <MVN = 60°.

Probleme propuse

1.

10.

11.

12.

In Figura 12, anp=d, AD L d, AD = o, BC L d, BC = B, iar mésura unghiu- o
lui AOB este egald cu 60°. Determinati: A
a. masurile unghiurilor plane COD, AOC si BOD ale diedrelor formate; ! /
b. m&sura unghiului dintre planele a si p. O N BB
. Triunghiul echilateral ABC este inscris Tn cercul bazei unui con circular drept %/
cu varfulin V. Daca O este centrul bazei conului, aflati masura unghiului die-
dru dintre semiplanele determinate de VO, care contin punctul A, respectiv Figura 12
punctul B.
. Pe planul triunghiului echilateral ABC se ridica perpendiculara CD, cu CD = 6 cm. Stiind c& <(AD, (ABC)) = 30°,

calculati tangenta unghiului dintre planele (ABD) si (ABC).
. Triunghiul ABC de arie 18 cm? se proiecteaza pe planul o dupa triunghiul A'B'C’, de arie 9 cm?. Determinati

masura unghiului dintre planele in care sunt incluse cele doua triunghiuri.
A\ '

. Peretele pe care este fereastra camerei de la mansarda a Mariei face cu planul
podelei un unghi de 80°. Se stie ca unghiul dintre planul ferestrei deschise (ca
n imaginea alaturatd) si cel al peretelui pe care e montata aceasta este de 30°.
Determinati masura unghiului dintre planul ferestrei deschise si cel al podelei.

. Fie tetraedrul DABC, astfel incat <ADB = <«ADC = «BDC = 90° si
DA=DB=DC=4cm.

a. Aratati ca (BAD) L (DAC).

b. Calculati cosinusul unghiului dintre planele (ABC) si (BCD).
. Fie cubul ABCDA'B'C'D’, cu AC " BD = {0} si A’'C’' n B'D' = {0'}. Determinati:

a. %((ABC), (ACA)); b. <((ADA), (BB'C')); c. %((ACA"), (BDD")); d. cos(«((BC'D),(BB'D")).
. In prisma dreaptd ABCDA'B'C'D’ cu baza patratul ABCD, AC' =12 cm si <((AC’, (ABC)) = 30°. Determinati:

a. <((ABC), (BCC)); b. tg(<«((ABC"),(ABC)));  c. cos(«((D'AC),(ABC))).

. Fie triunghiul ABC, cu AB=6 cm, AC=BC=5 cm. De aceeasi parte a planului sau se ridica perpendicularele
AA’, BB’ si CC', cu AA’=BB’' =2 cm si CC' = 5 cm. Determinati cosinusul unghiului format de planele (ABC) si
(A'B'C).

In piramida hexagonald regulatd VABCDEF, O este centrul bazei. Stiind cd VA=6413cm si VO=18cm,
determinati:

a. sinusul unghiului format de dreapta VA cu planul (ABC);
b. tangenta unghiului format de planele (VAC) si (ABC);
c. masura unghiului planelor (VAB) si (ABC).

Un con circular drept de sectiune axiala VAB are raza OA = 6 cm siinaltimea VO = 343 cm. Punctul C se afla pe
cercul de centru O astfel incat AC = 6 cm. Determinati masurile unghiurilor dintre:

a. BCsi (VAB); b. (VAC) si (ABC); c. (VBC) si (ABC).

fn piramida patrulatera regulata VABCD, cu AC ~BD = {0}, AB=83cm si VO=4cm, fie punctele M si N
mijloacele muchiilor AB, respectiv CD. Determinati masurile unghiurilor dintre:

a. (VAB) si (ABO); b. (VOM) si (VAC); c. (VAB)si (VDC).
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13. Patratul ABCD si triunghiul echilateral ABE sunt situate in plane diferite. Se stie ca AB =8 cm si ca distanta de
la punctul E la planul ABC este egala cu 443 cm. Determinati masurile unghiurilor dintre:
a. dreptele CD si BE; b. planele (EAB) si (ABC); c. planele (ADE) si (BCE).

14. Fie ABB'A’ sectiunea axiald a unui cilindru circular drept si punctele C si D pe cercul bazei in care AB este
diametru, astfel incat triunghiul ACD este echilateral. Dacd R=8cm si %((A'CD), (ABC)) = 60°, calculati
tangenta unghiului planelor (B'CD) si (ABC).

15. Determinati cosinusul unuia dintre unghiurile diedre determinate de doua fete ale unui tetraedru regulat.

16. Fie tetraedrul ABCD astfel incat triunghiul ABC este echilateral, iar (BCD) L (ABC). Daca AB=12cm, iar
+((ACD), (ABC)) = «((ABD), (ABC)) = 30°, determinati distanta de la punctul D la planul ABC.

17. Fie triunghiul ascutitunghic ABC si planele o, B, y, care trec prin mijloacele segmentelor BC, AC, AB si sunt
perpendiculare pe acestea. Aratati ca:

a. oricum am alege un punct T din planul a,, avem TB = TC;
b. planele o, B si y se intersecteaza dupa o dreapta care este perpendiculara pe planul (ABC);
c. <(B,y)=<A, <(o,y)=<4Bsi<(a, B) = xC.

Autoevaluare
1. Completati spatiile punctate astfel incat afirmatiile urmatoare sa fie adevarate:

a. Un unghi diedru plat are masurade..... grade.

b. Masura unghiului a doua plane paralele este egalacu..... grade.

c. Masura unghiului a doua plane perpendiculare este egalacu..... grade. 3p)
2. Stabiliti daca urmatoarele afirmatii sunt adevarate sau false:

a. Doua plane perpendiculare pe acelasi plan sunt paralele.

b. Doua plane perpendiculare pe acelasi plan sunt concurente.

c. Aria proiectiei unui triunghi pe un plan nu poate fi mai mare decat aria triunghiului initial. (3p)
3 Fie prisma dreapta ABCDA'B'C'D', cu baza patratul ABCD. Stiind cd AB =6 cm si <(A'C, (ABC)) = 45°,

determinati:

a. ¥((A'AC), (ABO)); b. tg(«((A'BD), (ABC))); c. cos(«((D'AC), (ABC))). 3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 30 de minute.
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Lectia 14: Teorema celor trei perpendiculare. Calculul distantei
de la un punct la o dreapta; calculul distantei de la un punct
la un plan; calculul distantei dintre doua plane paralele

Cuvinte-cheie
drepte perpendiculare dreapta perpendiculara pe plan distante teorema reciproca

In proiectarea caselor se foloseste configuratia din teorema celor trei perpen-
diculare, deoarece aceasta asigura stabilitatea edificiului. in imagine, se vede un
acoperis Tn constructie. Daca priviti cu atentie, puteti descoperi mai multe grinzi per-
pendiculare pe planul planseului, numite popi, proptite de cdpriori de lemn oblici.
Un astfel de caprior este perpendicular, la randul lui, pe lemnul (numit cosoroabd) pe
care il intalneste, aflat la marginea acoperisului. Mai mult, scandura orizontala care
uneste popul cu cdpriorul este perpendiculara pe cosoroabad.

De retinut
Teorema celor trei perpendiculare (T31)

Fie dreapta MO perpendiculara pe planul a, cu O € a. Daca dreapta d este
inclusatn planul a si OA L d, cu A e d, atunci MA L d.

Altfel spus: Daci {MO Lo,0ca ,atunci MA L d.
dco,Aed, OALd
Demonstratie. Folosim Figura 1. Din MO La si dca, rezulta ca MO Ld.
Deoarece d este perpendiculara pe dreptele concurente MO si OA, obtinem ca
d L (AOM), deci d este perpendiculara si pe dreapta MA a planului (AOM). Figura 1

Observatii

1. In conditiile si cu notatiile din teorema, daca alegem un punct oarecare N € OM,
cu N = O, deoarece dreptele NO si MO coincid, rezulta ca si NA L d (Figura 2).
Mai mult, planul (AOM) este chiar planul care trece prin A si este perpendicular
pe d, deci (AOM) este reuniunea tuturor dreptelor care trec prin A si sunt per-

pendiculare pe d. }J?af

2. Deoarece MO L a, putem considera ca n configuratia din Figura 1 apar patru
unghiuri drepte: «(d, OA), «(d, MA), <AOM siinca un unghi drept, determinat de
dreapta MO cu o dreapta a planului o, concurenta cu OA.

M

Figura 2

3. Teorema celor trei perpendiculare furnizeaza urmatorul algoritm pentru a construi proiectia unui punct M pe

o dreapta d sau pentru a determina distanta de la punctul M la dreapta d:

Pasul 1. Consideram un plan a, care contine dreapta d si nu contine punctul M.

Pasul 2. Construim perpendiculara MO din punctul M pe planul o, O € o.

Pasul 3. in planul a construim perpendiculara OA pe dreaptad, A  d.

Pasul 4. Conform teoremei celor trei perpendiculare, rezulta ca MA L d, deci pr,M =A si d(M, d) = MA.

Acest algoritm este util in special Tn problemele/configuratiile geometrice Tn care planul determinat de punc-
tul M si de dreapta d este mai dificil de pus in evidenta sau de studiat.

Mo Me M

[ ) [

Start Pasul 1 Pasul 2
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De retinut
Prima reciproca a teoremei celor trei perpendiculare (R1 T31)

Fie dreapta MO perpendiculara pe planul a, cu O € a. Daca dreapta d este M
inclusa in planul a siMA L d, cu A e d, atunci OA Ld.
Altfel spus: Daca {MO lo,0ca ,atunci OA L d. S ;A
dco,Aed MALd o d

Demonstratie. Folosim Figura 3. Din MO La si dca, rezulta ca MO Ld.
Deoarece d este perpendiculara pe dreptele concurente MO si MA, obtinem
d 1 (AOM), deci d este perpendiculara si pe dreapta OA a planului (AOM).

Figura 3

Exemplu

Pe planul triunghiului ABC, dreptunghic in B, se ridica o perpendiculard in A, pe care

se considera un punct V. Aratam ca:

a. triunghiul VBC este dreptunghic;

b. dacad D este un punct Tn planul (ABC) astfelincat VD 1 CD, atunci D apartine cercu-
lui circumscris triunghiului ABC.

Folosim Figura 4.

a. Deoarece VA L (ABC), AB c (ABC), BC = (ABC) si AB L BC, conform teoremei celor
trei perpendiculare, obtinem VB L BC, deci <VBC=90°. Asadar, triunghiul VBC Figura 4
este dreptunghic (in B).

b. Deoarece VA 1 (ADC), AD = (ADC), CD = (ADC) si VD L DC, aplicand prima reciprocd a teoremei celor trei
perpendiculare, deducem c& AD 1 DC, de unde <ADC =90°. Ca urmare, punctul D apartine cercului C de
diametru AC. Intrucat triunghiul ABC este dreptunghic, de ipotenuza AC, cercul C este cercul circumscris
triunghiului ABC.

De retinut
A doua reciproca a teoremei celor trei perpendiculare

Fie planul a si punctele O € a, M ¢ a. Daca dreapta d este inclusa in planul o, iar M
A e d, astfelincat MO L OA, OA L dsi MA 1 d, atunci MO L a.
|0ea,Mea , )‘8—%7\/
Altfel spus: Dacd< y -, aAcd O ed , atunci MO 1 a. < d
MO 1. OA,0A 1. d,MA Ld Figura 5

Demonstratie. Folosim Figura 5. Deoarece d este perpendiculara pe dreptele
concurente MO si OA, obtinem d L (AOM), si, cum MO < (AOM), rezulta ca d L MO. Asadar MO este perpendiculara
pe dreptele concurente OA si d ale planului o, deci MO L a.

Observatie

A doua reciproca a teoremei celor trei perpendiculare furnizeaza urmatorul algoritm pentru a construi perpen-
diculara dintr-un punct M pe un plan o sau pentru a determina distanta de la punctul M la planul a.

Pasul 1. Consideram o dreaptd d inclusa in planul o.

Pasul 2. Construim proiectia P a punctului M pe dreaptad: MP L d, P € d.

Pasul 3. In planul o construim dreapta a, perpendiculara pe d in punctul P.

Pasul 4. Construim proiectia O a punctului M pe dreapta a. Conform celei de-a doua reciproce a teoremei celor
trei perpendiculare, rezulta ca MO L o, deci pr,M =0 si d(M, o) = MO.

Acest algoritm este util in special in problemele/configuratiile geometrice in care planul determinat de punc-
tul M si de dreapta d este mai dificil de pus Tn evidenta sau de studiat.

A\ N
d d
P A

g ) N
[ ) =)L e [

Start Pasul 1 Pasul 2 Pasul 3 Pasul 4




Exemplu

Fie VO inaltimea tetraedrului oarecare VABC si M e BC, astfel incat VM L BC

(Figura 6).

« Deoarece VO L (ABC), VM 1L BC, OM, BC c (ABC), din prima reciproca a teoremei
celor trei perpendiculare, rezulta ca OM 1 BC.

« Cum VO L (ABC) si OMc (ABC), rezulta ca triunghiul VOM este dreptunghic Tn
0. In acest triunghi, construim ON L VM, cu N e VM. Deoarece MN, BC = (VBC),
ON L VM, NM 1 BC si OM L BC, din a doua reciproca a teoremei celor trei perpen-
diculare, obtinem ON L (VBC).

Atentie! Intr-un tetraedru oarecare, punctele A, O si M din Figura 6 nu sunt neapdrat coliniare. Totusi, daca
VABC este tetraedru regulat, punctele A, O, M sunt coliniare. Explicati de ce!

Figura 6

Calculul distantei de la un punct la o dreapta. Calculul distantei de la un punct

la un plan. Calculul distantei dintre doua plane paralele

Consideram configuratia geometrica din Figura 7, in care se da un plan a,
un punct O si o dreaptd d in planul o si punctul A € d. M
Daca suntindeplinite ipotezele suplimentare corespunzatoare, concluzia teore-
mei celor trei perpendiculare, respectiv a fiecareia dintre cele doua reciproce ale
. . . . on . . . )O A
teoremei poate fi exprimata si in termeni de distante, astfel: “ d
- teorema celor trei perpendiculare afirma ca distanta de la punctul M la dreapta d Figura 7

este egald cu MA: d(M, d) = MA;
« prima reciproca a teoremei afirma ca distanta de la punctul O la dreapta d este egala cu OA: d(O, d) = OA;
- a doua reciproca a teoremei afirma ca distanta de la punctul M la planul a este egala cu MO: d(M, o) = MO.

Deducem ca:

a. pentru a calcula distanta de la un punct la o dreapta putem folosi teorema celor trei perpendiculare sau
prima reciproca a teoremei;

b. pentru a calcula distanta de la un punct la un plan putem folosi a doua reciproca a teoremei;

c. pentru a calcula distanta dintre doua plane paralele, putem calcula distanta de la un punct al unuia dintre
plane la celalalt, folosind a doua reciproca a teoremei celor trei perpendiculare.

Activitate independenta

Studiati cele doua probleme rezolvate din paragraful urmator si identificati tehnicile de utilizare a teoremei
celor trei perpendiculare si a celor doua reciproce ale sale pentru calculul distantei de la un punct la o dreapta, de
la un punct la un plan sau a distantei dintre doua plane paralele.

Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’, cu AB=6+/3 cm, BC =6 cm si AA'=313 cm. g%
Daca M= pr,,C (Figura 8), determinati:
a. d(C, BD); b. d(B, (CC'M)); c. d(C, (C'BD)). D AC'
A’ 1]
Rezolvare
a. Din CC' L (ABC), CM L BD si CM, BD < (ABC), folosind teorema celor trei perpendi- A
culare, rezulta ca C'M L BD, deci d(C’, BD)=C'M. Din triunghiul dreptunghic BCD, -
. A To
¥BCD=90°, obtinem BD =12 cm si CM = CBBDCD =343 cm. p 'M/;SB'
Din CC' 1 (ABC) si CM < (ABC) rezulta CC' L CM, deci triunghiul CC'M este dreptunghic Figura 8

in C. Obtinem C'M =+/C'C* + CM? =12 cm. Asadar, d(C’, BD) =12 cm.

b. Cum BB’ & (CC'M), BB' || CC' si CC' = (CC'M), deducem ca BB’ || (CC'M), deci d(B', (CC'M))=d(B, (CC'M)).
Deoarece dreapta BM este perpendiculara pe dreptele concurente CM si C'M, rezulta ca BM L (CC'M), ceea ce
implica d(B, (CC’M)) =BM. In triunghiul BCD, dreptunghic in C, din teorema catetei rezultd ca BC>= BD - BM.
Obtinem BM = 3 cm, deci d(B, (CC'M)) = d(B, (CC'M)) = BM =3 cm.
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c. In triunghiul dreptunghic CC'M construim inaltimea CH, H € MC'. Obtinem CH = CC™-CM _ 339 cm.

C'M 4
Deoarece CH L C'M, CM L BD, C'M L BD, C'M si BD = (C'BD), din reciproca a doua a teoremei celor trei per-
pendiculare rezultd ca CH L (C'BD), deci d(C, (C'BD))=CH = 3\':’9 cm.

2. In piramida patrulater4 regulatd VABCD, M este proiectia punctului V pe BC, AC N BD= {0}, OH L VM, H € VM,
si OM N AD = {E}. Planul (TAD) este paralel cu planul (VBC) (Figura 9). Stiind ca VA = AB =12 cm, determinati:
a. d(0, BC); b. d(0, (VBC)); c. d(E, (VBC)); d. d(A, (VBC)); e. d((TAD), (VBQ)).
Rezolvare
a. Deoarece VABCD este piramida regulata si {O} = AC n BD, punctul O este

centrul patratului ABCD, deci VO este inaltimea piramidei. Din VO L (ABC),

VM L BC, OM < (ABC) si BC = (ABC), aplicand prima reciproca a teoremei

celor trei perpendiculare, rezulta ca OM L BC, deci d(O, BC) = OM.

Cum VB =VC=BCsi VM L BC, rezulta ca segmentul VM este si mediana n

triunghiulechilateral VBC, deci M este mijloculsegmentului BC. Deducem ca

OM este linie mijlocie Tn triunghiul CAB, deci d(O, BC)=OM=AB: 2 =6 cm.
b. Deoarece VO L (ABC) si OMc (ABC), rezulta VO L OM. Aplicand teo- Figura 9

rema lui Pitagora Tn triunghiul VOM, obtinem VO =6+/2 cm. Cum OH L VM, rezulti ci OH este fnaltime Tn

triunghiul VOM, deci OH=VO-OM:VM =2\/€ cm. Deoarece OH L VM, VM 1 BC, OM 1 BC, VM c (VBC) si
BC < (VBC), aplicand a doua reciproca a teoremei celor trei perpendiculare, rezulta ca OH L (VBC) si atunci

d(0,(VBC))=0H =26 cm.

c. Cum OM L BC, OM nAD = {E} si AD || BC, rezultd cad OE L AD. Asadar, OM = OE, deci O este mijlocul seg-
mentului ME. In triunghiul VEM, fie EF || OH, cu F € VM. Segmentul OH este linie mijlocie Tn triunghiul EFM;

in consecinta, EF =2.0H =46 cm. Deoarece EF || OH si OH L (VBC), rezulta ca EF 1 (VBC). Prin urmare,
d(E,(VBC))=EF =46 cm.

d. Cum AD & (VBC), AD || BC, BC = (VBC), rezultd ca AD || (VBC), deci d(A, (VBC))=d(E, (VBC)) =46 cm.

e. Deoarece planele (TAD) si (VBC) sunt paralele, iar A e (TAD), rezulté ca d((TAD), (VBC))=d(A, (VBC)):A\/g cm.

Figura 10 Figura 11 Figura 12

2. Punctul O este centrul patratului ABCD. Stiind ca VO L (ABC), VO =8 cm si AB =12 cm, calculati:
a. d(V, DC); b. d(0, (VDQC)); c. d(B, (VDO)).

3. Pe planul dreptunghiului ABCD, cu AB=8+/3 cm si AD =8 cm, se ridica perpendiculara VA, cu VA=8cm.
a. Aratati ca CD L (VAD) si ca %(VD, (ABC)) = 45°.
b. Determinati d(V, BD), d(A, (VBD)) si masura unghiului dintre planele (VBC) si (ABC).

4. De aceeasi parte a planului rombului MNPQ se ridica perpendicularele AM si BP, astfel incat AM=BP =6 cm.
Stiind c& MN =4+/3 cm, ¥NMQ = 60°, iar MP ~ NQ = {0}, determinati:

a. d(A, ON); b. <((AQN), (MNP)); c. d(M, (AQN)); d. <((AQN), (BON)).
5. Fie VABC o piramida triunghiulara regulata cu inaltimea VO = 43 cm si AB =24 cm. Determinati:
a. ctg(VA, (ABC));  b. d(V, BC); c. d(0, (VBO)); d. <((VBC), (ABC)).
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6. In cubul ABCDA'B'C'D’, cu AC'=12+/3 cm, AC ~ BD = {0},CH 1. C'0,H € C'0. Prin punctul C construim planul o
paralel cu planul (C'BD). Determinati:

a. d(C', BD); b. tg((C'BD), (ABC)); c. d(o, (C'BD)); d. d(A, (C'BD)). N

7. In Figura 13 este reprezentatd o platforma in forma de patrat ABCD, cu centrul
in O si cu latura de 18 m. Segmentul NO reprezinta o antena de telefonie mobila
amplasata perpendicular pe planul patratului ABCD. Antena este ancorata cu
patru cabluri: NA, NC, ME si MF, unde M, E si F sunt mijloacele segmentelor NO,
AD, respectiv BC. Cablul MF face cu planul patratului ABCD un unghi de 45°.

a. CalculatiTnaltimea antenei NO.
b. Determinati <((MEF), (NAC)) si distanta de la punctul B la dreapta ME. Figura 13

8. In conul circular drept cu sectiunea axiald VAB, punctul O este centrul bazei, VO = 4 cm si OA = 6 cm. Punctul
C apartine cercului bazei, astfel incat <ABC = 30°. Notam cu M mijlocul coardei BC. Determinati:

a. d(V, BO); b. d(0, (VBC)); c. ctg(AC, VM); d. d(A, (VBC)).

9. Fie trunchiul de piramida patrulatera regulata ABCDA'B'C'D’ cu AB=18cm, A'B'=12cm, A'A=35 cm,
0, O’ centrul bazei mari, respectiv centrul bazei mici a trunchiului. Fie V varful piramidei din care provine trun-
chiul, M mijlocul laturii AD si M’ punctul de intersectie dintre VM si A'D’. Determinati:

a. VO; b. M'M; c. d(0, (ADAY); d. +((ADA", (ABQ)).

10. ABB'A’ i CDD'C’ sunt doua sectiuni axiale ale unui cilindru circular drept, O si O’ sunt centrele bazelor aces-
tuia, 00’ =3 cm. Daca A, B, C, D e C (0, OA), iar OA =6 cm si %((ABB"), (CDD")) = 60°, determinati:

a. d(0', AC); b. <((0'AC), (ABC)); c. d(0, (0'AC)); d. d(B, (ACC)).

11. In tetraedrul ABCD, punctele E, F, G sunt proiectiile punctului A pe muchiile BC, CD, respectiv BD,
iar I = preepA. Stiind ca punctul A este egal departat de laturile triunghiului BCD, aratati ca:

a. IE 1 BC; b. <BCI= <DCI; c. I este centrul cerculuiTnscris in ABCD.
12. Fie tetraedrul VABC, cu VA L (ABC) si VB L BC, in care M = pr A si N = pr.A. Aratati ca:
a. AB 1 BC; b. AM L (VBC); c. MN L VC; d. VN-VC=VM- VB.

13. Patrulaterul ABCD este dreptunghi, iar VA L (ABC). Fie M, N si P proiectiile punctului A pe dreptele VB, VC,
respectiv VD. Aratati ca:

a. MN L VC; b. (AMN) L VC; c. punctele A, M, N, P sunt coplanare.
14. Fie piramida VABC, cu <AVB = <AVC = <BVC =90°. Fie M = pr,.V, E=pr,,V si H=pr,,V. Aratati ca:
a. AM L BC; b. VH 1 (ABC); c. HE L AB; d. CE L AB;
e. punctul H este ortocentrul triunghiului ABC; £ A2 = A2 + AL + Al
Autoevaluare

1. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’, punctul O este centrul bazei ABCD. Stabiliti daca urmatoarele
afirmatii sunt adevarate sau false:

a. AC L (BDB'); b. A'B 1 BC; c. AAO L BD. 3p)

2. In tetraedrul ABCD, cu AB 1. CD, AC L BD, notam cu H proiectia punctului A pe planul (BCD). Stiind ca H se afla
in interiorul triunghiului BCD, aratati ca:

a. CD 1L (ABH); b. H este ortocentrul triunghiului BCD; c. AD 1 BC. (3p)
3. Fie piramida patrulatera regulata VABCD, cu punctul O centrul bazei, VO =643 cm siAB=12 cm. Fie M=pr,.0

si H = pr,,,0. Determinati:

a. VM; b. d(O, (VBC)); c. d(H, VC). (3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 30 de minute.
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%}b Recapitulare si evaluare
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Elemente ale geometriei in spatiu

1. VABCD este o piramida patrulatera regulata, iar

O este centrul bazei ABCD. Stabiliti daca urmatoa-
rele afirmatii sunt adevarate sau false:

a. O e (VCD); b. O e (VBD);
c. D e (ABC); d. AD = (VBD);
e. ACc (ABD); f. VD < (VOB);

g ACn (VBD)={B};
i. ADN(ABC)={A};
k. (VOC) N (VAD) = VA;

h. AC (VBD)={0};
j. (VOC) n (ABC) = AC;
L. (VBC) N (VAD) = {V}.

. ABCDA'B'C'D’ este un paralelipiped dreptunghic.

Completati spatiile punctate, astfel incat afirmatiile
obtinute sa fie adevarate:

O muchie paraleld cuAD este ...... .

. O muchie concurenta cuAD este ... ... .

O muchie necoplanara cuAD este...... .

. Ofata paraleldcuADeste...... .

O fata perpendiculara pe AD este . ... .. .

O muchie paralela cu (ADD) este ... ... .

O muchie perpendiculard pe (ADD) este. .. ... .
. O fata paralela cu (ADD") este.. ..... .

O fata perpendiculara pe (ADD") este.... ... .

ST RO Q0T W

. ABCDMNPQ este un cub, iar O este centrul bazei

ABCD. Asociati fiecaruia dintre unghiurile de mai
jos acea litera A, B, ..., F care indica masura sa:
a. <(BP, MO); b. <(BP, MN);
c. ¥(BP, AQ); d. «(BP, CQ);
e. <(BP, 00); f. «(BP, (ABQ));
g <(BP, (CDM)); h. <(BP, (BDN));
i. <(BP, (ADM)); i. %((ABP), (ABD));
k. %((ABP), (NBC)); L. %((ABP), (NCD)).
A. 0% B. 30°; C. 45°;
D. 60° E. 90°; F. alt raspuns.

. ABCD este un tetraedru regulat cu muchiade 12 cm,

iar M si N sunt mijloacele muchiilor AC, respectiv AD.
Asociati fiecareia dintre distantele de mai jos acea
litera A, B, ..., F care indica valoarea sa:

a. d(D, M); b. d(A, CD);

c. d(N, BD); d. d(N, BC);

e. d(A, (BCD)); f. d(N, (ABC));

g. d(N, (MBD)); h. d(MN, CD);

i. d(MN, (BCD)).

A. 6\/5 cm;
D. 2\/5 cm;

C. 6\/§ cm;
F. alt raspuns.

B. 3\/5 cm;
E. 4\/3 cm;

. Un con circular drept are raza R=6 cm si gene-

ratoarea g=12 cm. Completati spatiile punctate,
astfel incat afirmatiile obtinute sa fie adevarate.

a. Perimetrul sectiunii axiale este.. .. ... cm.

b. Aria bazei conuluieste...... cm?,

c. Aria unei sectiuni paralele cu planul bazei, care
trece prin mijloculinaltimii conului, este. .. . .. cm?.

d. Lungimea naltimii conului este....... cm.

e. Unghiul sectorului de disc ce reprezinta desfa-
surarea suprafetei laterale a conului are masura
de...... °.

. ABCD este un patrat cu latura de +/3 cm. De aceeasi

parte a planului (ABCD) se ridica perpendicularele
AM, BN, CP si DQ pe plan, cu AM=BN=3cm si
CP=DQ =1 cm. Completati spatiile punctate, astfel
incat afirmatiile obtinute sa fie adevarate.
. <(MD, (ABQC))=...... °;
. <(AC, BDQ))=...... °;
+((ADM), (BCD)) =....... °
. <((ACP), (BDQ))=...... °
+((ABM), (CDM))=....... °;
+((ABP), (CDP))=...... °;
<((MNQ), (BCP))=...... °
. d(P, (ABM))=...... cm;
d(A, (BDQ))=...... cm;
d((ADQ), (BCP))=...... cm;
- PrugoMP=...... cm;
L PropgB@=-..... cm.

XT oS 020 T

. ABCDA'B'C'D'’ este o prisma dreapta cu baza patrat,

cu muchia bazei AB=4+2 cm si muchia laterala

AA’ =4 cm (Figura 1).
D’ c’

AT : B"""

Figura 1 A B

a. Calculati aria sectiunii diagonale BDD'B'.

b. Aratati ca planele (AB'D’) si (C'BD) sunt paralele.

c. Demonstrati ca planele (A'BD) si (C'BD) sunt
perpendiculare.

. VABC este o piramida triunghiulara regulata

(Figura 2). Punctul O este centrul bazei ABC, M

si N sunt mijloacele muchiilor AB, respectiv BC,

iar S si T sunt proiectiile lui O pe VM, respectiv VN.

SestiecaOM=12cmsi VM=20cm.

a. Aratatica VO=16 cm.

b. Demonstrati ca dreptele MN si VB sunt perpen-
diculare.

c. Determinati lungimea proiectiei segmentului ST
pe planul (ABC).

Figura 2



9. ABCD este un tetraedru regulat (Figura 3). Punctele P si Q se afla pe muchia AB, astfel incat triunghiul PCD s&
aiba cel mai mic perimetru posibil, iar triunghiul QCD sa aiba cea mai mica arie posibila.

10.

11.

Testul 1

1.

Fisa de observare sistematica a activitatii si a comportamentului elevilor
» Am fost preocupat(d) sa aflu lucruri noi despre metodele de rezolvare a problemelor.
» Participarea mea la orele de matematica a fost apreciata de colegi si de profesor.

a. Demonstrati ca PC=PD si QC = QD.

b. Aratati ca dreapta AB este perpendiculara pe pla-
nul (PCD).

c. Demonstrati ca punctele P si Q coincid.

Triunghiul VAB este o sectiune axiala a unui con circular
drept, cu raza de 6 cm si Tnaltimea de 4 cm (Figura 4).
Punctul O este centrul bazei, E este mijlocul segmentu-
lui OB, iar C, D € C(0, 6 cm) sunt astfel incat £ € CD si
CD 1 AB.

a. Determinati masura unghiului format de dreptele VE si CD.

b. Determinati distanta de la punctul O la planul (VCD).
c. Calculati aria triunghiului VCD.

Fie Osi O’ centrele bazelor unuicilindru circular drept cu raza de 7 cm siinaltimea
de 2 cm (Figura 5). ABB'A’ este o sectiune axiald a cilindrului, C € C(O, 7 cm)
si C' e C(0', 7 cm) sunt astfel incat A'CBC’ este patrat, iar M este mijlocul seg-
mentului BC. Planul (OO’M) intersecteaza dreapta A'C’' in M'.

a. Aratati ca unghiurile ABC si B'A’C’ sunt congruente.
b. Demonstrati ca M’ este mijlocul segmentului A'C'.

c. Demonstrati ca latura patratului are lungimea de 10 cm.

ABCDA'B'C'D' este un cub cu muchia de 4cm. 1.
Completati spatiile punctate, astfel incat afir-
matiile obtinute sa fie adevarate:

a. <(AA, BD)=...... °

b. <(A’AB, (A'/AQ))=...... °;
c.dC,BD)=...... cm;

d. d(C, (BDD')=...... cm;
e. PrgppAA =...... cm

ABCD este un tetraedru regulat, O este centrul
fetei BCD, iar M si N sunt mijloacele muchiilor AB, 2.
respectiv CD.

a. Realizati o figura corespunzatoare.

b. Demonstrati ca (ABN) L (BCD).

c. Ardtati ca MO { (ACD).

d. Daca {P} = A0 n MN, aratati cd MP = PN.

ocazional

niciodata

Testul 2

4

A

B

c
Figura 3

Figura 5

ABCA'B'C’ este o prisma dreapta cu baza triunghi
echilateral. Toate muchiile prismeiau 6 cm. Com-
pletati spatiile punctate, astfel Tncat afirmatiile
obtinute sa fie adevarate.

a. ¥(AA,BC)=...... °
b. <((ABB), (BCC))=...... °
c. dA,BC)=...... cm;
d. d((A, (ABB))=...... cm;
e PrgeeA'B=...... cm.

VABCD este o piramida patrulatera regulata, cu
toate muchiile egale. M este mijlocul muchiei VA,
iar O si Q sunt centrele fetelor ABCD, respectiv VCD.

a. Realizati o figura corespunzatoare.

b. Aratati ca OM || (VCD).

c. Demonstrati ca 0Q L (VCD).

d. Aratati ca triunghiul OMQ este dreptunghic.

Tntotdeauna

frecvent
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Arii si volume ale unor
corpuri geometrice

Lectial Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul
: corpurilor geometrice studiate (determinare prin calcul)
i Prisma dreapta: arii si volum
Lectia 2 P ,
H Piramida regulata: arii si volum
Lectia 3
H Trunchiul de piramida regulata: arii si volum
Lectia 4
H Cilindrul circular drept: arii si volum
Lectia 5
Lectia 6
Lectia 7
= 1 — R S —
Proiect
Recapitulare

si evaluare



Determinarea ariei unui corp ne este utila atunci
cand dorim sa stim de cat material avem nevoie
pentru a acoperi acel corp; de exemplu, de cate
placute din sticla speciala a fost nevoie pentru

a acoperi sfera cu un diametru de 22 de metri
care face parte din monumentul Bayterek, din
Kazahstan. Sfera isi schimba culoarea in functie
de lumina solara si reprezinta oul de aur al pasarii
magice Samruk.

Aflarea volumului unui obiect ne ajuta sa
determinam cantitatea necesara pentru a umple
acel obiect, ca, de exemplu, cantitatea de apa
care poate umple un acvariu.




Lectia 1: Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul
corpurilor geometrice studiate (determinare prin calcul)

Cuvinte-cheie

distante unghiuri corpuri geometrice strategii de rezolvare a problemelor

In inginerie, pentru modelarea 3D, programele de proiectare asistati (CAD) folo-
sesc masuratori precise de distante si unghiuri intre fetele corpurilor pentru a crea
piese sau structuri complexe.

Unghiurile dintre segmentele bratului unui robot trebuie calculate pentru ca acesta
sa poata atinge anumite puncte in spatiu, iar masurarea distantelor si a unghiurilor
dintre obstacole este esentiala pentru a elabora algoritmii de navigatie, care calcu-
leaza traseele robotului in spatiul tridimensional.
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1.1. Determinarea distantelor pe fetele sauininteriorul corpurilor geometrice studiate

De retinut

1. In cele ce urmeaza, facem o scurta recapitulare a principalelor metode prin care putem identifica diverse tipuri
de distante in spatiu:

A. A B.
M
a
0; A
ol
B M C
AABC, AB = AC e
¢ d(A, BC) =AM MO La,MONnoa=10 _

MeBC,BM:MC}: : ) aca, OALla,A e{a} = @b, @) = i

M ’ M
X\P
>”P< >/a
(0] . O A

(04 _— a
MO o = {0} MO o=
a,bca,anb={P}=dM,a)=MO GCG»OAlaAea iy d(0, (M, @))=0
MO 1La, MO Lb MO L OA
OP 1L MA, P € MA
E. a A F. @
A
o
Af
A B
B
alla allp
A € a (arbitrar) f = d(a, o) = d(A, o) = AA’ A € a (arbitrar) - = d(a, B) = d(A, B) = AB
praA =A’ procA =B



2. Pentru calculul distantelor, vom folosi metodele fnvatate in clasa a VII-a:

« cu teorema lui Pitagora ntr-un triunghi dreptunghic, se poate afla lungimea unei laturi stiindu-le pe celelalte
doug;

« lungimea Tnaltimii unui triunghi se poate determina exprimand in doua moduri aria acestuia;

« rapoartele lungimilor laturilor a doua triunghiuri asemenea permit calculul lungimii unui segment ca termen
necunoscut al unei proportii;

« folosirea valorilor functiilor trigonometrice ale unor unghiuri cunoscute permite aflarea lungimilor unor seg-
mente;

« prin rezolvarea unei ecuatii se poate determina lungimea unui segment.

3. Intr-o problema in care se cere determinarea unei anumite distante, vom parcurge doua etape:
@ « identificarea segmentului a carui lungime este distanta respectiva;
« calculul lungimii acestui segment.

Problemele rezolvate prezinta cateva exemple tipice de determinare a unor distante pe fetele sau in interiorul
unor corpuri geometrice studiate. Puteti exersa apoi deprinderile dobandite, rezolvand problemele propuse
in finalul lectiei.

Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative 1

1. Fie ABCA’B'C’ o prisma triunghiulara regulata, cu muchia bazei AB=6 cm si muchia lateralda AA’=9cm
(vezi Figura 1). Determinati distantele de la punctul A la:

a. punctul C; b. punctul C’; c. dreapta BB'; d. dreapta BC; e. dreapta A'B;
f. dreapta B'C/; g. planul (A’C'C); h. planul (BCC); i. planul (A’'BC).
Rezolvare A c
a. Triunghiul ABC fiind echilateral, avem AC = AB. Astfel, d(A, C) = AC =6 cm. o]
b. Triunghiul ACC’ este dreptunghic in C si, folosind teorema lui Pitagora, obtinem B
d(A,C")=AC'=313 cm.
c. Cum AB 1 BB, inseamna ca d(A, BB') =AB=6 cm.
d. Distanta de la A la BC este egald cu Tnaltimea triunghiului echilateral ABC: A\ ’\‘P
) 2o L W [
d(A,BC) = @ = 3\/§ cm. TNy
2 M
e. Distanta de la A la A'B este egala cu Tnaltimea corespunzatoare ipotenuzei in triun- B
CAA N Figura 1
ghiul dreptunghic ABA": d(A, A'B) = AB-AA = E cm.

A'B 13

f. Fie M" mijlocul muchiei B'C’. Avem AA" L (A’'B'C'), A’'M’' L B'C’', A’'M’, B'C’ = (A'B'C’) si, conform teoremei celor trei
perpendiculare, rezulti ci AM’ L B'C'. Astfel, d(A, B'C') = AM’ =y AA? + AM"? =63 cm.

g. Evident, punctul A apartine planului (A’C'C), asadar d(A, (A'C'C)) = 0.

h. Fie M mijlocul muchiei BC. Din BB’ L (ABC) obtinem BB’ L. AM. In plus, AM L BC si dreptele BB’ si BC sunt
concurente, prin urmare AM L (BCC)). Rezulta ca d(A, (BCC"))=AM =33 cm,

i. Construim AP L A'M, cu P e A'M. Triunghiul BCA’ este isoscel cu baza BC, de unde deducem ca A'M 1 BC.
Avem: AP L A'M, A’'M 1 BC, AM 1 BC, cu A'M, BC c (A’BC); din a doua reciproca a teoremei celor trei per-
pendiculare, obtinem AP L (A’'BC). Segmentul AP este inaltime in triunghiul dreptunghic A’AM. Astfel,
d(A, (A'Bc)):AP:MZE cm

A'M 2
2. Se considera un con circular drept cu raza R = 5 cm si generatoarea G = 13 cm. Triunghiul isoscel VAB de baza AB
este o sectiune axiald a sa, iar C este un punct pe cercul bazei, astfel incat masura arcului AC este de doud ori

mai mare decat masura arcului BC (vezi Figura 2).
a. Calculati distanta de la varful conului la planul bazei.

b. Determinati distanta de la punctul B la dreapta VA.
c. Aflati distanta de la punctul B la planul (VAC).
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. Seconsidera piramidatriunghiulara regulata VABC, cu muchia bazei AB = 6 cm

Rezolvare

a. Distanta de la V la planul bazei este VO, indltimea conului. Din G* = R? + h?
obtinem d(V, (ABC)) =h =12 cm.

b. Fie B’ proiectia punctului B pe dreapta VA. Exprimam in doua moduri aria triun-

VO-AB BB'-VA VO-AB _120

- VA 13

c. Consideram punctele: M — mijlocul segmentului AC, P — proiectia punc-

ghiului VAB: A ,; =

. Obtinem d(B,VA)=BB' =

tului O pe dreapta VM, Q — proiectia punctului B pe dreapta AP. Triunghiu-
rile VAC si OAC sunt isoscele, de baza AC; atunci AC L VM, AC L OM si, cum
VM si OM sunt concurente, rezultd c& AC L (VOM). In particular, AC L OP. Figura 2

Avem si OP L VM, iar VM si AC sunt concurente, prin urmare OP L (VAC).

In planul (ABP), BQ si OP sunt perpendiculare pe dreapta AP, deci sunt paralele. Deducem ca BQ L (VAC).
Folosind reciproca teoremei liniei mijlocii n triunghiul ABQ (sau asemanarea triunghiurilor AOP si ABQ) obti-

nem BQ=20P=2%. Din ipoteza problemei, arcul BC are masura de 60°, deci BA/Z\C=%-B/E=3O°.

Triunghiul dreptunghic MOA are OAM = 30°, OMA =90°, prin urmare OM =%OA =g cm. Cu teorema lui Pitagora

in triunghiul VOM gasim VM = V6ol cm. In concluzie, d(B, (VAC)) =BQ = LA cm.
2 J601

simuchia laterala VA= 342 cm (vezi Figura 3). Pe muchiile VA, AB siAC se con-

sidera punctele Q, S, respectiv T, astfel incat VQ =2 cm, iar AS=AT=4 cm.
a. Aratati ca dreptele ST si BC sunt paralele si aflati distanta dintre ele.

b. Demonstrati ca dreapta ST este paralela cu planul (VBC) si determinati 4
d(ST, (VBO)).

c. Ardtati ca planele (QST) si (VBC) sunt paralele si aflati distanta dintre ele.

Rezolvare Figura 3
a ., AS AT 2 . L e . o
a. Intrucat EZE:? reciproca teoremei lui Thales, aplicata in triunghiul ABC, ne spune ca ST || BC.
. . L . . A0 2 AS . .
Daca O este centrul triunghiului echilateral ABC, atunci Wzgzﬁ' prin urmare SO || BC. Prin S putem

construi o singura paralela la BC, deci O se afla pe segmentul ST. Notam cu M mijlocul muchiei BC; atunci
AM 1 BC si, cum ST || BC, segmentul OM va da distanta dintre dreptele ST si BC, fiind perpendicular pe
ambele. Deducem ca d(ST, BC)=0M =%AM =3 cm.

b. Am vazut ca ST || BC, cu BC c (VBC) si ST « (VBC), prin urmare ST || (VBC).
Pentru a calcula distanta dintre dreapta ST si planul (VBC), este suficient sa determinam distanta de la punc-
tul O e ST la planul (VBC). Fie P proiectia punctului O pe dreapta VM; avem: OP L VM, VM L BC si OM L BC,
cu VM, BC = (VBC). Din a doua reciproca a teoremei celor trei perpendiculare, rezulta ca OP L (VBC), asadar

d(0, (VBC)) = OP. Segmentul OP este inaltime in triunghiul dreptunghic VOM, cu VOM = 90°, deci OP = OV OM .

Se arati ca VO =6 cm, VM =3 cm, prin urmare d(ST,(VBC))=0P = V2 cm.
AQ

c. Deoarece %=W=%, reciproca teoremei lui Thales, aplicata in triunghiul VAB, ne spune ca QS || VB.
Cum VB < (VBC), QS & (VBC), rezulta ca QS || (VBC). De la punctul anterior, stim ca ST || (VBC). Dreptele QS
si ST fiind concurente, determina planul (QST) si, astfel, (QST) || (VBC). Pentru a calcula distanta dintre cele

doua plane, este suficient sa determinam distanta de la punctul O € (QST) la planul (VBC); or, am vazut mai

sus, aceasta este OP = \/5 cm.



1.2. Determinarea masurilor unor unghiuri pe fetele sau in interiorul corpurilor
geometrice studiate

De retinut @

1. Reamintim cum se determina diferitele tipuri de unghiuri formate de drepte si plane:

A.
OA |l a 5 ,
>< 74 08| b :”*(a' b) = min{ +AOH, +A'05}
OAna={0} _
oyl O)}:><(0A, o) = AOA
e OA L o= %(0A, o) =90°
C.

anpB=d,0ed
A0 Ld,AOca = <(a,B)=min{<AOB, 180° - ¥AOB}
BOL1d,BOCB

2. Pentru calculul efectiv al masurilor unor unghiuri, vom folosi metodele Tnvatate in clasele a VI-a si a VII-a:
« gandim unghiul ca pe un unghi al unui triunghi ale carui laturi le putem afla si verificam daca avem de-a face
cu un triunghi special: echilateral, dreptunghic isoscel, dreptunghic cu ipotenuza egala cu dublul unei catete;
- determinam valoarea unei functii trigonometrice a unghiului cautat.

3. Intr-o problema care cere determinarea masurii unui unghi dintre doua plane, vom parcurge dou3 etape:
« identificarea unghiului plan corespunzator unghiului dat;
« determinarea masurii/valorii unei functii trigonometrice a acestui unghi plan.

@ Problemele rezolvate prezinta cateva exemple tipice de determinare a unor masuri de unghiuri pe fetele sau in
interiorul unor corpuri geometrice studiate. Puteti exersa, apoi, deprinderile dobandite, rezolvand problemele
propuse in finalul lectiei.

Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative 2

1. ABCDA'B'C'D' este un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile AB=943 cm, AD=AA" =9 cm. Determinati: g%
a. tg(x(BD', (ABQ))); b. <(AB', CD"); c. cos(«(AB', CB")) (vezi Figura 4).

Rezolvare D c

a. Cum BD' n (ABC) = {B} si prz,D’' =D, rezultd ca pr,.,BD' = BD, asadar
+(BD', (ABC)) = «(BD', BD) = <«D'BD. Evident, triunghiul DD'B este drep- AN -
, A’ x\\ s T '
tunghic in D, astfel ca tg(<«D'BD) = b9 1 N i
DB 18 2° 0 I
Atentie! Masura unghiului <D’BD nu este de 30°. Cateta ce i se opune ~~~~~~~

este egala cu jumatatea celeilalte catete, nu cu jumatatea ipotenuzei. | & D™ N N C

..................

b. Segmentele BC si A'D’ sunt paralele si egale, deci A'BCD' este paralelo- 4
gram. Rezultd ca A'B || D'C, prin urmare <(AB’, CD') = <(AB', A'B) = <AQOA’,
unde {0} =AB’ N A'B. Diagonalele unui dreptunghi sunt egale si se inju-
matatesc, asadar AO=A'0=9 cm = AA'. Astfel, triunghiul OAA’ este echilateral, cu <AOA’ = 60°.

c. Defapt, trebuie determinat unghiul B’ altriunghiului B’/AC. CumAB'=AC=18cm,B'C = N2 cm, triunghiul B’AC
B'C:2 2

AB 4

Figura 4

este isoscel, cu baza B'C. Ducand mediana din A, care este si indltime, obtinem: cos(«AB'C) =
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Atentie! Nu este corect sa spunem: <AB'C = <AB'B + <BB'C = 60° + 45° =105°. Nu putem aduna masurile
unor unghiuri necoplanare!

2. Se considera piramida patrulatera regulata VABCD, cu muchia bazei AB=20 cm. Punctul M este mijlocul
muchiei BC (Figura 5). Stiind ca VM =26 cm, determinati:
a. tg(x(VA, (ABQ))); b. tg(x(VA, (VBD))); c. %(AB, (vBD)).

Rezolvare
Calculam Tnaltimea piramidei; obtinem VO = 24 cm.
a. Cum VA N (ABC) = {A} si priseV = O, rezultd ca pr,,. VA = OA,
deci «(VA, (ABC)) = «(VA, OA) = <VAO.

Din triunghiul dreptunghic VOA, avem: tg(«<VAO) = Vo 24 6\/5.

A0 1042 5

b. Observam ca AO L BD (diagonalele unui patrat sunt perpendiculare) si
AO L VO (pentru ca VO L (ABC) si AO c (ABC)), iar BD n VO = {0}, prin urmare
AO L (VBD), adica pr A =0. Cum VA n (VBD) = {V}, avem pr,, VA = VO, deci

A
(VA (VBD)) = +(VA, VO) = AVO, ar te(«AV0) =20 - 10¥2 _5V2 Figura 5
Vo 24 12

c. Deoarece AB (VBD) = {B} si prys,A=0, deducem ca pr,,AB=0B. Astfel, <(AB, (VBD))=<(AB, OB)=

= XABO = 45° (triunghiul ABD este isoscel, dreptunghic in A).

. VABCD este o piramida patrulatera regulata, cu toate muchiile de lungime 12 cm. Determinati:
a. cos(«(VBC), (ABC))); b. sin(<x(VBC), (VAD)); c. tg(«(VBC), (VAC)).
Rezolvare

Notam cu O centrul bazei ABCD, sicu M, N, P mijloacele muchiilor BC, AD, respectiv VC.

Segmentul VM are lungimea de 6+/3 cm, iar inaltimea este VO = 6+/2 cm (Figura 6).
a.Cum (VBC)n(ABC)=BC, YM1BC (VMc(VBC)), OM1BC (OMc(ABQ)),
inseamna ca «((VBC), (ABC)) = <« VMO. Din triunghiul dreptunghic OMV, obtinem

cos(<VMO)——M 6 \/§
VM 63 3
b. Fie d dreapta care trece prin V si este paralela cu BC si AD; atunci d este copla- A B
nara atat cu BC, cat si cu AD, asadar (VBC) n (VAD) =d. Din VM L BC si BC || d, Figura 6

rezultd ca VM L d si, analog, VN L d.
In aceste conditii, <((VBC), (VAD)) = <(VM, VN) = <MVN.
VO-MN VM-VN-sin(<MVN)

Exprimam in doua moduri aria triunghiului VMN: A, = 5 - 5 ,

VO-MN  6y2-12 22

VM-UN  643-6y3 3

c. BPeste medianain triunghiul echilateral VBC, deciBP 1 VC.InsaBD 1L VC(BD 1. AC,BD 1 VO,AC~ VO ={0}=
= BD 1 (VAC) = BD 1 VC) si BD, BP sunt concurente, prin urmare VC L (PBD), deci VC L OP. Astfel,
+((vBC), (VAC))=<«BPO. Cum BD L (VAC), avem BD L OP si, din triunghiul dreptunghic BOP, obtinem:

0B 6I\/—

tg(«xBPO) = — =
g(xBPO) o

de unde sin(xMVN) =

Probleme propuse

1. Se considera prisma patrulatera regulatda ABCDA'B'C'D’, cu muchia bazei AB=6 cm si muchia laterala
AA’ =9 cm. Pe AA' si CC' se considera punctele M, respectiv N, astfel incat AM =1 cm, iar CN = 7 cm. Calculati:

a. d(D', N); b. d(C, M); c. d(M, N).

2. Dreptunghiul ABB'A’ este o sectiune axiala a unui cilindru circular drept, cu raza R =3 cm si generatoarea
G = 8 cm. Determinati lungimea drumului minim intre punctele A si B’, parcurs:

a. prininteriorul cilindrului; b. pe suprafata cilindrului.
3. Fie ABCD un tetraedru regulat cu muchia de 12 cm. Notam cu M si N mijloacele muchiilor AB, respectiv CD. Aflati:
a. d(A, BO); b. d(M, BC); c. d(M, AN).



10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Se considera piramida triunghiulara regulatd VABC, cu muchia laterald VA=6+2 cm. Se stie ca distanta de la

punctul A la dreapta VB este egala cu 6+/2 cm. Notam cu O centrul bazei ABC. Determinati:
a. d(A, (VBO)); b. d(V, (ABC)); c. d(O, (VBC)).

. ABCDA'B'C'D' este un paralelipiped dreptunghic, cu AB =120 cm, AD =30 cm si AA’ =40 cm. Aflati:

a. d(A, BC); b. d(B, (A'CD)); c. d(B, (AB'C)).

. Se considera piramida patrulatera regulata VABCD, cu Tnaltimea VO = 12 cm. Notam cu N mijlocul muchiei AD.

Stiind ca VN =13 cm, calculati:
a. d(0, (VBO)); b. d(N, (VBO)); c. d(A, (VBC)).

. Se considera piramida patrulatera regulatda VABCD, cu muchia bazei AB=12 cm si Tnaltimea VO=8 cm.

Sectionam piramida cu planul (A’'B'C'D’) paralel cu baza,unde A’ € VA,B' € VB,C' € VC,D’ € VDsiVA'=~/34 cm.
Determinati:

a. d((A'B'C'), (ABO)); b. d(A’, 0); c. d(A'D', BOC).
(La punctele a. si c. demonstrati, in prealabil, paralelismul planelor/dreptelor.)

. Piramida patrulatera regulatd VABCD are muchia bazei AB = 20 cm si inaltimea VO = 24 cm. In interiorul pira-

midei se considera punctele P si Q, astfel incat P este egal departat de varfurile piramidei, iar Q este egal
departat de fetele piramidei. Determinati:

a. d(P, (ABC)); b. d(Q, (ABC)).

. VABCD este o piramida patrulatera regulata, cu muchia bazei AB=18 cm si muchia laterala VA=18 cm.

Notam cu M, N, P si Q mijloacele muchiilor VA, VB, BC, respectiv AD. Aflati masurile unghiurilor:

a. ¥<(AC, VD); b. %(AB, NP); c. <(MQ, NP).
Triunghiul isoscel VAB, cu VA = VB =25 cm si AB =14 cm, este sectiune axiala a unui con circular drept.
a. Aflati tangenta unghiului format de o generatoare cu planul bazei conului.

b. Calculati sinusul unghiului format de generatoarele VA si VB.

Fie ABCA'B'C' o prisma triunghiulara regulata. Determinati masurile unghiurilor:

a. %(AB, CC); b. <«(AB, (BCC")); c. <((ABB"), (ACC)).
Se considera cubul ABCDA'B'C’'D’. Determinati masurile unghiurilor:
a. <(A'D, (BDD"); b. <((A’B'D), (ABC)); c. «((BDD"), (ACC")).

ABCD este un tetraedru regulat, cu muchia de 12 cm. Notam cu M si N mijloacele muchiilor AB, respectiv CD.
Determinati:

a. <(MN, CD); b. «<(MN, BD); c. tg(<(MN, (BCD))).
ABCDEFA'B'C'D'E'F’ este o prisma hexagonala regulata. Determinati masurile unghiurilor:
a. <((ABB), (CFF)); b. «((ABB"), (CDD")); c. «((ACC), (E'CD)).

Se considera trunchiul de piramida patrulatera regulata ABCDA'B'C'D’, cu muchiile bazelor AB:6\/§ cm,
A'B'=32 cm si muchia laterala AA’ = 6 cm. Determinati:
a. <(AA’, CCY; b. d(A, CC); c. tg({((B'BC), (ABC))).
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Lectia 2: Prisma: arii si volum

Cuvinte-cheie

prisma arie laterala arie totala volum

Cand zugravim o camera, trebuie sa putem afla aria acesteia pentru a stabili ce
cantitate de vopsea vom cumpara. Determinarea masei unui corp care nu poate fi
cantarit se poate realiza calculand, mai intai, volumul acestuia.

2.1 Aria laterala si aria totala ale unei prisme drepte

180

Situatie problema

Maria are o coald de hartie cu dimensiunile 30 cm x 21 cm, din care VAR
doreste sa decupeze fetele unui cub cu muchia de 10,25 cm. Ea face E ®

mai multe Tncercari de a desena pe foaie o desfasurare a cubului, insa

nu reuseste. @/ N _/ \
Rares Thcearca s-o0 ajute si o sfatuieste sa nu deseneze o desfasurare, < ®

ci fiecare fata separat, urmand apoi sa foloseasca banda adeziva pentru [ ]

asamblarea cubului. Dar Mariei i raman resturi de hartie din care nu mai o d

poate decupa patrate intregi. Se gandeste, atunci, ca ar putea obtine fetele — e —/

care i lipsesc lipind Tntre ele fasii din aceste resturi. o
George observa ca suma ariilor fetelor cubului ar trebui sa fie egala ®

cu 6-(10,25)2cm? = 630,375 cm?, adica mai mare decét aria colii de \/

hartie, care este egala cu 630 cm?. Astfel, el isi da seama ca Maria si

Rares nu vor reusi niciodata sa obtina cubul dorit.

De retinut @

1. Suma ariilor tuturor fetelor laterale ale unei prisme se numeste aria laterald a prismei si se noteaza A,
Suma ariilor tuturor fetelor unei prisme se numeste aria totald a prismei si se noteaza A,.

2. O prisma dreapta cu baza poligon regulat (prisma regulatd) are ca fete laterale dreptunghiuri congruente.
Notdam cu £ lungimea muchiei bazei si cu h inaltimea prismei drepte (muchia sa laterald). Aria fiecarei fete late-
rale este egald cu £ - h. Daca n este numarul laturilor unei baze, iar P, este perimetrul bazei, obtinem:

Aézn-f-h=735-h.
3. Deoarece bazele unei prisme sunt congruente, notand AB aria unei baze, rezulta ca:
A=A, +2A,

4. Pentru n= 3, n=4, respectiv n=6, obtinem urmatoarele formule pentru calculul ariilor laterala si totala ale
unei prisme drepte cu baza triunghi echilateral, patrat, respectiv hexagon regulat (figurile 1, 2, 3):

FV E!
Al o D o A o o
’ i U r 7 M’
N EoB’ M A % > -
Bl
Al T 1 N e O O PO e <o =y N 5
et E S - © Al ez -,
NOTm ey e 9[>
Figura 1 B Figura2 A Figura 3 B C
Prisma triunghiulara regulata Prisma patrulatera regulata Prisma hexagonala regulata
(baza este triunghi echilateral) (baza este patrat) (baza este hexagon regulat)



Tipul prismei drepte: triunghiulara regulata patrulatera regulata hexagonala regulata
2 2
Aria bazei: A, £43 72 363
4 2
Aria laterald: A, =P, - h 3/h 40 h 6/ h
2
Ariatotala: A,=A4,+2A4 3(h 3 40 h+2/0? 60 h+30%\3
5. Aria totald a paralelipipedului dreptunghic cu dimensiunile L, /, h este
A=2(0+Lh+£h)
6. Aria totald a cubului de muchie / este A=6/0?

2.2. Volumul prismei drepte. Volumul paralelipipedului dreptunghic. Volumul cubului

Mate practica

Volumul unui corp geometric este un numar real pozitiv, care depinde de forma si dimensiunile corpului si care
arata cat loc ocupa in spatiu respectivul corp geometric.
Pentru a percepe notiunea de volum, imaginati-va urmatoarele experimente:

D « Intr-un vas cu apa scufunddm un corp geometric. Apa din
vas urca, Tntrucat corpul introdus ocupa loc, obligand lichidul sa
se ridice. Daca am introduce nu corpul dat, ci un altul, identic cu
el, cresterea nivelului apei ar fi aceeasi.

Corpurile geometrice congruente au acelasi volum.

« Masuram cresterea nivelului apei din vas atunci cand scufun-
dam un anumit corp geometric. Apoi il scoatem, il ,,spargem” in
bucati, pe care le scufundam iarasi in vas. Cresterea nivelului apei
va fi aceeasi ca atunci cand am scufundat corpul intreg.

Volumul unui corp geometric este egal cu suma volumelor
unor corpuri in care el poate fi descompus.

« Putem compara volumele unor corpuri geometrice masurand cresterea nivelului apei din vas atunci cand le
scufundam pe rand.

Altfel, sa ne imaginam ca un corp geometric este ,,gol”, iar In interiorul sau putem turna apa, printr-un orifi-
ciu: un corp are volumul cu atat mai mare, cu cat poate ,,primi” o cantitate mai mare de lichid. In acest fel, daci
stabilim o unitate de volum, vom spune ca volumul corpului este egal cu numarul unitatilor de volum de lichid
care ,,incap” in el.

De retinut @

Definim unitatea de volum ca fiind volumul cubului a carui muchie este egala cu unitatea de lungime.
Astfel, volumul cubului cu muchia de lungime 1 m este 1 m?, volumul cubului cu muchiade 1 cm este 1 cm? etc.
Plecand de la cubul-unitate, pas cu pas, fiecarui corp geometric i se asociaza volumul sau.
Un cub cu latura de 3 cm (Figura 4) se poate descompune Tn
3-3:3=3%=27 cuburi unitate, deci volumul sau este egal cu
27 cm?®.
Un paralelipiped dreptunghic cu latimea de 3 cm, lungimea
de 4 cm si naltimea de 2 cm (Figura 5) se poate descompune Tn
4 - 3 -2=24 cuburi cu muchia de 1 cm, deci volumul sau este de
24 cm®,

Volumul cubului de muchie £ este )V = /3.

Figura 4 Figura 5
Volumul paralelipipedului dreptunghic cu dimensiunile L, /, h
este V=L-/-h.

Volumul prismei (drepte) este V=A, - h.
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Observatie

In Sistemul International al Unitatilor de masura, unitatea pentru lungime este metrul, iar cea pentru volum
este metrul cub (m?). In practica, se folosesc si multiplii si submultiplii metrului cub, precum si unitatile de masura
pentru capacitate (litrul, cu multiplii si submultiplii sai).

Ne reamintim ca un litru corespunde unui decimetru cub: 1 =1 dm?.

Situatie problema

Incape intreaga populatie umand de pe glob intr-un cub cu muchia de
1 km?

Evident, nu se pune problema realizarii efective a acestui experiment.
Intrebarea este insa provocatoare si ne permite sa ne facem o idee despre
cat de mult reprezintd 1 km?.

1 km® fnseamnd 10° m®, iar pe PAmant traiesc aproape 8 - 10° oameni.
Problema revine la a stabili dacad volumul (mediu) al unei persoane Sardine Tnghesuite ntr-o cutie
depaseste sau nu 0,125 m®. Densitatea corpului uman este apropiata de
cea a apei, care este 1000 kg/m?, asadar trebuie sa vedem daca masa (medie a) unei persoane depaseste sau nu
125 kg. Evident, acest lucru nu se Tntampla, deci raspunsul la intrebare este, teoretic, DA (daca ni-i inchipuim pe
oameni stand lipiti unii de altii, ca sardinele intr-o cutie).

Investigatie

Cati copiiincap Tn sala de clasa? Ce cantitate de vopsea
lavabila trebuie cumparata pentru varuirea salii?

Lucrati in echipe formate din cate 4-5 elevi, avand la
dispozitie 20 de minute. impértiti-va sarcinile si urma-
riti planul de mai jos:

1. Cu ajutorul unei rulete, masurati lungimea, latimea
si inaltimea salii de clasa.

2. Conform normelor sanitare, fiecare persoana dintr-o
Tncapere trebuie sa aiba la dispozitie 5-8 m? de aer.
Care este numarul maxim de elevi care pot Tnvata in
sala de clasa?

3. Ajutati o echipa de mesteri care varuieste sala de
clasa (peretii laterali si tavanul) sa stabileasca numarul
necesar de recipiente de vopsea lavabila. Se stie ca:

« trebuie aplicate doua straturi de vopsea;
« cu un litru de vopsea se poate acoperi o suprafata de 12 m? (un singur strat);
« vopseaua se vinde in recipiente de cate 12 litri.

4. Comparati rezultatele gasite de echipa din care faceti parte cu cele obtinute de celelalte echipe.

Activitate independenta

Alcatuiti o fisa de recapitulare a notiunilor teoretice Tnvatate despre prisme, cu urmatoarele repere:
- ce este prisma dreapta/regulata si cum se reprezinta;
- tipurile de prisme cunoscute;
- elementele unei prisme drepte;
desfasurarile principalelor tipuri de prisme studiate;
tipuri de sectiuni intr-o prisma regulata/dreapta;
- determinarea unor distante si masuri de unghiuri pe fetele sau 1n interiorul unei prisme.
Surse de informare: manual (Lectiile 3, 8, 10 si 11 din Unitatea 4, Lectia 1 din Unitatea 5), caietele de notite,
internet etc.



Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Dintr-un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile L =5 cm, £ =4 cm, h = 3 cm se elimina un cub cu muchia de
1 cm. Determinati aria totald a corpului obtinut, Tn fiecare dintre urmatoarele situatii:

a. b. ﬁ

Rezolvare
Aria totald a paralelipipedului dreptunghic, inainte de eliminarea cubului, este 2(L{ + Lh + £h) = 94 cm?.

a. Din suprafata paralelipipedului ,,pierdem” trei patrate de laturd 1. In schimb, scobitura adaugi la suprafata
trei noi patrate de laturd 1 (cele albastre). Astfel, aria totald a corpului obtinut va fi tot 94 cm?.

b. Din suprafata paralelipipedului,,pierdem” dou p&trate de laturd 1. In schimb, scobitura adaugi la suprafata
patru noi patrate de laturd 1 (cele albastre). Astfel, aria totald a corpului obtinut va fi 94 - 2 + 4 =96 cm?.
Aparent paradoxal, eliminand o parte a unui corp, aria sa totald poate creste!

2. Infigurile a si b sunt reprezentate dou& vase in forma de prisma patrulatera regulatd; prin partea lor superioard,
acestea pot fi umplute cu apa. Primul vas (a) are muchia bazei de 5 dm siTnaltimea de 2 dm, iar al doilea (b) are
muchia bazei de 3 dm si inaltimea de 5 dm.

a. b.

a. Care dintre vase credeti ca are volumul mai mare? Convingeti-va, efectuand calculele!
b. Umplem vasul de volum mai mic si apoi turndm apa din el in celdlalt vas. Pana la ce indltime se va ridica apa?

Rezolvare
a. Majoritatea considera, la o prima impresie, ca al doilea vas are volumul mai mare. Acest fapt nu este nsa
adevarat: primul are volumul V, =52 - 2 =50 dm?, in timp ce al doilea are volumul V, =32 - 5 =45 dm®.

b. Cum Y, =110-V1, cand varsam apa din vasul cu volumul mai mic Tn cel mai incapator, apa se va ridica la 110

din Tnaltime, deci pana la 1,8 dm.

Probleme propuse

1. O cutie de chibrituri are forma unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile
L=5cm, /=3,5cmsi h=1cm. Calculati aria totala si volumul cutiei.

2. Un cub are diagonala de lungime 6+/3 cm. Determinati aria totald si volumul cubului.
Sunt egale cele doua marimi?

3. O prisma triunghiulara regulata are muchia bazei de 6 cm si diagonala unei fete
laterale de 10 cm. Calculati aria laterala, aria totala si volumul prismei.

4. O prisma triunghiulara regulata are aria laterald A, =48 cm? si aria totald A, =8(6++/3) cm?. Determinati
volumul prismei.

5. O prisma patrulatera regulata are aria laterald A, = 60 cm? si volumul V= 45 cm?. Aflati aria totala a prismei.




6. Cortul reprezentat in Figura 6 are forma unei prisme triunghiulare regulate. O fata
laterala a cortului este dreptunghiul MNPQ, cu MN =3 m si MQ =2 m. Confec-
tionam toate cele cinci fete ale cortului din panza ignifugd. Stabiliti daca ne ajung
24 m? de panza, stiind ca 10% din materialul folosit se pierde la Tmbinari.

7. O piesa din metal masiv are forma unei prisme patrulatere regulate, cu muchia
bazei de 15 cm si indltimea de 20 cm.

a. Ajung 0,16 m? de folie pentru a impacheta piesa?

Figura 6

b. Calculati masa piesei, stiind ca densitatea metalului din care este fabricata
este de 5000 kg/m?>.

8. Un vas fara capac are forma unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile interioare ale bazei 4 cm x 3 cm
si cu inaltimea (interioard) de 16 cm. Vasul este pe trei sferturi plin cu apa.

a. Putem scufunda complet in apa o tija subtire cu lungimea de 13 cm?
b. Ce arie are portiunea din peretii interiori ai vasului care ramane uscata?

9. O lada are forma unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile bazei 10 dm x 6 dm si inaltimea de 5 dm.
Care este numarul maxim de pachete identice care pot incapea in lada, stiind ca forma fiecarui pachet este:

a. paralelipiped dreptunghic, cu dimensiunile 2dm x 1 dm x 1 dm;
b. cub cu muchia de 15 cm.

10. Interiorul unui vas are forma unei prisme patrulatere regulate, cu latura bazei de 2 dm si Tndltimea de 25 cm.
Cati litri de apa Tncap n vas?

11. Un vas care are forma unei prisme drepte, cu aria bazei de 1 dm?, contine o cantitate de apa. Introducem
n vas cinci cuburi de muchie 2 cm; acestea se scufunda total Tn apg, iar apa nu se revarsa. Cu cati milimetri
urca nivelul apei din vas?

12. Intr-o zi ploioas3, la rubrica Meteo de la radio se anunta c& nivelul masurat al precipitatiilor cizute este de
25 //m?. Cu cati centimetri se ridicd apa intr-o piscind neacoperita?

13. Vopsim fetele unui cub din lemn, consumand 100 ml de vopsea. Apoi tdiem cubul Tn 27 de cubulete egale.
Care este cantitatea de vopsea de care mai avem nevoie pentru a termina de vopsit toate fetele cubuletelor
obtinute?

14. ABCA'B'C’ este o prisma triunghiulara regulatd, cu aria laterald A, = 72 cm?® Masura unghiului format de pla-
nele (A'BC) si (ABC) este de 60°. Determinati volumul prismei.

15. ABCDEFA'B'C'D'E'F' este o prisma hexagonald regulatd, cu volumul V=36 cm® Masura unghiului format
de dreapta A'C cu planul (C'CD) este de 45°. Aflati aria laterala a prismei.

16. Intr-un paralelipiped dreptunghic, aria totald este egald cu jumatate din suma patratelor tuturor muchiilor.
Demonstrati ca paralelipipedul este cub.

Autoevaluare

1. O prisma triunghiulara regulata are muchia bazei 24/3 cm si muchia laterala V3 cm. (3p)
Determinati aria laterald, aria totala si volumul prismei.

2. O piscina paralelipipedica, avand dimensiunile bazei 10 m x 6 m si indltimea de 2 m, se umple (3p)
pe trei sferturi cu apa prin intermediul a zece robinete, fiecare cu debitul de 30 £/min.
Cate ore va dura acesta operatiune?

3. ABCDA'B'C'D' este o prismé patrulatera regulaté, cu AA' = 4+/3 cm si %((A’BD), (C'BD)) = 60°. (3p)
Aflati aria laterala a prismei.

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.
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Lectia 3: Piramida regulata: arii si volum

Cuvinte-cheie

piramida regulata arie laterala arie totala volum

Parafrazandu-l pe Napoleon, putem spune ca din varful Marii Piramide
din Giza ne privesc 43 de secole de istorie. Cei care au construit piramida
nu-si puneau insa problema feluluiin care o vor privi urmasii peste veacuri;
ei erau preocupati de chestiuni concrete: cata piatra este necesard, cum
vor reusi sa o transporte, cum vor aseza piatra strat peste strat. Ajutati de
cunostintele lor matematice, au gasit raspunsuri la toate aceste Intrebari.

Piramida lui Keops

3.1. Aria laterala si aria totala ale unei piramide regulate

Ne reamintim ca o piramida cu baza poligon regulat, in care muchiile laterale sunt congruente, se numeste
piramidd regulatd. in Unitatea 4 am invatat ca:

- fetele laterale ale oricarei piramide regulate sunt triunghiuri isoscele congruente;

- proiectia varfului unei piramide regulate pe planul bazei este centrul cercului circumscris bazei.

De retinut

Definitie. Fiind data o piramida regulata, inaltimea oricareia dintre fetele sale laterale se numeste apotemd
a piramidei regulate.

Apotema piramidei regulate se noteaza, de regula, cu a,.

In figurile 1-3 sunt reprezentate mai multe piramide regulate, cu varful in V si centrul bazei in O, in care M este
mijlocul uneia dintre laturile bazei. Segmentele VO, desenate cu rosu, sunt inaltimi, iar segmentele VM, desenate
cu albastru, sunt apoteme ale acestor piramide.

Figura 1 Figura 2 A Figura 3
Piramida triunghiulara regulata Piramida patrulatera regulata Piramida hexagonala regulata
Observatie

In fiecare dintre figurile 1-3 se evidentiaza doua triunghiuri dreptunghice cu proprietati importante: VOM si VOA.
« In triunghiul VOA: ipotenuza VA este muchia laterald a piramidei, cateta VO este inaltimea piramidei, iar
cateta OA este raza cercului circumscris poligonului regulat de la baza. Din teorema lui Pitagora obtinem:
VA? = VO? + OA.
« Intriunghiul VOM: ipotenuza VM este apotema piramidei, cateta VO este inaltimea piramidei, iar cateta OM este
apotema poligonului regulat de la baza (pe scurt, apotema bazei). Notand VM = a,, VO = h, OM = a,, obtinem:

2 42 2
a, =h" +ag.

De retinut @

1. Suma ariilor fetelor laterale ale unei piramide se numeste aria laterald a piramidei si se noteaza A,
Suma dintre aria bazei si aria laterald a unei piramide se numeste aria totald a piramidei si se noteaza A..

Asadar, A,= A, + A,.
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2. Intr-o piramida regulata, fetele laterale sunt triunghiuri isoscele congruente.
Notam cu 7 lungimea muchiei bazei, cu a, apotema piramidei si cu a, apotema bazei. Daca n este numarul
laturilor bazei, iar P, este perimetrul bazei, obtinem:

— _%_PS'GP. _ 'ﬁ_’]DB'aB. _ _,PB'(aP+aB)
A, =n = ; A, =n o= ; .A,-Aﬂ.AB——Z

2 2 2

3.2. Volumul unei piramide regulate

Situatie problema

Maria are o mare dilema: adora bomboanele de ciocolata si, in acelasi timp, Tsi
doreste sa nu faca excese. Din aceasta cauza, trebuie sa stie mereu cate calorii
contin bomboanele pe care le mananca. Acum are in fatd bomboane primite de la
o prietena care a fost in Japonia; acestea au forma unei jucarii traditionale, numita
Daruma. Nu are un cantar laindemana, dar stie sa aprecieze distantele si, bineinteles,
este nedespartita de telefonul ei. Cum procedeaza pentru a afla cate calorii contine
0 bomboana?

Ea observa ca bomboanele au forma unui tetraedru regulat si apreciaza ca latura Jucérie Daruma
acestuia este de 3 cm, deci poate determina imediat volumul unei bomboane. Cauta
pe internet si afla cd densitatea ciocolatei este de aproximativ 1,5 g/cm?, iar 1 gram de ciocolata contine 5,5 kilo-
calorii. Folosind telefonul drept calculator, Maria afla ca o bomboana contine, cu aproximatie, 26 kilocalorii si
decide sa manance una singura. Refaceti si voi calculele Mariei!

De retinut

-h
Volumul piramidei regulate este V = As .

Investigatie

Cati metri patrati de sticla s-au folosit pentru constructia piramidei din
curtea principala a Muzeului Luvru din Paris? Care este volumul acestei
piramide?

Lucrati in echipe formate din cate 4-5 elevi; aveti la dispozitie 30 de
minute. Impartiti-va sarcinile si urmariti planul de mai jos:

1. Priviti imaginea alaturata, in care este reprezentata piramida de la Luvru.
Observati ca fiecare dintre fetele laterale ale piramidei este compusa din
17 randuri orizontale de romburi, plus un rand de 18 triunghiuri isoscele,
la baza. Atat romburile, cat si triunghiurile sunt fabricate din sticla. Cautati == =
si alte imagini pe internet, Tn care sa puteti observa din diferite unghiuri Piramida din fata Muzeului Luvru
asezarea panourilor din sticla.

2. Un astfel de romb are diagonala ,,verticalda” de 3 m si diagonala ,,orizontald” de 1,9 m. Calculand aria unui romb
si numarand cate romburi sunt pe o fata laterald (tineti cont si de cele 18 triunghiuril), aflati cati metri patrati
de sticla s-au folosit pentru constructia piramidei.

3. Aflati lungimile laturilor si masurile unghiurilor unei fete laterale. Puteti folosi un calculator sau/si tabele de
functii trigonometrice.

4. Calculati inadltimea piramidei si determinati volumul ei.

5. Comparati, intre echipe, rezultatele obtinute. De asemenea, cautati pe internet valorile reale ale laturii bazei si
Tnaltimii piramidei de la Luvru. Sunt rezultatele voastre apropiate de cele adevarate?

De retinut
Tetraedrul

Formula de calcul pentru volumul piramidei regulate este valabila pentru orice tip de piramida. De fapt, se arata
c& o prisma triunghiulard — al cirei volum este A, - h — se descompune in trei tetraedre echivalente (avand acelasi

B'h

volum), unul dintre ele cu aceeasi baza si aceeasi indltime ca ale prismei. De aici, volumul tetraedrului este




Apoi, se observa ca orice piramida se poate descompune in tetraedre disjuncte; toate au un varf in varful
piramidei, iar bazele lor realizeaza o descompunere in triunghiuri a bazei piramidei considerate. Scriem volumul

o - . : Ag-h
piramidei ca suma volumelor tetraedrelor si obtinem ca volumul acesteia este V =—2—,

Putem folosi formula pentru volumul tetraedrului pentru a determina (uneori, mai simplu) distanta de la un
punct la un plan, ca in urmatorul exemplu.

Exemplu D

VABCD este o piramida patrulatera regulatda cu muchia bazei AB=12 cm si
fnaltimea VO = 8 cm. Se cere distanta de la punctul A la planul (VBC).

Fie X = pryscA. Daca folosim metoda pe care o expunem in continuare, nu trebuie
determinata pozitia punctului X pentru a putea afla d(A, (VBC))! Exprimam in doua

1
=§'AX'~AVBC'

moduri volumul tetraedrului VABC: V =%‘VO-.AABC

VO- AABC

VBC
Totusi, unde se afla punctul X? Raspuns: in exteriorul triunghiului VBC, apartindnd paralelei prin B la apo-

tema VM (Figura 4). Justificati!

Deducem cé d(A, (VBC))=AX = =9,6 cm. Figura 4

Activitate independenta

Alcatuiti o fisa de recapitulare a notiunilor teoretice Tnvatate despre piramida, cu urmatoarele repere:

- ce este piramida/piramida regulata si cum se reprezinta;

- tipuri de piramide cunoscute;

- elementele unei piramide regulate;

- desfasurarile principalelor tipuri de piramide regulate studiate;

- sectiuni paralele cu baza si sectiuni diagonale/axiale intr-o piramida regulata;

- modalitati de determinare a unor distante si masuri ale unor unghiuri de pe fetele sau in interiorul unei pira-

mide regulate.

Surse de informare: manual (Lectiile 2, 8, 9 si 11 din Unitatea 4, Lectia 1 din Unitatea 5), caietele de notite,

internet etc.

Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Aratati ca inaltimea h, aria totald A, si volumul )V al tetraedrului regulat de muchie £ sunt date de formulele: g%

3
D h=@; A, =023; =€\/§.
Rezolvare

Consideram tetraedrul regulat ABCD din Figura 5, cu inadltimea AO. Fie M mijlocul
muchiei CD. Deoarece triunghiurile ACD si BCD sunt echilaterale, de latura ¢, obtinem

INE) E\f

BM = AM—— deci OM——BM—
3 6

Cum AO este perpendiculara pe planul (BCD), rezultd cd <AOM =90°, iar din

Figura 5

triunghiul dreptunghic AOM obtinem ca AO = AM* —OM? :g.

. . 1 1 023 e 032
AtunC'A,=4-Aaco=£2\/§"arV:?Asco'h:? 4 3 12

2. VABCD este o piramida patrulatera regulata, pe care o sectionam cu un plan paralel cu baza, ce intersecteaza
muchiile laterale VA, VB, VC, VD in punctele A’, B, C', respectiv D'. Notam k=VV—': s, Al V' - aria lateral,
aria totala si volumul piramidei VA'B'C'D’ si A,, A,, V - aria laterala, aria totald si volumul piramidei VABCD.
Demonstrati ca: A’ .A' e Ve

A A Vv
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Rezolvare

Notam cu O, O’ centrele patratelor ABCD, respectiv A’'B'C'D’, si cu M, M' mijloacele segmentelor BC,
respectiv B'C’, ca in Figura 6. Ne reamintim din lectiile 8 si 10 din Unitatea 4 ca £=m=£=k.

vo VM BC
VM'-B'C' _kVM-kBC _,, VM-BC
2 2

Ao =BC?=(k-BC?=k*+ A,pcp-

Astfel _é — 4'~AVB'C' _ k? 'AVBC e ﬂ _ 'At; +AA’B’C'D’ _ 4k '~'4w3c"'k2 'AABCD

AZ 4"'4VBC AVBC At AZ +AABCD 4"'4VBC+"4ABCD

1

A, . VO

Observatie. Concluzia se pastreaza daca inlocuim piramida patrulatera regulatd VABCD cu o piramida
oarecare. Despre piramida micd, obtinuta in urma sectionarii unei piramide cu un plan paralel cu baza sa,
spunem ca este asemenea cu piramida initiala.

Avem A . = =k*- A, iar

k3.

Figura 6

3. Stalpii care sustin panza unui cort sunt muchiile laterale ale unei piramide hexagonale regulate si au lungimea
de 3,6 m. E ora amiezii si George nu a montat inca panza cortului, deoarece este captivat de peisaj. Observand
cu atentie tot ce il Thconjoara, el constata ca umbra unui stalp are lungimea de 1,8 m. Poate George sa calculeze
aria panzei care formeaza suprafata laterala a cortului?

Rezolvare

Fie VABCDEF piramida hexagonald regulata din problema, cu VA=3,6 m, ca in
Figura 7. Umbra segmentului VA sub razele soarelui la amiaza este proiectia sa pe
planul (ABC); cum VA n (ABC) = {A} si pr s,V = O, unde O este centrul hexagonului
regulat ABCDEF, rezulta ca pr VA = 0OA =1,8 m. Atunci, muchiaﬂ bazei hexagonu-
lui regulat este AB=0A=1,8 m. Fie M mijlocul segmentului AB. In triunghiul isos-

cel VAB, mediana VM este, totodatd, Thaltime si, cu teorema lui Pitagora in triun-

ghiul VAM, obtinem VM =0,9-4/15 m. Suprafata panzei cortului este aria laterald a
VM-AB

piramidei: A, =6- =4,864/15 m* =18,82 m*. Figura 7

Probleme propuse

1. O piramida patrulatera regulata are toate muchiile de lungime 12 cm. Calculati aria totala si volumul piramidei.

2. Sectiunea diagonala a unei piramide patrulatere regulate este un triunghi echilateral cu latura de 12 cm.
Determinati aria laterala si volumul piramidei.

3. Arialaterald a unei piramide patrulatere regulate este de 260 cm?, iar aria sa totala este de 360 cm?. Aflati volu-
mul piramidei.

4. O piramida triunghiulara regulata are apotema de lungime 10 cm si apotema bazei de lungime 6 cm. Aflati aria
laterala si volumul piramidei.

5. Muchia laterala a unei piramide triunghiulare regulate are lungimea de 12 cm si formeaza cu planul bazei un
unghi cu masura de 60°. Determinati volumul piramidei.

6. Distanta dintre centrele a doua fete ale unui tetraedru regulat
este de 2 cm. Aflati aria totala si volumul tetraedrului.

7. Cubul din Figura 8 este descompus in cinci piramide triunghiu-
lare regulate. Determinati volumul fiecareia, stiind ca muchia
cubului este de 3v/2 cm.

8. O cladire are forma unei prisme triunghiulare regulate, avand
deasupra o piramida triunghiulara regulata, ca in Figura 9. Muchia
bazei prismei este de 12 m, inaltimea prismei este de 8 m, Figura 8 Figura 9
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

iar indltimea constructiei este de 10 m. Vopsim Tn rosu intreaga cladire (pereti exteriori si acoperis). Un litru de
vopsea acopera 6 m?/strat si trebuie aplicate doua straturi. Ce cantitate de vopsea trebuie cumparata?

. O foaie de tabla are forma din Figura 10. ABCD este un patrat cu latura de 10 cm, Vs

iar V,A=V,B=V,B=V,C=V,C=V,D=V,D=V,A=13 cm. Indoim tabla dup4 latu-
rile patratului si obtinem o piramida patrulatera regulata VABCD. Determinati aria
totald si volumul piramidei. D 9

Pentru a vopsi o piramida regulata din lemn, am avea nevoie de 300 ml de vop-
sea. Taiem piramida, paralel cu baza sa, trecand prin mijlocul Tnaltimii. Ce canti- V. v
tate de vopsea ar fi necesara pentru a acoperi piramida mica obtinuta? A B

O piramida regulata din lemn cantareste 400 de grame. Taiem piramida para-
lel cu baza sa, trecand prin mijlocul inaltimii. Care este masa piramidei mici

obtinute? v

Irina are o piramida patrulatera regulata din lemn. Fata calculeaza ca, pentru Flgura 10

a vopsi o sectiune paralela cu baza, facuta la doua treimi de varf si o treime de

baza, ar avea nevoie de 20 de grame de vopsea, iar pentru a vopsi o sectiune axiala a piramidei, ar avea nevoie
de aceeasi cantitate. Ti ajung Irinei 125 de grame de vopsea pentru a colora ntreaga suprafata a piramidei?

O fata laterala a unei piramide hexagonale regulate formeaza cu planul bazei un unghi cu masura de 45°.
Aria laterald a piramidei este de 50v6 cm?. Determinati volumul piramidei.

VABCD este o piramida patrulatera regulata, iar P este un punct al muchiei VC astfel incat 2VP = PC. Distantele
de la punctul P la planele (VBD) si (ABC) sunt de 6 cm, respectiv 16 cm. Aflati aria laterala a piramidei.

VABC este o piramida triunghiulara regulata, iar M, N si P sunt puncte pe muchiile VA, VB, respectiv VC, astfel
incat VM =MA, VN =2NB si 3VP=PC. Determinati volumul tetraedrului VMNP, stiind ca volumul piramidei
VABC este 144 cm®.

Autoevaluare

1.

O piramida patrulatera regulata are muchia bazei de 10 cm si inaltimea de 12 cm. (3p)
Completati spatiile punctate pentru a obtine propozitii adevarate.

a. Aria bazei piramidei estede....... cm?.
b. Volumul piramidei estede...... cm’.
c. Aria laterala a piramidei este de ... ... cm?.

. O piesa din metal masiv are forma unei piramide patrulatere regulate, cu muchia bazei de 12 cm (3p)

si muchia laterala de 11 cm. Se topeste piesa, iar din metalul rezultat se fabrica (fara pierderi)
cubulete cu muchia de 0,5 cm. Cate cubulete se obtin?

. VABC este o piramida triunghiulara regulata, iar O este centrul bazei ABC. inéltimea piramidei (Gp)

este de 6 cm, iar distanta de la punctul O la una dintre fetele laterale este de 3 cm.
Determinati aria totala a piramidei.

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.
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Lectia 4: Trunchiul de piramida regulata: arii si volum

Cuvinte-cheie

trunchi de piramida regulata arie laterala arie totala volum

»

Ansamblul monumental Calea Eroilor strabate municipiul Targu Jiu de la raul Jiu pana
spre capatul estical orasului, de la Masa Tdceriila Coloana Infinitului, sieste un omagiu adus
celor care s-au jertfit In Marele Razboi din 1916-1918. Acest ansamblu a fost gandit si rea-
lizat de catre unul dintre cei mai importanti sculptori ai secolului XX — Constantin Brancusi.
Situata Tn mijlocul unui mic parc, Coloana se inaltd, maiestuoasa, pana la inaltimea la
care se ridica si Columna lui Traian din Roma: 100 de picioare romane, peste 29 de metri.
Daca privim cu atentie corpul geometric care se afla la baza realizarii acestei impresionante
opere, observam ca este vorba despre un trunchi de piramida.
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Coloana Infinitului

Ne reamintim ca un trunchi de piramida regulata se obtine prin sectionarea unei piramide regulate cu un plan
paralel cu planul bazei si indepartarea piramidei mici rezultate. in Unitatea 4 am invatat ca:

« bazele unui trunchi de piramida regulata sunt poligoane regulate asemenea;

- dreapta care uneste centrele cercurilor circumscrise celor doua baze este perpendiculara pe planele bazelor;

- fetele laterale ale unui trunchi de piramida regulata sunt trapeze isoscele congruente.

De retinut

Definitie. Inltimea oricareia dintre fetele laterale ale unui trunchi de piramid& regulats se numeste apotemd
a trunchiului.

Apotema trunchiului de piramida se noteaza, de regula, cu a;.

Segmentul care uneste mijloacele bazelor unei fete laterale a trunchiului de piramida este o inaltime a acestei
fete, deci este o apotema a trunchiului.

In figurile 1-3 sunt reprezentate mai multe trunchiuri de piramida regulat, in care O este centrul bazei mari,
iar O’ este centrul bazei mici. Punctele M si M’ sunt mijloacele a doua laturi omoloage ale bazei mari, respectiv
bazei mici. In fiecare figur&, segmentul 00, desenat cu rosu, este inaltime, iar segmentul MM’, desenat cu albas-
tru, este apotema a trunchiului de piramida reprezentat.

Fiecare dintre segmentele OM si O’'M’ uneste centrul unui poligon regulat cu mijlocul unei laturi a poligonului,

deci este apotema a unui poligon regulat. Vom spune ca OM este apotema bazei mari, iar O'M’ este apotema bazei
mici. Notam OM =a,si O'M' = a,.

A’ o C’

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Trunchi de piramida Trunchi de piramida Trunchi de piramida
triunghiulara regulata patrulatera regulata hexagonala regulata
Observatie

In fiecare dintre figurile 1-3 se evidentiaza trei trapeze dreptunghice cu proprietati importante: OAA'O’, OMM'0/
si CMM'C', din care putem obtine relatii utile intre elementele trunchiului de piramida regulata.
« Intrapezul OAA'O": AA’ = m este muchia laterala a trunchiului, OO0’ = h este Tnaltimea trunchiului, OA este raza
cercului circumscris bazei mari, iar O'A’ este raza cercului circumscris bazei mici. Are loc relatia:
m?=h?>+ (0A - O'A")>.
« Intrapezul OMM'O": MM’ = a, este apotema trunchiului de piramida, OO0’ = h este ndltimea trunchiului, OM = a,
este apotema bazei mari, iar O'M’ = a, este apotema bazei mici. Are loc relatia:

@ =h*+(a;-q,).
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« IntrapezulcMM'C': MM’ = a, este apotema trunchiului de piramida, CC’' = m este muchia laterala a trunchiului,
iar CM si C'M'’ au lungimile egale cu jumatate din lungimile L, respectiv ¢, ale muchiilor bazelor. Are loc relatia:
2
m? = h? +—(L_£) :
4

Situatie problema

Rares afla ca, la un anumit interval de timp, Coloana Infinitului este acoperita cu o substanta anticoroziva; modu-
lele sale sunt realizate din fonta, care se oxideaza. El isi dd seama cd, pentru a afla necesarul de substanta, trebuie
sa determine aria suprafetei coloanei. Un modul este format din doua trunchiuri de piramida patrulatera regulata,
avand bazele mari lipite. Latura bazei mici a unui trunchi este de 45 cm, latura bazei mari de 90 cm, iar inaltimea
unui modul este de 180 cm. Dimensiunile margelei respecta raportul ideal 1 : 2 : 4, atat de folosit In lucrarile lui
Brancusi. Coloana contine 15 margele intregi si doua jumatati de margea: una in partea de sus, avand un capac
peste baza mare, si unain partea de jos, ceva maiTnalta, astfel incat inaltimea totala a Coloanei Infinitului este de
29,35 m. Maria il ajutd pe Rares sa calculeze aria coloanei. Ei determinda mai intdi apotema unuia dintre cele 31 de
trunchiuri congruente, precum si apotema trunchiului de la baza. Copiii tin cont si de existenta capacului de sus si,
astfel, reusesc sa afle necesarul de substanta anticoroziva, plecand de la necesarul de substanta pe metru patrat.

De retinut

1. Suma ariilor tuturor fetelor laterale ale unui trunchi de piramida se numeste aria laterald a trunchiului si se
noteazd A,.
Suma ariilor tuturor fetelor unui trunchi de piramida se numeste aria totald a trunchiului si se noteaza A,.
Trunchiul de piramida regulata are ca fete laterale n trapeze isoscele identice, unde n este numarul varfurilor
bazei. Ca de obicei, notam: L — muchia bazei mari, / — muchia bazei mici, a, — apotema trunchiului, F, — peri-
metrul bazei mari, 7, — perimetrul bazei mici, A, — aria bazei mari si A, — aria bazei mici. Formulele de calcul
pentru ariile laterala si totala ale trunchiului de piramida regulata sunt:

©] A —nLr0-a (F+Ba A=A+ A+ A,

2 2 '

2. Volumul trunchiului de piramida (regulata) este

V(Ao A [AA)

unde h este Tnaltimea trunchiului.

Demonstratie

Consideram piramida regulata din care, in urma sectionarii cu un plan paralel cu baza, se obtine trunchiul de
piramida regulata al carui volum il calculam si Tnca o piramida mica, asemenea cu piramida sectionata.
Notam: VO —inaltimea piramidei mari, VO’ — inaltimea piramidei mici, ), — volumul piramidei mari, }V, — volumul

piramidei mici si kz%. Avem: 00’ = VO - VO' = (1 - k)0, ﬁ:kz, decik = VA Si ﬁzk?

A, JA T

@Deducem ca: \/I 1
V=Vz—Vl=Vl(l—k3)=¥-(1—k)(1+k+k2)=wu45[1+—b+—bJ=§(AB+‘/.AB-.Ab +Ab).

3 A A

Investigatie

Putem determina volumul unui trunchi de piramida plecand de la desfasurarea acestuia?
Lucrati Tn echipe; aveti la dispozitie 20 de minute. Impértiti-va sarcinile si urmariti planul:

1. Desenati un patrat cu latura de 8 cm. Folosind compasul, desenati pe fiecare laturd, Tn exteriorul
patratului, cate un triunghi echilateral. Trasati, In fiecare triunghi, liniile mijlocii care sunt para-
lele cu laturile patratului. Care este natura patrulaterelor albastre?

2. Eliminati, din varfurile triunghiurilor echilaterale, cele patru triunghiuri negre mici. Decupati conturul suprafetei
ramase. Rabatati dupa laturile patratului, pana obtineti un trunchi de piramida patrulatera regulata.

3. Stabiliti lungimile muchiei bazei mari, muchiei bazei mici si muchiei laterale ale trunchiului. Decupati din hartie
un patrat cu latura cat cea a bazei mici. Folosind banda adeziva, fabricati intreaga suprafata a trunchiului.

4. Determinati aria laterala si aria totala ale trunchiului. Aveti nevoie, in prealabil, de calculul apotemei acestuia?

. Aflati, prin calcul, lungimea naltimii trunchiului, apoi determinati volumul sau.

6. Comparati, intre echipe, rezultatele obtinute.

ol
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Activitate independenta

Alcatuiti o fisa de recapitulare a notiunilor teoretice Tnvatate despre trunchiul de piramida regulata, cu urma-
toarele repere:

« trunchiul de piramida regulata si cum se reprezinta acesta;

- tipuri de trunchiuri de piramida regulata pe care le cunoasteti;

- elementele unui trunchi de piramida regulata;

- desfasurarile principalelor tipuri de trunchiuri de piramida regulata studiate;

- sectiunile diagonale/axiale in trunchiul de piramida regulata;

- modalitati de determinare a unor distante si masuri de unghiuri pe fetele sau 1n interiorul unui trunchi de

piramida regulata.

Surse de informare: manual (Lectiile 8, 10 si 11 din Unitatea 4, Lectia 1 din Unitatea 5), caietele de notite,

internet etc.
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2. ABCA'B'C’ este un trunchi de piramida triunghiulara regulata, cu muchiile bazelor

Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. ABCDA'B'C'D’ este un trunchi de piramida patrulatera regulata, cu muchia bazei
mari de 20 cm, indltimea de 18 cm si volumul de 3150 cm?®. Determinati:
a. muchia bazei mici; b. aria laterala a trunchiului;
c. Tndltimea piramidei din care provine trunchiul.

Rezolvare
Cain Figura 4, fie OO’ inaltimea trunchiului, MM’ — apotema de pe fata BCC'B’
a trunchiului si V — varful piramidei din care provine trunchiul.

a. Cu notatiile obisnuite, avem: V = — ( A+ A A, ) (L2+€2+L£) Tinand
18(

cont de ipoteza, obtinem: 3150 = 202+£2+20£) & (?+200 +400=525 < Figura 4

< (£ +10)?=225. Cum / este numar real pozitiv, retinem doar solutia £ = 5.
b. Fie N proiectia punctului M pe dreapta OM. Avem: ON :O’M’:%Ezg cm, OM=%L= 10 cm,

MN=OM—ON=% cm, iar M'N=00"=18 cm.

Folosind teorema lui Pitagora Tn triunghiul dreptunghic NM'M, obtinem apotema trunchiului MM’:? cm.

F+F)a
Astfel, A :%z%(80+20)-?=975 cm’.
c. Din asemanarea triunghiurilor VO'M' si VOM (T.F.A.), rezulta ca %:%—Z: 3‘1 prin urmare (‘)/—O:i asadar

VO=§-OO’=24 cm.

AB=6cm, A'B'=2 cm si indltimea OO’ = 6 cm. Un plan paralel cu bazele intersecteaza
fnaltimea in punctul Q si Tmparte trunchiul in doud corpuri avand aceeasi arie laterala.
Aflati distanta OQ dintre planul bazei mari si planul sectiunii.

Rezolvare

Ca in Figura 5, fie M, N si P intersectiile planului de sectiune cu muchiile laterale ale
trunchiului, respectiv cuinaltimeaacestuia, si V—varful piramideidin care provine trunchiul.
Notam cu A, A,, A, si A ariile laterale ale piramidei VA'B'C’, trunchiului MNPA'B'C’,
trunchiului ABCMNP, respectiv piramidei VABC. Avem: A,=A, A, +A,+A,=A. Figura 5
Mai observam ca £=£:£=1:£= 1 = VO’ =3 cm, VO =9 cm. In continuare,

VO AB VO 3 00 2
A [vo

a 4
avem: 2L = VOJ A, = A deciA,=A, = (.A— 1)=5A.

A
MZ(QJ :5_(QJ Vo _ J‘

Asadar, =
' A VO 9 (vo Vo

in concluzie, 00 =V0-VQ =3(3-+/5) cm.

= V0 =35 cm.



Probleme propuse

1.

10.

11.

12.

13.

Un templu aztec are forma unui trunchi de piramida patrulatera regulata, cu muchiile bazelor de 70 de metri,
respectiv 10 metri, siTndltimea de 60 de metri (idealizam forma templului, ignorand ,treptele” sale). Cati metri
cubi de piatra s-au folosit la constructia templului?

. Soclul unui monument are forma unui trunchi de piramida triunghiulara regulatda, cu muchiile bazelor

de 8 metri, respectiv 2 metri, si muchia laterala de 5 metri. Aflati aria laterala a soclului.

. Un trunchi de piramida triunghiulara regulata are muchiile bazelor de 16 cm, respectiv 4 cm, si aria laterala de

120 cm?. Calculati volumul trunchiului.

. Un tetraedru regulat are muchia de 12 cm. Sectionam tetraedrul cu un plan paralel cu una dintre fetele sale,

care trece prin mijlocul Tnaltimii corespunzatoare acelei fete. Aflati aria laterald si volumul trunchiului de pira-
mida care se obtine.

. O piramida patrulatera regulata are toate muchiile de 12 cm. Sectionam piramida cu un plan paralel cu baza,

situat la o treime de varful piramidei si la doua treimi de baza sa. Determinati aria totala si volumul trunchiului
de piramida care se obtine.

. ABCDA'B'C'D' este un trunchi de piramida patrulatera regulatd, cu AB=24cm, A'B'=12 cm si inaltimea

00'=8cm.
a. Aflati aria totala a trunchiului.

b. Determinati volumul piramidei din care provine trunchiul.

. Un trunchi de piramida triunghiulara regulatd are muchia bazei mari de doua ori mai lunga decat cea a bazei

mici. Ariile laterald si totald ale trunchiului sunt A, =654/3 cm?, respectiv At:100\/§ cm’. Determinati
muchia bazei mici a trunchiului.

. Un trunchi de piramida hexagonald regulatd are muchia bazei mari de trei ori mai lunga decéat cea a bazei mici.

Volumul trunchiului este de 182 cm?®. Aflati volumul piramidei din care provine trunchiul.

. ABCDEFA'B'C'D'E'F' este un trunchi de piramida hexagonala regulata, cu apotema bazei mari de 9 cm

si inaltimea de 6 cm. Planul unei fete laterale formeaza cu planul bazei mari un unghi cu masura de 45°.
Determinati aria laterala a trunchiului.

Muchia laterald a unui trunchi de piramida triunghiulara regulata are lungimea de 443 cm si formeaza cu planul
bazei mari un unghi cu masura de 60°. Aflati volumul trunchiului, stiind ca muchia bazei mici este de 6 cm.

Sectionam o piramida regulata cu inaltimea VO = 8 cm cu un plan paralel cu baza, care intersecteaza inaltimea
in punctul O'. Cele doua corpuri obtinute (piramida mica si trunchiul) au arii laterale egale. Determinati
Tnaltimea trunchiului 0O'.

Sectiunea axiala a unui trunchi de piramida patrulatera regulata este trapezul isoscel ACPM, cu bazele AC=8 cm,
MP = 6 cm si diagonalele perpendiculare. Determinati volumul piramidei din care provine trunchiul.

ABCDA'B'C'D’ este un trunchi de piramida patrulatera regulatd. Se stie ca: AC' LCC', AA'=30cm,
PruscAA’ =18 cm. Calculati:

a. volumul trunchiului; b. d(A’, CC).

Autoevaluare

1. ABCA'B'C’ este un trunchi de piramida triunghiulara regulata, cu muchiile bazelor AB=10 cm, (3p)
A'B'=4 cm si muchia laterala AA" =5 cm. Completati spatiile punctate.

a. Suma lungimilor tuturor muchiilor trunchiuluieste de.... ... cm.
b. Aria bazei mici a trunchiuluieste de . . .. .. cm?.
c. Aria laterald a trunchiuluieste de.. .. ... cm?,

2. Se sapa o groapa avand forma unui trunchi de piramida patrulatera regulata, cu muchiile bazelor (3p)
de 10 metri, respectiv 6 metri, si adancimea de 1,5 metri. PAmantul excavat, prin afanare, isi sporeste
volumul cu 20%. Acest pamant este depozitat intr-o movild avand forma unei piramide patrulatere
regulate cu muchia bazei de 10 metri. Aflati inaltimea movilei.

3. ABCDA'B'C'D’ este un trunchi de piramida patrulatera regulata, cu muchia bazei mari AB=12 cm, (BGp)

astfel incat (ADD’) L (BCC'). Determinati aria totala si volumul piramidei din care provine trunchiul.

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 20 de minute.
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Lectia 5: Cilindrul circular drept: arii si volum

Cuvinte-cheie

cilindru circular drept arie laterala arie totala volum

Acum un secol si jumatate, trunchiurile arborilor taiati Tn Carpati erau legate
impreund, formand plute care coborau pe Bistrita, apoi pe Siret si ajungeau pana la
Dunare, Tn portul Galati. Acolo, trunchiurile cilindrice erau transformate in cherestea

paralelipipedica, iar din aceasta se fabricau case, mobilier sau corabii. o _ ..' \

Pluta din busteni

Situatie problema D

Maria are o mica piesa metalica, de forma neregulata, si doreste sa ii determine volumul.
George isi aminteste de experimentele din Lectia 2 a acestei unitati: ia un pahar din sticla, de
forma cilindrica, si toarnain el apa pana la un nivel, pe care il marcheaza cu un semn. Introduce
piesa n apd; aceasta se scufunda complet, iar apa se ridica, fara a se revarsa insa din pahar
(ca’n Figura 1). George marcheaza noul nivel al apei cu alt semn, aflat pe aceeasi generatoare
cu primul. Volumul corpului este egal cu volumul coloanei de apa dintre cele doua semne.
Acest volum poate fi determinat destul de usor, folosind formula pentru volumul cilindrului.

Figura 1

De retinut @

1. Aria laterald a unui cilindru circular drept este egala cu aria dreptunghiului care reprezinta desfasurarea
suprafetei sale laterale (Figura 2). Cum acest dreptunghi are dimensiunile 2nR, respectiv G, avem: A, = 2zRG.

2. Aria totald a unui cilindru circular drept este suma dintre aria sa laterala si ariile celor doua baze.
Intrucat A, =nR? avem: A, = 27R(G +R).

3. Volumul cilindrului circular drept este, ca si in cazul prismei drepte, produsul dintre aria bazei si inaltimea sa.
Tinand cont de faptul c& h = G, obtinem V= nR?G.

A—0. =58 2nR B
N_ TR T
h G
A o B A B,

Figura 2

Activitate practica

Folosind formula pentru volumul cilindrului, pe care tocmai ati Tnvatat-o, determinati volumul unui corp geome-
tric neregulat folosind metoda descrisa la rubrica Situatie problema.

Activitate independenta

Alcatuiti o fisa de recapitulare a notiunilor teoretice invatate despre cilindrul circular drept, cu urmatoarele
repere:

- cilindrul circular drept si modalitatea de reprezentare;

- elementele unui cilindru circular drept;

- desfasurarea suprafetei laterale/totale a cilindrului circular drept;

- sectiuni paralele cu bazele/axiale Tn cilindrul circular drept;

- modalitati de determinare a unor distante si masuri de unghiuri in interiorul unui cilindru circular drept.

Surse de informare: manual (Lectiile 4, 8, 10 si 11 din Unitatea 4), caietele de notite, internet etc.



Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1.

O}

O sectiune paraleld cu baza unuicilindru circular drept are aria de 497 cm?. O sectiune axiala a aceluiasi cilindru
are aria de 42 cm?. Aflati aria totala si volumul cilindrului.

Rezolvare

Sectiunea paraleld cu baza este un disc avand aceeasi raza R ca cilindrul, deci cu aria nR?; obtinem R =7 cm.
Sectiunea axiala este o suprafata dreptunghiulard cu dimensiunile 2R si G, avand aria 2RG; deducem ca
G =3 cm. Astfel, A, = 2nR(G + R) = 140% cm?, iar V = nR?G = 147r cm®.

. Trunchiul unui copac are forma unui cilindru circular drept, cu circumferinta bazei de 1,76 metri si inaltimea

de 5 metri. Cioplim din acest copac un paralelipiped dreptunghic de volum maxim posibil. Care este volumul
lemnului Tndepartat? (In calcule, folositi pentru = valoarea aproximativa 3,14.)

Rezolvare

Fie ABCDA'B'C'D’ paralelipipedul obtinut prin cioplire (Figura 3). Deoarece
volumul sau este maxim posibil, Tndltimea AA’ va fi egala cu Tnaltimea copacului,
iar baza ABCD va fi un dreptunghi nscris in cercul bazei cilindrului, avand aria
maxima posibila. Justificati!

Cum unghiul ABC este drept, segmentul AC este diametru al cercului.
Notam cu E proiectia punctului B pe dreapta AC; atunci A,,, =2 - A, =AC - BE
si, cum AC are lungime constantd, aceasta arie este maxima cand lungi-
mea segmentului BE este maxima, deci cand E coincide cu centrul O al bazei Figura 3

corespunzatoare. In acest caz, ABCD devine pétrat, iar AABCD=%AC2=2R2, unde R este raza cilindru-

lui. Stim ca lungimea cercului bazei, 2nR, este 1,76 m; folosind aproximarea = = 3,14, obtinem R=0,28 m.
Avem: V4, =nR?h=1,232m% V. .= A, - h=0,784 m? prin urmare volumul lemnului indepartat prin

cioplire este de 0,448 m®.

Probleme propuse

1.

10.

11.

Un cilindru circular drept are raza de 5 cm si generatoarea de 10 cm. Determinati:
a. diagonala sectiunii axiale; b. A, c. V.

. Un butuc din care vom face surcele are forma unui cilindru circular drept cu diametrul
de 24 cm si inéltimea de 20 cm. Stiind ca densitatea lemnului este de 880 kg/m?, aflati
masa butucului; rotunjiti rezultatul la un numar intreg de kilograme.

. Uncilindru circular drept are raza si generatoarea invers proportionale cu numerele 2 si
3, iar aria sa laterald este de A, = 48r cm?. Aflati volumul cilindrului.

. Uncilindru circular drept are aria laterald A, = 24r cm? si aria totala A, = 42n cm?. Aflati
volumul cilindrului.

. Un cilindru circular drept are aria sectiunii axiale 12 cm? si volumul V=36ncm?
Determinati aria totala a cilindrului.

. Diagonala unei sectiuni axiale a unui cilindru circular drept formeaza cu planul unei baze un unghi cu masura
de 60°. Stiind ca volumul cilindrului este V = 1673 cm?, aflati aria sa laterala.

. Sectiunea axiala a unui cilindru circular drept este un dreptunghi cu dimensiunile 4 cm x 6 cm. Calculati volu-
mul cilindrului.

. Sectiunea axiald a unui cilindru circular drept este un dreptunghi cu diagonala de 5 cm si aria de 12 cm?.
Determinati aria totala a cilindrului.

. Desfasurarea suprafetei laterale a unui cilindru circular drept este un dreptunghi cu dimensiunile 4 cm x 6 cm.
Calculati aria laterala si aria totala ale cilindrului.

O coald de hartie are forma unui dreptunghi cu dimensiunile 20 cm x 30 cm. Infasurdm coala, o data pe
lungime, apoi pe latime, obtinand doi cilindri (fara baze). Care dintre acestia are volumul mai mare?

O bucata de teava are diametrul interior de 2 centimetri, diametrul exterior de 3 centimetri si lungimea de
1 metru. Determinati aria totala si volumul tevii.
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12. Dintr-un trunchi de copac, avand forma unui cilindru circular drept cu circumferinta bazei de 24x centimetri
si lungimea de 2,5 metri, se ciopleste o scandura avand forma unei prisme patrulatere regulate, cu pierderi
minime de material. Determinati volumul scandurii, Tn metri cubi.

13. ABCD este o sectiune axiala a unui cilindru circular drept, iar £ este un punct situat pe conturul bazei infe-
rioare. Se stie ca AE=4 cm, BE = 4«/§ cm, iar d(E, CD) = 4 cm. Determinati aria totala a cilindrului.

14. Fie O si O’ centrele bazelor unui cilindru circular drept de razi R si punctele A, B € C(O, R), A", B' € C(0', R),
astfel incat AA’ este o generatoare a cilindrului, BB’ nu este paralela cu AA’ si <AOB = <A'0’'B’ = 30°. Stiind ca
AA" =3 cm si BB' =5 cm, determinati volumul cilindrului.

Autoevaluare
1. Un cilindru circular drept are raza R =5 cm si generatoarea G=4 cm. (3p)
Completati spatiile punctate, astfel incat sa obtineti propozitii adevarate.
a. Inaltimea cilindrului este de.. . ... .. cm.
b. Aria unei baze a cilindruluieste de . . .... cm?,
c. Volumul cilindruluiestede....... cm?.
. Un cilindru gradat, cu diametrul bazei de 8 centimetri si indltimea de 10 centimetri, este umplut (3p)

pe trei sferturi cu apa. Introducem in apa un cub metalic avdnd muchia de 5 centimetri. Are loc apa
sa se ridice Tn vas sau se va varsa?

. Un cilindru circular drept are aria sectiunii axiale de 64 cm? si aria totala de 96r cm?. (3p)
a. Aratati ca raza cilindrului este R=4 cm.

b. Calculati volumul cilindrului.

c. Determinati masura unghiului pe care o diagonala a sectiunii axiale il formeaza cu planul unei baze.

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.



Lectia 6: Conul circular drept si trunchiul de con circular drept:
arii si volume

Cuvinte-cheie

con circular drept trunchi de con circular drept arie laterald/totala volum

Cortul tipi are forma unui con si este construit, in mod traditional, din pieile unor ani-
male, fixate pe stalpi de lemn. Acest gen de locuinta a fost folosit de catre indigenii din
America de Nord. Tipi era o constructie durabild, asigurand caldura si confort in timpul
iernii, racoare n arsita verii si nelasand ploaia sa patrunda inauntru. Cortul putea fi dez-
asamblat si impachetat repede atunci cand teritoriul trebuia parasit intr-un timp scurt.
Acest lucru era important pentru populatiile cu stil de viata nomad.

Cort tipi

6.1. Aria laterala, aria totala si volumul conului circular drept

Situatie problema

D Parintii Mariei decid sa construiasca o casa la marginea orasului.
Tatdl Mariei merge, Tmpreuna cu fata, sa vada cum avanseaza lucrarile.
Ei constata ca tocmai a venit un transport de nisip, care a fost depozitat
sub forma unei movile conice. Tatal ar vrea sa stie cati metri cubi de nisip
contine movila. Maria il ajutd sa calculeze. Ia o bucata lunga de sfoara mari-
ndreasca si inconjoard cu ea baza gramezii; intinde apoi sfoara, 1i masoara
lungimea, imparte la 6,28 (numar aproximativ egal cu 2r) si, astfel, deter-
mina raza bazei conului. Apoi arunca sfoara peste varful gramezii, reusind
sa masoare deodata doud generatoare ale conului. Cu teorema lui Pita-

gora, afla indltimea conului. Maria are acum toate datele care 1i sunt nece-
sare pentru a calcula cati metri cubi de nisip contine movila.

De retinut

Consideram un con circular drept de varf V, avand raza bazei R, indltimea h si lungimea generatoarei G.
1. Aria laterald a conului circular drept este:

A, =1RG .

Intr-adevar, din Figura 1 deducem c3 aria laterald conului circular drept este egald
cu aria sectorului de disc obtinut prin desfasurarea suprafetei sale laterale.
Acest sector are raza egala cu generatoarea G a conului si unghiul la centru de

. R . .
masura o° =5-360° , deci aria sa este egala cu:

R
G —% =nG?* D =7RG.
360 G
2. Aria totald a unui con circular drept este suma dintre aria sa laterala si aria bazei.

Intrucat A, = nR?, avem:

= Figura 1. Conul circular
At mR(G +R). drept si desfasurarea sa

3. Volumul unui con circular drept este egal cu o treime din produsul dintre aria bazei
si Tnaltimea conului: <R°h

V= .
3

197



4. Sectionand un con circular drept cu un plan paralel cu baza, ca Tn Figura 2, obti-
nem deasupra planului de sectiune un con mic, asemenea cu cel initial. Raportul
de asemanare al celor doua conuri este raportul (comun al) razelor, Tnaltimilor sau
generatoarelor:

(A0 _vo_va
A0 VO VA
Notand cu A;, A, V' aria lateral3, aria totala si volumul conului mic sicu A, A, V
aria laterald, aria totala si volumul conului mare, se observa imediat ca:

A A e V e Figura 2
A4 V

Corpul geometric aflat sub planul de sectiune este un trunchi de con circular drept.

5. Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul VOB, dreptunghic in O, deducem urmatoarea relatie intre elemen-
tele conului, utila Tn rezolvarea problemelor:
G*=R*+h%

6.2. Aria laterala, aria totala si volumul trunchiului de con circular drept

198

Situatie problema

Rares l-a invitat pe George acasa la el si vrea sa-l serveasca pe prietenul sau cu ceva dulce.
A scos din frigider o Tnghetata uriasa, intr-un cornet in forma de con, plin, dar care nu este
umplut cu varf, cu Tnaltimea de 20 de centimetri. Rares e hotarat s-o imparta in mod egal
cu George, insa trebuie sa se grabeasca, pentru ca inghetata a inceput sa se topeasca. Ia un
cutit, se pregateste sa taie cornetul pe la jumatatea inaltimii siTi spune lui George ca va pastra
pentru sine partea conica.

— Nu ar fi corect, isi da seama George —, atunci partea mea ar fi mult mai mare decat cea
care ti-ar ramane tie. De fapt, ar trebui ca volumul trunchiului de con pe care il voi manca eu
sa fie egal cu volumul conului care iti ramane.

—Si cum calculdam volumul trunchiului, ca nu i stim nici Tnaltimea, nici raza mica? Panda ne dam seama,
se topeste Tnghetatal

— De fapt, cred ca putem gasi o metoda mai rapida. Raportul dintre volumul cornetului si volumul partii tale
trebuie sa fie 2. Fiind conuri asemenea, raportul inaltimilor lor este acel numar care, ridicat la puterea a treia,
da 2. Uite, fac niste incercari pe telefon. (1,5)° da prea mult, la fel (1,4)%, (1,3)3, iar (1,2)° da prea putin. Aaa, (1,26)*

da foarte aproape de 2. Atunci, daca h este Tnaltimea conului, % =1,26, deci h=15,87 cm (sau foarte aproape).

Inseamné ca inaltimea trunchiului care Tmi revine mie este in jur de 4,13 cm.
Cand cei doi tocmai au terminat de rezolvat problema, ajunge la Rares si Maria.
— Puteati imparti inghetata in doua parti egale taind-o dupa o sectiune axiala. Era mult mai simplu! le spune ea.

De retinut @

Consideram trunchiul de con circular drept, cu baza mare de centru O si raza R,
baza mica de centru O’ si raza r, indltimea h si generatoarea AA’ = g (Figura 3).
1. Aria laterald a trunchiului de con circular drept este aria sectorului de coroana
circulara care se obtine prin desfasurarea suprafetei laterale a trunchiului.

Cu notatiile din Figura 3, aceasta arie esteegaldcun-R-VB—n-r-VB' =
=n-R-VB-n-kR-kVB=n-R-VB(1-k%=

=n-R-VB(1—k)(1+k)=n'VB(l—‘\//—BBI)R(l+%J=n(VB—VB')(R+r)=ng(R+r).

In concluzie, aria laterald a trunchiului de con circular drept este data de
formula A, =ng(R +1).

Sa observam ca am notat generatoarea trunchiului BB'=g; a nu se face
confuzie cu generatoarea VB=G a conului din care provine trunchiul; de Figura 3. Trunchiul de con
fiecare data vom tine seama de context. circular drept si desfasurarea sa




2. Aria totald a trunchiului de con circular drept este suma dintre aria laterala si ariile bazelor sale:

3.

4. Din trapezul dreptunghic OBB'O’ se deduce urmatoarea relatie intre elementele trunchiului de con circular

A, =ng(R+1 +nR?*+ nr.
Volumul trunchiului de con circular drept este

V=%h(R2 +r? +Rr).

Demonstratia acestei formule este intru totul analoaga cu demonstratia formulei pentru volumul trunchiului de

piramida. V-o propunem ca exercitiu.

drept, utila in rezolvarea problemelor:
g=h"+R-n>

Activitate independenta

Alcatuiti o fisa de recapitulare a notiunilor teoretice invatate despre conul circular drept si despre trunchiul de

con circular drept, cu urmatoarele repere:

= conul circular drept/trunchiul de con circular drept si reprezentarile acestora;

- elementele unui con/trunchi de con circular drept;

- desfasurarea suprafetei laterale/totale a conului/trunchiului de con circular drept;
sectiunile paralele cu baza/axiale in conul/trunchiul de con circular drept;

- determinarea a diferite distante si masuri de unghiuriin interiorul unui con/trunchi de con circular drept.
Surse de informare: manual (Lectiile 4, 8, 9, 10 si 11 din Unitatea 4), caietele de notite, internet etc.

Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

>

tului dintre aria sectiunii axiale si aria bazei conului.

Rezolvare

. Desfasurarea suprafetei laterale a unui con circular drept este un semicerc. Determinati valoarea rapor-

Din formula care da unghiul sectorului de disc ce reprezinta desfasurarea conului circular drept, avem:

R

180°=E-360° = G=2R. Rezulta ca sectiunea axiala este un triunghi echilateral de latura 2R, avand aria

9 2
—(ZRL ] = R?/3. Valoarea raportului cerut este R ,L;/E =£ (=0,55).
T

T

. O piesa din lemn are forma unui con circular drept, cu raza R = 4 dm si indltimea h= 442 dm. Cioplim din aceasta

piesa un cub, cu o fata pe baza conului, avand volumul maxim posibil. Determinati muchia acestui cub.

Rezolvare

Fie cubul MNPOM'N'P'Q’, cu fata MNPQ pe baza conului, ca in Figura 4.
Fata M'N'P'Q’ este inclusa intr-un plan paralel cu planul bazei conului. Pentru
a maximiza volumul cubului, latura acestuia trebuie sa fie cat mai mare si
atunci varfurile fetei M'N'P'Q’ trebuie sa apartind cercului de intersectie
dintre suprafata laterala a conului si un plan paralel cu baza acestuia. Alegem
generatoarea VA a conului care contine punctul M', iar O si O’ sunt centrele
fetelor MNPQ si M'N'P'Q’ ale cubului (si, totodata, O este centrul bazei conului,
iar O’ este centrul cercului de sectiune). Notam cu a muchia cubului (in deci-

metri); atunci 00’ = a, VO' =VO - 00’ = 42 —a, iar M'0’ =%.
vo' MO’

Din asemanarea evidenta AVM'O’ ~ AVAO, deducem ca %zﬁ’ prin urmare

a=2\/§ dm.

Figura 4

4\/§—a_a\/§
42 24

, de unde

aw
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10.
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Un trunchi de con circular drept are Tnaltimea h =3 cm si volumul V=631 cm?. O generatoare a trunchiului
formeaza cu planul unei baze un unghi cu masura de 45°. Determinati aria totala a trunchiului.

Rezolvare

Fie ABB'A’ o sectiune axiala a trunchiului, O si O’ centrele bazelor si P proiectia A’
punctului A’ pe AO, ca in Figura 5. Cum A'P || OO’, rezulta ca P este proiectia
punctului A’ pe planul bazei mari, deci <A’AP este unghiul format de generatoa- /£

rea AA’ cu planul bazei mari si are masura de 45°. Deducem ci triunghiul PAA’ AW/B
este dreptunghicisoscel, cuPA=PA’'=h=3cm si AA'=g = 342 cm; dacar SiR Figura 5

sunt razele bazelor,avem R=A0=AP+PO=AP+A'0O'=3 +r.

Inlocuim n formula volumului: ¥V =n?h(R2 +r2+ Rr) = 631 :%3(043)2 +r? +(r+3)-r) =63=3r+9r+9 =
=>r’+3r-18=0=(r+6)(r-3)=0=r< {-6, 3}.

Retinem valoarea r=3 cm si, apoi, R=6 cm. Avem: A, =ng(R+r)=272r cm? A,=7R’>=36n cm?
A, =nr* =9z cm?, prin urmare A, = A, +A; +A, =9(3v2 +5)r cm?.

Probleme propuse

) 1

2.
3.

Sectiunea axiald a unui con circular drept este un triunghi echilateral cu latura de 6 centimetri. Aflati aria late-
rala, aria totala si volumul conului.

Un con circular drept are aria laterald A, = 40n cm? si aria totald 56m cm?. Determinati volumul conului.

Raza, Tnaltimea si generatoarea unui con circular drept au, Tn centimetri, lungimile 2 —x, 9 — x, respectiv
10 - x, unde x este un numar real. Aflati aria totala a conului.

. O generatoare a unui con circular drept are lungimea de 10 centimetri si formeaza cu planul bazei un unghi
cu masura de 30°. Calculati aria laterala si volumul conului.

. Triunghiul isoscel VAB (VA = VB) este o sectiune axiala a unui con circular drept. Proiectia Tnaltimii VO pe
generatoarea VA are lungimea de 32 cm, iar proiectia razei AO pe generatoarea VA are lungimea de 18 cm.
Determinati volumul conului.

. Desfasurarea suprafetei laterale a unui con circular drept este un sfert dintr-un disc avand raza de 12 centi-
metri. Aflati aria laterala si aria totala ale conului.

. O bucata de carton are forma unui triunghi dreptunghic ABC, cu catetele AB =30 cm si AC = 40 cm. Determinati
ariile totale si volumele corpurilor care se obtin prin rotirea, pe rand, a bucatii de carton in jurul dreptelor:

a. AC (Figura 6); b. AB (Figura 7); c. BC (Figura 8).
C

Figura 6 Figura 7 Figura 8

. Pentru a vopsi un con circular drept din lemn, am avea nevoie de 300 mililitri de vopsea. Taiem conul paralel cu
baza sa, trecand prin mijlocul inaltimii. Ce cantitate de vopsea ar fi necesara pentru a acoperi conul mic obtinut?

. Un con circular drept din lemn céntareste 400 de grame. Taiem conul paralel cu baza sa, trecand prin mijlocul
fnaltimii. Care este masa conului mic obtinut? Dar masa trunchiului de con?

Un con circular drept are raza R =15 cm si inaltimea h = 36 cm. Sectionam conul cu un plan paralel cu baza,
astfel incat inaltimea trunchiului sa fie de 12 centimetri. Calculati ariile totale A, A’ si A" ale conului initial,
conului mic, respectiv trunchiului de con. Este adevarata egalitatea A = A" + A"? Cum explicati?



11.

12.

13.

14.

15.

1.

&

Un con circular drept are Tndltimea de 6 centimetri. Sectionam conul cu un plan paralel cu baza, astfel incat
conul mic obtinut sa aiba aria laterald de doud ori mai mare decat aria lateralda a trunchiului de con.

v

Aratati ca inaltimea trunchiului este mai mica de 1,11 centimetri.

O galeata are forma unui trunchi de con circular drept, cu razele bazelor de
16 centimetri, respectiv 12 centimetri si indltimea de 36 centimetri. Galeata
este plind cu apa. Varsam toata apa n pahare cilindrice cu raza de 4 centimetri
siTnaltimea de 12 centimetri. Cate pahare se vor umple?

Untrunchideconcirculardreptarerazele bazelor de 10 centimetrisi5 centimetri,
iar aria sa laterala este 195r cm?. Determinati indltimea conului din care provine
trunchiul.

cular drept. Generatoarea AD formeaza cu planul unei baze un unghi cu masura
de 60°, iar distanta de la punctul A la dreapta BC este de 124/3 cm. Aflati volu- %
B 0] B, AL

Trapezul ABCD, cu BC = CD = DA, este o sectiune axiala a unui trunchi de con cir-

mul trunchiului de con.

In Figura 9, semicercurile rosii au razele OA=12 cm si OB =6 cm. infasuram

suprafata hasurata, obtindnd un trunchi de con circular drept (fara baze). A
Determinati inaltimea acestui trunchi. Figura 9

Un con circular drept are raza de 5 centimetri si generatoarea de 10 centimetri. (3p)
Completati spatiile punctate, astfel incat sa obtineti propozitii adevarate.

a. Aria bazei conuluieste........ cme.
b. Aria lateralda a conuluieste........ cm?.
c. Ariatotala aconuluieste........ cme.

. O amfora are forma unui con circular drept, care sta cu baza in sus si varful in jos si contine 665,5 litri 3p)

de ulei, care se ridica pana la inaltimea de 1,1 metri. Adaugam in amfora 198,5 dm?® masline, pentru
a le conserva. Cu cati centimetri se ridica nivelul uleiului in vas?

. Trapezul isoscel ABCD, cu AB=24 cm si BC=CD=DA =12 cm, este o sectiune axiala a unui trunchi (3p)

de con circular drept.
a. Aflati aria laterala a trunchiului.
b. Demonstrati cd masura unghiului pe care generatoarea AD il formeaza cu planul bazei mari este de 60°.

c. Determinati volumul conului din care provine trunchiul.

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.

Autoevaluare



Cuvinte-cheie

sfera bila arie volum

Planetele, stelele si alte corpuri ceresti au forma aproape sferica dato-
rita gravitatiei, care tinde sa distribuie masa uniform in jurul centrului.
Coordonatele geografice (latitudine, longitudine) si sistemul GPS (Global
Positioning System) folosesc modelarea sfericd a Pamantului pentru a
preciza pozitia unui punct, respectiv pentru a calcula distanta intre anu-
mite puncte de pe suprafata Pamantului.

Ochiul uman (globul ocular) are forma aproximativ sferica. Lumina
patrunde Tn ochi printr-o membrana transparenta (corneea) si ajunge la
alta membrana, numita retind, pe care se formeaza imaginile obiecte-
lor (care sunt reale, mai mici, si rasturnate), Tn urma unei refractii triple.
Aceasta schimbare a directiei luminii este posibila datorita faptului ca,
desi ochiul uman este plin, mediile din interiorul sau (corneea, umoarea
apoasa, cristalinul si umoarea sticloasd) sunt transparente.

nerv optic
retind
iris
cristalin
¢ ; pupild
A P cornee

De retinut @

1. Fie O un punct dat in spatiu, iar R un numar real pozitiv.
Sfera de centru O si razd R, notatd S(O, R), este multimea tuturor punctelor din spatiu aflate la distanta R fata
de punctul O (Figura 1).

Bila (corpul sferic) de centru O si razd R, notata B(0, R), este multimea tuturor puncte-
lor din spatiu aflate la distanta cel mult egala cu R fata de punctul O.

Ne amintim ca am considerat toate corpurile geometrice studiate pana acum ca fiind
»pline”. Aceasta cerinta este Tndeplinita de bila, dar nu si de sfera. Altfel spus, bila este
un corp geometric, Tn timp ce sfera este o suprafata.

2. Intersectia dintre un plan si o sfera poate fi:
» multimea vida — spunem ca planul este exterior sferei;
< un punct — spunem ca planul este tangent sferei; Figura 1
= un cerc — spunem ca planul este secant sferei.
Intersectia unei sfere cu un plan care contine centrul sferei este un cerc avand raza egala cu raza sferei, numit
cerc mare al sferei.
A sectiona o sferd/o bild inseamna a le intersecta cu un plan secant; sectiunea va fi un cerc/un disc.

3. Pentru a calcula aria unei sfere, nu ne mai putem folosi de desfasurarea acesteia, asa cum am procedat Th cazul
cilindrului, conului sau trunchiului de con; sfera nu este desfasurabila intr-un plan.
Pentru a calcula aria sferei de raza R, folosim formula:

A =A4nR>.
4. Pentru a calcula volumul bilei de raza R, folosim formula

Vo 4AnR? .
3

Sfera, fiind doar o suprafata, nu are volum. Totusi, este
acceptata exprimarea ,volumul sferei” pentru a denumi
volumul bilei ce se obtine reunind sfera cu interiorul sau.

Iata o interesanta justificare intuitiva a formulei care da Figura 2 Figura 3
volumul sferei.

D Consideram un vas avand forma unui cilindru cu raza egala cu Tnaltimea, ambele de lungime R (Figura 2).

Un con cu raza si Tndltimea egale cu R ocupa o parte din interiorul vasului. O ,,ceasca” are forma unei jumatati de
sfera cu raza R si este plina pana sus cu apa (Figura 3). Varsand apa in vas, aceasta va umple perfect partea ramasa

n afara conului.

202



2 3
Inseamna c& volumul semisferei este diferenta dintre volumul cilindrului si cel al conului: TR? -R - nR3 R_ ZZR .
3

Volumul sferei va fi dublu, adica

Mate practica

Pentru un proiect la geografie, Denisa trebuie sa calculeze suprafata de pe globul paman-
tesc acoperitd de mari si oceane, stiind ca uscatul ocupa aproape 30% din suprafata Pamantu-
lui si ca metrul este a 40000000-a parte din lungimea unui meridian. Meridianul terestru are
lungimea aproximativ egalad cu 2nR, unde R este raza globului pamantesc; deci R=6370 km .
Denisa poate afla acum suprafata Pamantului, care este de aproximativ 510 000 000 km?; prin
urmare, marile si oceanele ocupa, in total, aproximativ 360 000 000 km?.

Culturd matematica (&)

Corpurile geometrice despre care am inva-
tat pana acum puteau fi desfasurate pe un
plan. Pentru sfera, acest lucru nu este posibil.
Siatunci, cum poate firealizata o harta a lumii?
Geograful flamand Gerardus Mercator a gasit,
in 1569, o solutie stralucitd, care a schimbat
decisiv viata navigatorilor. El a inclus sfera ce
reprezinta Pamantul intr-un cilindru Tnalt, fara
baze, care i este tangent exterior, si a prelungit
razele sferei pana la intalnirea cu cilindrul. Ast-
fel, a asociat fiecarui punct de pe sfera (mai
putin celor doi poli) un punct unic de pe cilin- 5 :
dru. Desfasurand, apoi, suprafata laterala a ' "3 BN POEEEL N ;
cilindrului, a obtinut harta globului pAméantesc. Ll BEs EEEE | A

Desi foarte utila navigatorilor, proiectia Merca-
tor prezinta un defect: determina supradimen-
sionarea obiectelor aflate departe de Ecuator.
Proiectia Mercator a fost cea mai folosita metoda 2-180°
de realizare a hartilor pana la inceputul secolu-
lui XX.

Atlasele moderne folosesc variante imbu-
natatite ale acestei proiectii pentru reprezen-
tarea plana a zonelor indepartate de Ecuator. T
De exemplu, o idee este aceea de a-i pune hR
globului un ,coif” conic, cu varful deasupra
unuia dintre poli, si de a proiecta partea de Meridianul x=-nR Meridianul  Meridian x =R
deasupra respectivului cerc polar pe supra- central centra| prin
fata conului, nu pe cea a cilindrului. Proiectia Mercator

Probleme rezolvate

1. Dintr-o bila din lemn se ciopleste un cub, cu pierderi minime de material. Aratati ca, pentru a obtine cubul,
trebuie Tndepartat mai mult de 60% din lemn.

Harta realizata folosind proiectia Mercator.
Observati supradimensionarea Groenlandei!

180V A (@) 180 E

paralelaiprinipunctul P

scala corectd, peiEcuator X

\

Rezolvare
Pentru a minimiza pierderile de material, diagonalele cubului care se obtine trebuie sa fie diametre ale bilei.

Notdm cu R raza bilei si cu / latura cubului; din (3=2R obtinem €=2T§. Raportul dintre volumul cubului

8 3

¢ 33T 2 2 2 | 3,

= = < <—. Deci se indeparteaza mai mult de — din lemn.
ﬂTCR3 ﬂTCR?’ TC\/§ 3117 5 5

3 3

si volumul bilei este:




2. Demonstrati ca intersectia dintre un plan si o sfera poate fi multimea vida, un punct sau un cerc.

Rezolvare

Consideram planul o si sfera S(O, R). Notam cu P proiectia punctului O pe planul a si compardam lungimea
segmentului OP cu raza R a sferei.
I. Dacd OP> R, atunci o n S = (Figura 4). Intr-adevar, oricare ar fi M € o, avem OM>OP >R, deci M ¢ S.

‘

Ph)M

o o
Figura 4 Figura 5 Figura 6
II. DacdOP=R,atuncia nS={P} (Figura5): esteevidentcdP € o n S,iardacaM e o\{P}, atunciOM > OP=R,
deciMe S.

I11. Dacid OP < R, fie M € a.n S (Figura 6). Din triunghiul dreptunghic OPM, <P = 90°, obtinem PM =/OM? —OP?,
asadar punctul M se afla la distanta r=+R?> -0OP? fatd de P. Rezultd cd M apartine cercului C(P, r), situat
n planul a. Reciproc, este evident ca orice punct al acestui cerc apartine oo N S.

Probleme propuse

a. b. c.

. O sfera are diametrul de 6 centimetri. Calculati aria si volumul sferei.

. Trei bile identice au razele de 6 centimetri. Prima este fabricata din aluminiu, a doua din otel, iar a treia din
plumb. Aflati masa fiecarei bile, aproximand rezultatul la un numarintreg de grame. (Ce informatii va mai sunt
necesare? Aflati-le de pe internet sau din manualele de fizica/chimie!)

. Pentruavopsisuprafata unei sfere, avem nevoie de 50 mililitri de vopsea. Ce cantitate de vopsea este necesara
pentru a vopsi o sfera cu raza de trei ori mai mare?

. O bila metalica are masa de 4050 de grame. Cat cantareste o bila cu raza de trei ori mai mica, fabricata
din acelasi material?

. Se topesc Tmpreuna 64 de bile metalice identice, fiecare cu raza de 1 centimetru. Din materialul obtinut, fara
pierderi, se fabrica o singura bila. Care este aria acesteia? Dar volumul?

. O bila din cupru are raza de 2,7 centimetri. Bila este acoperita uniform cu o foita de aur avand grosimea
de 3 milimetri. Aflati masa aurului folosit, stiind ca densitatea aurului este p =20 g/cm?.

. Dintr-un cub din lemn, avand latura de 10 centimetri, se ciopleste o bild, cu pierderi minime de material. Pen-
tru a vopsi 1 dm? de lemn, ar fi necesare 9 grame de vopsea. Ajung 30 grame de vopsea pentru a acoperi bila
cioplita?

. O sferd cu raza de 15 centimetri este sectionata cu un plan aflat la distanta de 9 centimetri fata de centrul sau.
Aflati lungimea cercului de sectiune.

. O sfera cu raza de 15 centimetri este sectionata cu doua plane paralele, care determina cercuri de sectiune
avand ariile 81n cm? si 144n cm?. Determinati distanta dintre cele doua plane.

. Punctele A, B, C se afla pe o sfera. Triunghiul ABC este dreptunghic, cu ipotenuza BC = 18 cm, iar distanta de la
centrul sferei la planul (ABC) este de 12 centimetri. Aflati raza sferei.
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12. ABCD este un tetraedru, cu BC =10 cm si <BAC = «BDC = 90°. Determinati un punct O egal departat de punc-
tele A, B, C si D si calculati aria sferei S(O, OA).

13. Punctele A, B, C si D se afla pe o sfera altfel incat AB=AC=AD=BC =CD=BD =46 cm. Determinati aria
si volumul sferei.

Portofoliu

Conform statisticilor, speranta de viata in Romania este de 75 de ani. Pentru o viata sanatoasa, o persoana
trebuie sa consume zilnic doi litri de lichide.

- Estimati care este volumul total de lichide pe care il consuma un om intr-o viata.

« Aproximati care este raza unei sfere n care poate incdpea toata aceasta cantitate.

« Desenati un om si sfera de mai Tnainte, respectand proportiile.

Adunati materialele portofoliului intr-o mapa, in vederea evaluarii finale.

Proiect
Formula lui Simpson

Existd o formuld, atribuitd lui Thomas Simpson (desi Bonaventura Cavalieri o folosea
Tn 1639, cu un secol mai devreme), care permite calculul aproximativ al volumelor corpurilor

geometrice. Aceasta formula, o formuld universald, este V:g(Al+4A2+.A3), unde h este

naltimea corpului, A, este aria bazei inferioare, A, este aria sectiunii paralele cu bazele,
ce trece prin mijlocul inaltimii, iar A, este aria bazei superioare.

Ce veti urmdriin cadrul proiectului:

« Demonstrati ca formula lui Simpson permite calculul exact al volumelor corpurilor geo-
metrice studiate Tn clasa a VIII-a.

« Gasiti valori potrivite pentru razele bazelor si pentru raza ,,medie” ale butoiului din imagine, stiind ca are
capacitatea de 100 de litri.

« Puteti gasi o formula asemanatoare, care sa permita calculul ariilor suprafetelor plane?

Resurse: se pot folosi cele oferite public pe internet.

Prezentare: realizati o prezentare PowerPoint, cu text siimagini.

Evaluare: se vatine cont de calitatea documentarii, selectarea informatiilor relevante, acuratetea prezentarii,

opiniile exprimate de colegi in urma prezentarii proiectului si calitatea raspunsurilor oferite la Tntrebarile acestora.
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1. Asociati, prin sageti, fiecaruia dintre corpurile ro-

tunde din prima coloana acea formula din cea de-a
doua coloana care 1i da volumul:

4nR?
a. cilindru circular drept A. T;
. Tch ) 2
b. con circular drept B. ?(R +r +Rr)
. . C. nR*h
c. trunchi de con circular T
drept o R%h
3 3
d. sfera E AnR?

. O prisma patrulatera regulata are muchia bazei de

4 cm si Tnaltimea de 6 cm. Stabiliti daca urmatoa-
rele afirmatii sunt adevarate sau false.

a. Aria unei baze este de 24 cm?.
b. Aria laterald este de 96 cm?.

o

Aria laterala si volumul prismei sunt egale.

. Diagonala prismei are lungimea de 24/17 cm.

[= 3

e. Lungimea celui mai scurt drum de pe suprafata
laterald a prismei, care uneste doua varfuri dia-
gonal opuse, este de 10 centimetri.

. Un cilindru circular drept are raza de 3 cm si gene-

ratoarea de 643 centimetri. Completati spatiile
punctate astfel Tncat afirmatiile obtinute sa fie
adevarate:

a. Aria laterala a cilindruluiestede ...... cm?.
b. Volumul cilindrului estede.. ..... cm?.
c. Diagonala sectiunii axiale estede...... cm.

(=3

. Unghiul dintre diagonalele unei sectiuni axiale
are masurade...... °.

e. Unghiul format de o diagonala a unei sectiuni
axiale cu planul unei baze are masurade...... °.

. Untrunchideconcirculardreptarer=3cm,R=6cm

si h=4cm (notatiile sunt cele uzuale). Asociati fieca-
reia dintre marimile din coloana din stanga valoarea
corespunzatoare din coloana din dreapta:

a g A.36m cm?
b. A B. 841 cm?®
- Ay
C.5cm
c A
® D. 451 cm?
d- A, E. 90w cm?
e. V F. 2527 cm?.

Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul corpurilor geometrice studiate (determinare
prin calcul) « Prisma: arii si volum « Piramida regulata: arii si volum « Trunchiul de piramida regulata:
arii si volum e Cilindrul circular drept: arii si volum ¢ Conul si trunchiul de con: arii si volume « Sfera

5. Un trunchi de piramida triunghiulara regulata are

l=4\/§ cm, L=16\/§ cm si a,=10cm (notatiile
sunt cele uzuale). Completati spatiile punctate ast-
fel incat afirmatiile obtinute sa fie adevarate.

a. Indltimea trunchiuluieste . ..... cm.
b. Muchia laterala a trunchiuluieste . ..... cm.

c. Tnél’gimea piramidei din care provine trunchiul

d. Aria totald a trunchiuluieste...... cme.

e. Volumul trunchiuluieste....... cm?.

. VABCD este o piramida patrulatera regulata, cu

muchia bazei AB =8 cm siinaltimea VO = 442 cm.
a. Determinati aria totala a piramidei.

b. Un con circular drept are aceeasi inaltime si
acelasi volum ca piramida VABCD. Aratati ca

raza conului este mai mare de 2\/§ cm.

c. Planul a contine muchia VC si este paralel cu
dreapta BD. Calculati distanta de la punctul A la
planul a.

. Un recipient fara capac are forma unei prisme

patrulatere regulate cu latura bazei de 5 dm si
inaltimea de 8 dm.

a. Aflati aria tuturor fetelor peretilor recipientului.
b. Calculati capacitatea recipientului, in litri.

c. Vasul contine apa pana la naltimea de 1 dm.
Introducem in vas un corp metalic, avand forma
unui cub cu muchia de 3 dm. Cu cati decimetri
se ridica nivelul apei?

. VABC este o piramida triunghiulara regulata, cu

inaltimea VO =4 cm si apotema bazei OM=3 cm
(M € BC). Punctul G este centrul de greutate al tri-
unghiului VBC.

a. Calculati volumul piramidei.

b. Aflati tangenta unghiului dintre dreapta OG si
planul (ABC).

c. Determinati suma distantelor de la punctul G
la muchiile laterale ale piramidei.



10. Pe suprafata unei sfere cu raza R =4 cm se consi-
derd punctele A, B si C astfel incat AB=BC=CA=
=6cm.

9. VA, VB si VC sunt trei generatoare ale unui con
circular drept astfel incat VALVBLVC L VA si
VA=26 cm.

o . . a. Aflati aria sferei.
a. Demonstrati ca VABC este o piramida triunghiu-

lara regulata.

b. Aratati ca raza bazei conului este de 4 cm.

c. Calculati volumul conului.

Testul 1

1.

VABCD este o piramida patrulatera regulata, cu
latura bazei AB=12 cm si inaltimea VO =8cm.
Punctele A’, B', C', D' sunt mijloacele muchii-
lor VA, VB, VC, respectiv VD. Completati spatiile
punctate astfel incat afirmatiile obtinute sa fie
adevarate:

b. Determinati distanta de la centrul O al sferei la
planul (ABC).

c. Calculati distanta de la punctul A la planul (OBC).

Testul 2

1.

ABCDA'B'C'D’ este o prisma patrulatera regulata,
cu muchia bazei AB=6 cm si muchia laterald
AA"=10cm. Completati spatiile punctate astfel
incat afirmatiile obtinute sa fie adevarate.

a. Lungimea diagonalei prismei este

AC=........ cm
a. Apotema piramidei este de ........ cm. b. Aria sectiunii diagonale a prismei este de
b. Aria laterald a piramidei estede ........ cm? cm?.
c. Volumul piramidei estede ........ cm?. c. Aria lateralda a prismeiestede ........ cm?.
d. Volumul trunchiului ABCDA'B'C'D’ este de d. Volumul prismei estede........ cm®,
3
""""" cm=. e. Aria proiectiei triunghiului A’BD pe planul (B'BD)
e. Daca AC' N CA' = {G}, atunci VG=........ cm. estede........ cm?.

Un vas cilindric are ca sectiune axiala patra-
tul ABCD, cu latura AB=20cm, si este plin pe
jumatate cu apa. Neglijam grosimea peretilor
vasului si facem calculele cu o zecimala exacta.

a. Reprezentati vasul printr-o figura.
b. Cati litri de apa contine vasul?

c. Care este lungimea celui mai scurt drum ntre
punctele A si C, parcurs pe suprafata vasului?

d. Introducem n vas cinci bile sferice identice,
cu raza de 3 cm. Cu cati centimetri se ridica
nivelul apei?

Un con circular drept are ca sectiune axiala triun-
ghiul echilateral VAB cu latura de 12 cm.

a. Realizati o figura corespunzatoare.
b. Calculati volumul conului.

c. Care este lungimea celui mai scurt drum intre
punctele A si B, parcurs pe suprafata laterala
a conului?

d. Sectionam conul cu un plan a paralel cu baza,
astfel Tncat cele doua corpuri obtinute sa aiba
arii laterale egale. Aflati d(V, o).

Fisa de observare sistematica a activitatii si a comportamentului elevilor
» Am fost preocupat(d) sa aflu lucruri noi despre metodele de rezolvare a problemelor.

» Participarea mea la orele de matematica a fost apreciata de colegi si de profesor.

niciodata

ocazional

Tntotdeauna

frecvent
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Evaluare sumativa 1

Subiectul I. Pe foaia de evaluare scrieti numai rezultatele. (30 puncte)

(5p) 1. Suma elementelor multimii {—2, %}mz esteegalacu.......
(5p) 2. Descompunereain factori a expresiei 4x*—leste.......

(5p) 3. Abscisa punctului de pe graficul functiei f: R - R, f(x) = 2x + 6, cu ordonata 4, este egaldcu.......

(5p) 4. Fie VABC un tetraedru regulat. Punctele M si N sunt mijloacele laturilor AB si BC. Masura unghiului dintre

dreptele MN si VA este egalacu...... °.

(5p) 5. Volumul unui cub avand diagonala de 6+/3 cm este egalcu...... cm?,

(5p) 6. Fie ABCDEFGH un paralelipiped dreptunghic cu AB=4 cm, BC=3 cm si AE= 6 cm. Distanta de la punc-
tul E ladreapta BC esteegalacu...... cm.

Subiectul al II-lea. Pe foaia de evaluare scrieti rezolvarile complete. (30 puncte)
1. Seconsiderafunctilef: R > R, f(x) =ax+5,si g R > R, gx) =—4x +b.
(7p) a. Determinati functiile f si g stiind ca punctul A(=2; 7) apartine graficelor celor doua functii.

(8p) b. Pentru a =5, determinati distanta de la originea sistemului de axe de coordonate xOy la graficul
functiei f.

2. Seconsiderd expresia E(x) = (2x—5)?—=3(x-3)(x+3) + Bx-1)%, x e R.

(7p) a. Aratati ca E(x) = 10x* — 26x + 53.

(8p) b. Rezolvati ecuatia E(x) = 8x* — 21x + 50.

Subiectul al ITI-lea. Pe foaia de evaluare scrieti rezolvarile complete. (30 puncte)

In Figura 1, este reprezentat schematic un ghetar in forma de piramida
patrulatera regulata VABCD, cu VA =AB =6 km. Un schior se deplaseaza
pe traseul V—-M - P - C, unde VM =§ Si VP=§.
(7p) a. Determinati volumul ghetarului.

(7p) b. Calculati aria laterala a ghetarului.

(8p) c. Demonstrati ca triunghiul VMP este dreptunghic.
(8p) d. Calculati distanta de la punctul M la planul (ABC).

Se acorda 10 puncte din oficiu.

Figura 1



Evaluare sumativa 2

Subiectul I. Pe foaia de evaluare scrieti numai rezultatele. (30 puncte)

(5p) 1. Dacd A=(—/2,3)siB=(-2,1),atunciAnB=.......
(5p) 2. Descompunerea in factori a expresiei x>+ 8x + 16 este.......
(5p) 3. Ordonata punctului de intersectie a graficului functiei g: R > R, g(x) =3x -7, cu axa Oy este egala cu

(5p) 4. Se considera o prisma dreapta ABCA'B'C’, cu bazele triunghiuri echilaterale. Daca AB = BB, atunci masura

unghiului dintre dreptele BC' si AA’ este egala cu. .. . ... °,

(5p) 5. Un con circular drept are raza bazei de 8 centimetri si generatoarea de 10 centimetri. Volumul conului
esteegalcu...... ncms,

(5p) 6. Daca VABCD este o piramida patrulatera regulata, de varf V si VA = AC = 6 cm, atunci distanta de la punc-
tul Vla planul (ABC) este egalacu...... cm.

Subiectul al II-lea. Pe foaia de evaluare scrieti rezolvarile complete. (30 puncte)

1. Seconsidera functiaf: R - R, f(x) = mx + p, unde m si p sunt numere reale.
(7p) a. Pentrum=1 sip =2, reprezentati grafic functia fin sistemul de coordonate xOy.

(8p) b. Determinati numerele reale m sip, stiind ca f(1) =2 si A(2, 3) € G,.

: ,xeR\{-1,1,3}.

— 2
2. SeConsideréexpresiaE(X):(X"'l+X 1) x2+1

x-1 x+1) x*-4x+3

(7p) a. Aratati ca x* — 4x + 3 = (x — 1)(x — 3), pentru orice numar real x.

. 2x-6
(8p) b. Demonstrati cd E(x)=——,x e R\ {-1, 1, 3}.

x+1

Subiectul al ITI-lea. Pe foaia de evaluare scrieti rezolvarile complete. (30 puncte)
In Figura 1 este reprezentat un cub ABCDA'B'C'D’, cu AB=12 cm. D’ C'
O fata a cubului se coloreaza cu albastru, doua cu verde, iar restul
fetelor — cu rosu. M
(7p) a. Determinati volumul cubului. A’ B

(7p) b. Calculati aria totala a cubului.

(8p) c. Determinati cat lasuta din aria suprafetei vopsitecurosurepre- | & | 7
zinta aria suprafetei vopsite cu verde.

(8p) d. Daca M este mijlocul muchiei B'C’ si O este centrul fetei BCC'B',
determinati valoarea cosinusului unghiului dintre dreptele A'M
si DO.

Se acorda 10 puncte din oficiu. A B
Figura 1
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Evaluare sumativa 3

Subiectul I. Pe foaia de evaluare scrieti numai rezultatele. (30 puncte)

(5p) 1. Scrierea sub forma de interval a multimii A = {x eR | [x-1| < 2} este.......

3

(5p) 2. Rezultatul calculului L

——,xy=0,este.......
4 3x%y Y

(5p) 3. Descompunereain factori a expresiei (x+1)>— 16 este.......
(5p) 4. Se considerd cubul ABCDA'B'C'D'. Dacad BC' n B'C = {0}, atunci masura unghiului dintre dreptele A'O si

D'Cesteegalacu...... °.

(5p) 5. Volumul unei sfere cu raza de 6 cm este egalcu...... ncmd,

(5p) 6. Daca ABCDA'B'C'D’ este un paralelipiped dreptunghic, cu AB=3 cm, BC=4 cm si AA’ =5 cm, atunci lun-
gimea diagonalei AC' este egalacu...... cm.

Subiectul al II-lea. Pe foaia de evaluare scrieti rezolvarile complete. (30 puncte)

1. Seconsiderda multimile A={x e R|[3x-2|<7}si B={X€R‘—2< 5)2'1 34}.

(75) a. Aritati ci A {—g, 3} si B=(—%, 3}.

(8p) b. Determinati multimile AnBsiAuUB.
2. Seconsidera functiaf: R > R, f(x) =x + 5.
(7p) a. Reprezentati grafic functia f.

(8p) b. Determinati masura unghiului format de reprezentarea grafica a functiei f si axa Ox.

Subiectul al ITI-lea. Pe foaia de evaluare scrieti rezolvarile complete. (30 puncte)

In Figura 1 este reprezentat schematic un taburet in form& de trunchi
de piramida patrulatera regulata ABCDA'B'C'D’, cu latura bazei mari
AB =8 dm, latura bazei mici A’B’ =4 dm si inadltimea OO0’ =5 dm.

(7p) a. Calculati apotema trunchiului de piramida.

(7p) b. Calculati volumul trunchiului de piramida.

(8p) c. Suprafata laterala a taburetului este tapitata cu material textil.
Stabiliti daca 1 m? de material textil este suficient pentru confec-

tionarea unui taburet (5,38 <+/29 <5,39).

(8p) d. Determinati volumul piramidei patrulatere regulate din care Figura 1
provine trunchiul.

Se acorda 10 puncte din oficiu.



Evaluare sumativa 4

Subiectul I. Pe foaia de evaluare scrieti numai rezultatele. (30 puncte)
(5p) 1. Cel mai mare numar natural din intervalul (3, 4\/5) este.......
(5p) 2. Descompunerea in factori a expresiei 4x—4 — x*este.......

1

2
(5p) 3. Dintre punctele A(1, —3) si B(=3, 1), pe graficul functiei h: R — R, h(x) = 3x + 10, este situat punctul .......
(5p) 4. Se considera cubul ABCDA'B'C'D’, cu AB=8 cm. Distanta de la punctul A’ la planul (BDD') este egala

CU.......

(5p) 5. Arialaterala a unui tetraedru regulat cu latura de 12 cm este egalacu...... cm?.,

(5p) 6. Daca VABC este o piramida triunghiulara regulata, de varf V, si VA+ BC=9 cm, atunci suma lungimilor
tuturor muchiilor piramidei este egalacu...... cm.

Subiectul al II-lea. Pe foaia de evaluare scrieti rezolvarile complete. (30 puncte)

1. Seconsiderafunctiaf:R > R, f(x) =mx+3, m e R.
(7p) a. Determinati numarul real m stiind ca graficul functiei f intersecteaza axa Ox in punctul de abscisa -3.
(8p) b. Pentrum=1, calculati aria triunghiului format de graficul functiei f si sistemul de axe xOy.
2,2 2
2. Se considerad expresia E(x) = 7x 3X2 - 3x > 1+ 3x+x , xeR\ —1,11,3 .
1-9x 1-2x-3x X+3 3

(7p) a. Ardtaticd 1 —2x—3x*= (x + 1)(1 - 3x), pentru orice numar real x.

AX_ er\I-1,+1 3l
1 3

(8p) b. Demonstrati ca E(x) =
3x+

Subiectul al ITI-lea. Pe foaia de evaluare scrieti rezolvarile complete. (30 puncte)

In Figura 1 este reprezentat schematic un abajur in formé& de trunchi de con circular
drept, cu raza bazei mari de 7 dm, raza bazei mici de 3 dm si Tnaltimea de 4 dm.
Consideram o sectiune axiald ABB'A’ a trunchiului de con si notam {V} = AA’ " BB'.

(7p) a. Aratati ci generatoarea trunchiului este egala cu 442 dm.

(7p) b. Calculati aria totala a conului.

(8p) c. Abajurul este ancorat de tavan printr-un fir VM, ce porneste din punctul V,
situat pe tavan, si se termina in punctul M, mijlocul segmentului OO’,
unde O si O’ reprezinta centrele bazelor trunchiului. Determinati lungimea Figura 1
firului VM.

(8p) d. Calculati sin(<AA’", BB').

Se acorda 10 puncte din oficiu.
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Solutii

Unitatea 1. Intervale de numere reale. Inecuatii in R
Lectia 1. Multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor lor
2.a.A={x|x=7k,keN,k£4};b.B={x|x=4k,keN};c.C:{x|x=4k+1,keN}.3.a.A={O;2\/§;n;\/i}; b-5={2\/§?n}§ C-C={0?_%};

d. D:{—%}A.a. 3,9,15€A;0,3,9 € B;b. 112 / 3,decill2 ¢ A, 112 ¢ B;204=6 - 34=3 - 68=204 ¢ A,204 € B;333=6-55+3=3-111=

= 333 €A, 333eB; c.6k+3=3(2k+1) => AcB; 0B, 0¢A = Bz A. 5.a.Card A=20, Card B=21. b. Produsul elementelor mul-

- 1. - 1. 1.1 i o .
timii A este egal cu o produsul elementelor multimii B este egal cu 553 21>253. 6.a.A={(-5,1),(5-1), (-1,5), (1,-5)};
b. B={(20, 0), (15, 2), (10, 4), (5, 6), (0, 8)};c. C={(5,2)};d. xy + 3x + 3y =12 < (x + 3)(y + 3) = 21, de unde rezulta x + 3 € {+21, +7, +3, +1}

siy+3=-2L. Obfinem: D={(-24,-4), (-10,-6), (-6, -10), (-4,-24), (-2, 18), (0,4), (4,0), (18, -2)}. 7.2.30; b.36; c.35; d.7.

8.CardA<CardB.9.a.A={x|x=3n+1,neN},B={x|x=3m+2,meN}; b. 1, 4,16, 25, 49. c. Orice patrat perfect are una dintre formele
3k +1 sau 3k; d. Presupunand ca A si B ar avea un element comun x, ar existam, n € N, astfelincat x=3n+1=3m+ 2. Obtinem 3(n-m) =1,
fals, deci A n B =@. 10. M, este mediatoarea segmentului AB, iar M, este cercul de centru A si razi AB.

Autoevaluare. 1.A={x|x=k* ke N, k<5},B={x|x=6k keN,1<k<5},C={x|x=5k ke Z -6<k<-3}.2.a.F;b.A;c.F.
3.M={-8,-2;6}.

Lectia 2. Intervale numerice si reprezentarea lor pe axa numerelor; intersectia si reuniunea intervalelor

l.a. (-3, 5); b.[-2, 7); c. (0, 13]; d. [-4, +x); e. [-1, 8]; f. (5, +); 8. (-0, 9); h. (—0, 5]. 3. A; A; A, A; F; F; F; F; F; F; A AL 6.a. F; b As e F; d. F.
7.1, d); (2,@); (3, ); (4,0). 9.2.~4; b.0. 10.a. R, [0, 2); b. [-2,5), (0, 3]; c.[-1,+0), {2}; d. R, &5 e. (=, 8), (4, 6); F. (/3,47 -1), (2,42),

11.m=%. 13.a.A:[—«/§,«/§}; b.B:(—w,—\/§:|u|:\/§,00);c.c=[0, ©);d.D=(-0,0].14.x € [-3,1] =[x+ 3| + |1 - x| =x+3 + 1 -x=4.

Autoevaluare. 1.a.A=(-13,15];b.B=[2,+x);c.C=[12,2] 2.a. A;b. Fic. A.3.b. ANC = {—5,—?]; BUC :|:—%,+ooj; AnB=0.

Lectia 3. Inecuatii de formaax+ b >0 (,>,<),a,b e R

5
l.a.F;b.Ajc. A d.F 2.a. {—4,—%,1—@, %} b. {%3 n}. 3.a.{0,1,2,3,4};b.{6,7};¢c.[-3,-1); d. {..., -3, -2}. 4.a. (—oo, EJ; b. (-, 5);

c. B,ooj; d.(v10,%). 5.2.{0,1,2}; b.{0,1,2,3,4,5,6}; . N; d. {0,1,2}. 6.a.(~7,%); b.&; c.R; d.(7,). 7.a. E,wj; b. (-0, -1].

8.a. (o, -3); b. [—oo, %), c. (-, 2); d. (-3,). 9.a.F; b. A; c. F; d.F. 11.a. [3, 7]; b. (—2,0]; c.[1,4]; d.@. 12.a. A:(%,Z]; b.B={3,4};
c.C={-7,-6,..,4,5};d.D={-1,1, 2,3,4,5}.13.a. 67, 68, 69; b. 47, 49,51.14.a. 1 -m < 0, decim € (1, ); b 5m - 2> 0, deci m e(%,w].

15.a.m+3<2m-7<me[10,0);b.m+3>2m-7 < m e (-0, 10). 16. 26.17.8 -6 <4n+2 <8+ 6 = n e {1, 2}. 18. Matei poate da cel
mult 5 raspunsuri gresite. 19.a. 1380 lei; 1110 lei. b. 180 + 4 - 2x <360 + 2,5 - 2x, deci x < 60 km.

Autoevaluare. l.a. (% oo]; b. (—oo, %} c.(-»,8].2.{3,4,5}.3.9.

Recapitulare si evaluare. 1.A={x|x=k?keN}. 3.a.5; b.6. 4. AUB=(-3,8), AnB=[-1,4). 5.a. 6.b. 7.a.F; b.A; c.F; d.A.

e

8.a.De exemplu 3; b.11; ¢. 3. 9.a.7; b.4; c. 9; d. 2. 10.a. De exemplu 3,35; b.?; c.-4; d. 5. 11.a. (-2, 11]; b. (—oo, \/ﬂ, c. (-, 2];
d.[1,2]. 12.a.A={x e R|-2<x<3}; b.B={x e R|1<x<5}; c.C={x e R|x<2}; d.D={xeR‘%sxS\/§}. 13. Da, V143 <169 <+/197.

14.3<3+§\/§<2\/§ = 6<3+2\/§<4\/§, 6<3+2\/§<:>3<2\/§ <:>\/§<\/E} 3+2\/§<4\/§ P= 3<2\/§ o 9 <12. 15.a.A; b.F; c. F;

d.F. 16.(a,2); (b,3); (c,4); (d,1). 17.a. [%,«m} b. (—§,+mj; c. |:—%,+00]. 20.a.[-1, 8); b. (—%3—;‘] 21.a.(8,14); b. [—3, %}, c.3.

22.a.(1, 4); b. (-4, 6); ¢(-1,4). 23.a.a=2; b.a:%; c.aef0,o). 24.xe[-2,1] = Ix-1 +|x+2|=1-x+x+2=3; |x|=g = x:ig.

Cum xe[-2,1], convine doar x=—g. 25.a=(x+1) +J2-x)* =|x+1|+|2-x|=x+1+2-x=3€N, oricare ar fi xe[-1,2].
26.a.A=(0, 5); b. B= (-, 0] U [5, ®). 27.a. {1}; b. {0} U[1, ®); c. (-4, 0). 28. (-, 2].




Testull. l.a.B= {1, 2, g 3, 4}; b.C={1,v2,2,2V2,4};c. D :{1, V2, g 2, ﬁ;l, ﬁ;z}. 2.a.(1,5;7);b. [-1, 0]; c. (-4, 2).3.a. (-0, 6);

Testul2. 1.a.8={0,2,4,..,46};b.C={0,5,10,..,45};¢c.D={1, 3, 5,...,47}.2.a.(%,+oo}b. [-1,3];c. (=5, 5). 3.a. (-1, +0); b. [-3, -1];

Unitatea 2. Calcul algebricinR

Lectia 1. Operatii cu numere reale reprezentate prin litere (adunare, scadere, inmultire, impartire, ridicare la
putere); reducerea termenilor asemenea

4.(1,0), (2,0), (3, e), (4, b). 5.a. 6x; b. 24/3x; c. —abc; d. 6x + 2; €. 3x% + 9x + 1; f. X2 + 3x + 3. 6.a. 2a + 2b; b. 3y; ¢. 4x% — 8x + 19; d. x* + 12x.
7.a.10x - 5; b. 7x + 54. 8.a. 12x% + 8x; h. x> — 16; c. x*y? = 10x%y + 25x?; d. 4x% — 2y*7%; e. 9x* + 18x — 16; f. x> + 4x + 4. 9.a. =5y%; b. 3a*b°c?

2410 , 1
5

c.-16xa+4; d.-8xy*-6xy; e. x% £.3xy. 10.a.3x8% b, —24+/3x°y% c. 21015202)1017308, ¢ _ ;x"yéz" e. 2x2y1“zf’ f. 4—5a13y822;

8. -5442a%x%y*2*%;  h. gx“ym. 11.a.-xy; b.3x% c.x*+x; d.a*-b* 12.a.44x+33; b.6x° —(\/5+1)X+2—4\/§. 13.a. 36x cm.

3.3 23
2

. 15.a.-22; b. 14; c. —608/2 -84 . 16. E(2) = 4, E(-2) = 16, E(ﬁ):é—wi. 17.a.2a - b(2b - 6) =0, care nu depinde de x;

14.b.

b. % 18.b. x € (1, ©). 19.b. E(n) =2n(n - 1) € Z, Vn € Z; produsul n(n — 1) este par, deoarece numerele n si n—1 au paritati diferite, prin
urmare numarul intreg 2n(n — 1) este divizibil cu 4.

Autoevaluare. 1.a.2x—6;b. -2x2 - x; c. —2a°c; d. —24/2x%y°2°. 2. —-a® + b? + 4a - b.

Lectia 2. Formule de calcul prescurtat

La.x®-4; xX*-9; 43-1; 1, 4x*-5; b.y?—-2y+1; y*—6y+9; 9x*—6x+1; 25x*—20x+4; 12-63; 19-83; 4y* 46y +6;
8Xx2 —12v2xy +9y%; €. X2+ AX + 4; X% + 6X + 9; AxP + Ax +1; 9% + 6X + 1; T+ 44/3; 11+ 6:/2; 4x% + 4x~/5 +5; 8x% +1242xy +9y2. 2. p,: F; p,: A
2x 1., 4x* 2x 1 , Ax 4, 9x? 4 9x* 4

Poi A Pt i Pat A Pt A Pyt A Pyt A; ot F; pygt F. 4.a. X2 +? =; b. 55 ?+Z; C. X —?+§;d.l—6—x+§;e 16 o 5.a.2a%+2b%

b. —-24/2x+4; ¢.15; d. 36. 6.a. —x> - 8x — 12; b. x2 — 4y? + 2xy; ¢. 122+ 20y - 26; d.x®— 1. 7.a.12; b. 31. 8. a*+ b*=53; a’ + b* = 2801.

9.a. x* +i2=6; b x® —%:14; cx* +i4=34. 11.a.17; b.-2; c. 44; d. 5. 12.+2-1; 6 -/2; @; g; V3-242; @
X X X

14.a. xy = 3; b. (x — y)*> = 2. 15.b. Deoarece x> > 0, inseamna ca E(x) < 22, oricare ar fi numarul real x. Valoarea maxima a lui E(x) este 22, atinsa

pentru x=0. 16. a = 8. 17. 44 cm. 18.a. Dacad 2n + 1, n e N, este un numar natural impar, atunci (2n + 1)? = 4(n* + n) + 1 este un numar care,

lafmpartirea prin 4, da restul 1. b. Patratul unui numar natural par este un numar care, la impértirea prin 4, da restul 0. in functie de paritatile

termenilor, suma a? + b2 d&, la Tmpartirea prin 4, unul dintre resturile 0, 1 sau 2, in timp ce 1003 da restul 3 la impartirea prin 4.
Autoevaluare. 1.a4x+44x+121; b. 9x2 - 42x +49; c. 16x* — 81. 2. b. 3.a. 4+/2; b. —5+4+/3; c. 2+ 24/5.

Lectia 3. Descompuneri in factori utilizand reguli de calcul in R

1.d. 5XAAGXR — 3+ 2xy); e. 23y -5)(2x - 2); f. (x + 3)(x - 1); &. —5J§(x—3JE); h. 6(x - 1)2 (4x - 5); i. 3y + 2)(4y + 5). 4.a. (x + 10)(x — 10);
b. 2x = 3y)(2x + 3y); c. (x=6)(x+8); d. (5~ 3xy)(5+3xy) e.(8-x)(x-2); f.7(a-2b)(a+2b); g.6(x-1)(2x-3)(2x—1); h. (x+y)(x -y +5);

i.2x(x+y).5.a.a-b=13;b.a+b=9.6.B= ab’ -ba’ =(ab-ba)(ab+ba)=9-11-(a-b)(a+b):11.7.(a, b) € {(7,6),(7,-6), (-7, 6), (-7, -6)}.
8. (Xx+2)(x+5)(x+8)=Kx+a)(x+b)(x+c), deci a+b+c=15. 9.a. (x+2)% b. (6x+7)% c.9(x+1)% d.4. 10. A=(10x+2)% 11. (n®>+4n+ 3)2

12.a. (x+9)%+(y—-7)?=0, de unde x=-9, y=7; b. (x+3)?+ (y— 6)*>=0, de unde x=-3, y=6; c. 4x(2x—11) =0, de unde x=0 sau x—121
d.(x—3)(x—1):0,decix=3saux=1.13.A=(x+3)2+222;valoareaminiméeste2.14.a.3+2ﬁ:(1+\5),6+4ﬁ:(2+ﬁ);b.a=—1eZ.

15.a. (x+)(3 = 5b); b. (x+2)(7x+3); c. (x+))(5x—3y?); d. (x+y)(2x+ 2y —3). 16.a. (x +2)(x+ 7); b. (x+2)(x +5); c. (x—3)(x— 6); d. (x—4)
x+2); e.(x+7)(x=5); f. (x—=7)(x+3); 8 Bx+1)(x—5); h. (4x-5)(x-2); i. x—4)2x-3). 17.a. (a+1+b)a+1-b); b. (@a+b-2)(a-b+2);
c.la-b+2c-3)a-b-2c+3);d. (@+a+1)(@-a+1).18.n(n+L)(n+2)(n+3)+1=(Nn?>+3n)(N*+3n+2)+1=(n*+3n+1)2

Autoevaluare. 1.a. [2x_gj[2x+gj .(Ax+5y)% c. (6x—-1)% 2.d. 3. E(x) = (x+ 1)? (x—1). Daca a este un numar real negativ, atunci

a-1<0;cum(a+1)?>0, Va € R, rezultd ca E(a) <0.

Lectia 4. Fractii algebrice. Operatii cu fractii algebrice

5,5 03,42 10 7+ . _3l . 50l f R _ (1 )

la.; b. 5 &7 d. 3 &1 f. = 2.a.R\{0}; b.R\{1}; c.R\{ 2}, d.R\{0}; e.R\{-2,0}; f.R; 3.a.(x=5)(x+5); x(1-x);
_3)2 : 5 -3 : _5 &) 1 1

(x=3)% (x+2)(x+3); b.x e {-5,-3,-2,0,1,3,5}; c. R\ {-5,5}; R\ {0, 1}; R\ {3}; R\ {-3, -2}; 5.a. 2x%; b. 5X “3nasy e
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xX+1, X+4 X-2 1
f. 6.a. x—4)(x+4), x+4)%, x-2)x+4). xeR\{-4,2,4}; b.B(x)= = = = -~ - c.AN=BKX <=
N ( )( ), ( )% ( )( ). xe R\ {= } (x) (x+4)2 4 C(x) X 21 d) xid (x) =Bx)
-X 1 . X 2x x+3 xX—-3, 1 x+5 -X+2 10x+9
= - =2.7.a.——; bh. ; C. —; e. ; b, ; C. ;
S DD X+4,XER\{4,4},deCIX 2.7~ bx+dc—m—d o= e —; x+J— 5 bo——c .
2 3 2
d. x-3) ;e 133X+44.9.a. 1; b. U ;C. ]2'20; . _22 ;e 2 ; f. x—12 B 4 .10.a. 222X ; b, 12x +8X;
9 30 10x+10 a” -9 y(y*-1) b+2 (x+1)(x*-9) (z2-1)(z-2) 14 49
3.2 2,2 2
c. 3b'c s d. 5b°x ;e.i; f._—as. 11.a. g; b. 8(3x-2); c.m;d X ;e. - 3)(X+5), 2a.i; b.§; x7+1 d.1;e. x+1 13.a. 2b'
a 6cd 6x’ " Tx x+5" T 4x+2’ x-1 5x" 4 T x+2’ X+J’
2 3,,3,3 25,4 9 6 3 6,,8 3 1044
b.a; c. %; _X*2 o 3x 14.2. yf ; b, 4a10b2 c. “2V2Xy ;d. 25)1(0y4;e. ot ; .Lebs; 15.a. a(a - 1); b. #; c l;
bt 3x(x+1)’ 125t 9x 3\/—a3b12 4a*°p 2xyz’  25x°y ala-1)" " 2c
— 2 -
d.X+6; 16.a. (x+1)(x+3)_ 2 7 .(x 1)(X+1)=x2+2x+1—2x+2—7=x2—4; b. X +4 .(x+12)(x 2)=x+1;
-2 (x-D)(x+3) x+1 (x-1)(x+1) 1 (x=2)(x+2) x> +4 X+2
2x (x+1)(x-1) 9 )
c. . =x.17. E(x)=— , pentru orice x e R\ {-5, 5}.
(x-D(x+1) 2 (0=16°@P <R\ 5
20.a. 21 1 (a+1) (a- 1) 1 a+l a-1 it 1 . b.Din punctul a rezultd E(x):f i—i+ 1
?-1 2 a*-1 (a+1)(a- 1) (a+1)(a-1) "2 a-1 a1 20x—1 x+1 x+1

1 «(x+5)= 3 , xeR\{-5,-3,-1,1,3,5}. Prin urmare, x=8. 21.a.Deoarece OF || CD, din teorema fundamentala
x+3 x+3 x+5 x-1

a asemanarii rezulta ca triunghiurile AOE si ACD sunt asemenea, deci g—g 2—2 (1). Din asemanarea triunghiurilor AOB si COD, deducem ca
A0 _AB , dec AO AB . Folosind (1), rezulta OF = AB-CD . Procedand analog, obtinem ca OF = OE. b. Fie AB=x > 6. Deoarece x——lzx ,
co co’ AC " AB+CD’ AB+CD’ X+6

_ZX =4, deci x* - 10x — 24 =0, adica (x — 5)*= 49, prin urmare x = 12 m. Aria suprafetei care va fi pavata este de 24 m?.

XZ
deducem ca

9x+4 , 4-9x 4 8 27x°

Autoevaluare. 1l.a. ——b.——c.—d —Fe——f1lx
6x 6x 9x 27x 8
2 2
2x°=7x-17 x+1 ‘(x—3)(x+3)=x _5X_14~X+3=(X+2)(X_7)~X+3=(X+2)(X+3).
(x=-3)(x-7) x-7 1 x-7 1 x-7 1

2_ — p— p—
3_xz 5x+6:(x 2)(x23):x 3:>x 3 _X+a e q=-3b=-2=a+b=-
X°—4x+4 (x-2) x-2  x-2 x+b

Lectia 5. Ecuatia de formaax* + bx+c=0,a,b,c e R*,az0

2
5.a.(x+5)?=49 = x+5=17 = xe{-12,2}; b.(x-16)*-81=0 = xe {-3,15}; c.(x+2)*-8=0 = x1=—2+2\/§, X2=—2—2\/§;

d.(2x-1)*-4=0 = Xe{—% g} 6.a.x e {-9,-4}; b.xe {4,9}; c.xe{_2+3\/— —2—3\/5} d.XE{3_g/H,3+;/H}; e.xe {2};

2.a.F;b.F;c.A;d. A 3.a.xe{0,3}; b.x e {-1,0}; c. x e {—\/2— \/—} XE{‘% %} d4a.xe{1,8};b.xe{-2,6};c.xe{-5-3}d. Xe{l, g}

2 ’ 2
f.xe{-3};8.xeJ; h.xe @. 7.a.Nu. b. Da. c. Nu. d. Nu. 8.a.m=3; b.me {1,4}; c.me {1,3}; d. m=-4. 9.a. S={-5,-1}; b. S:{—l}'

3(
_\/§2_5' _ 52+5}; f 5:{_\2/3,\@}; 10.a. A=(m-2)>=0 < m=2. Ecuatia devine x> - 2x+1=0 si are solutia

c.5=¢; d.S=¢; e.5={

X,=X,=1.b.A=m?-12m+32=0<m e {4, 8}. Dacim =4 obtinem x, =x,=2, iardacém=8obtinemx1=x2=4.c.A:0<:>me{\/§,3x/§}.

342

Daci m=+/2 obtinem xlzx2=—%, iar dacd m =32 obtinem X=X = 1l.a.x°+6x-7=0 < xe {-7,1}. b.4x*+9x-9=0 <

xe{—3,%}. c. X2—2\/§X+1=0©XE{\/§—\/§,\/§+\/§}.d.3X2—5\/§X+4=0<:>X€{\/§,2\3/5}9- 2X2—5X+1=0®XE{5_:1/E,5+\/E};

4
f.xz—(\/i+\/§))<:0 =N XE{O,\/§+x/§}. 12.a. x-1)(x-3)=0 < x*-4x+3=0. b.x-0(x+0,77=0 < x*+0,7x=0.

C.(X—1+\E)(X—1—\/§)=O =N (x—1)2—\/§2=0 & xX-2x-1=0.13.A=(Mm+2??+4>0, YymeR = x, #x,. 14.1,=-11<0, ,=6>0 =
= [= 6 m. 15. Dimensiunile gradinii, in metri, pot fi L, =12+4+2 =17,65 = |, =24-8y2 =12,68 sau L, =12-4+/2 = 6,34 = [, =24 +8y2 =35,31.
16.a.3- \/§SI 3++/5; h. (5,-2), (2,-5); c. {2 g} 17. 54 locuri. 18. 10 excursionisti. 19.a.x=2; bx=5; cx=6. 20.a. x>’ - 4x+4>0 <
< (x-2)2>0, adevarat. b.L+/=4m. A=1/<4m?® o LA-1)<4dm < (L—2)*>0, adevérat. Egalitatea are loc < L=F=2m.

cA=L-l=4m2 P=2(L+0)>8m < L+%24c> (L-2)2>0, adevarat. Egalitatea are loc & L=/=2m. 21.Fie y=d(P, AB). Avem

DN =20 -xsid(P, CD) =20 - y. Triunghiurile AMP si NDP sunt asemenea, asadar 20X 20y ,prinurmare x=y. A, + A,,=125cm? &
X



2 2
L+(2O_X)
2

(a—2)(ﬁ+2j =30, asadar a € {-3, 8}. Cum a > 0, rezultd a = 8, deci b = 3 si perimetrul este egal cu 2(a + b) = 22 cm.
a

=S =125 < x e {5,15}. 22. Fie a si b dimensiunile primului dreptunghi (in cm). Avem a - b=24 si (a-2)(b+2) =30, deci

- 5 7
Autoevaluare. 1l.a xe{Z—ﬁ, 2+ﬁ}; b.xe {-1,3};¢c. x e{l 2\/3, 1+2\/€} 2.a. Xe{l, 5}; b. X e{l, 5}; c.xe {-6,5}.3.10 cm.

4. (M -5)(M - 8) = 40; singura solutie pozitiva este M =13.

Recapitulare si evaluare. 1.xy*, 24/3. 2. 7x si \/Gx. 3.a. 4.b. 5.a.F; b.A; c.F; d.F. 6.a.y% b. %; c.2. 7.a.2; b.6; c.4; d. 4. 8.a. A

1 +J§=‘/§“/§+J§=\/§.n.x2+9x+8:(x+1)(x+8):a+b=9.12.a+b:12.13.a. (x=2)(x=4);b. (x+ 6)%
V3442 3-2

c. x+10)% d.(7x-8)(7x+8). 14.a.(x-8)(x+2); b. x+4)(x+8); c. x-5)% d.(11-9x)(11+9x). 15.(q, 2); (b, 5); (c, 3); (d,4).

b. F;c. F;d. F.9.a.

5 21 x*-x-1 x> =3x+1 (x —3)(x +3)
a.0;b. —2; . 25+6417. 17.a. ‘b.x=1: c.x= 2% 18.a. b 194 (x—3)(x - 2): b, X=X +3)
16.a.0; b o5 €25+ 17.a.xe R\ {1}; b.x=1; c. x 1 18.a -Do-2 D -2) 19.a. (x-3)(x-2); b X =2)xs 2]

20.a.21.¢.22.1.23.10.26.a.S = {5—\/19, 5+J1_9}. b.S :{—\/5, 3;/5} c. Multimea de definitie este R \ {2}. Ecuatia devine x> + x — 12 =0,

X+2 - 1 10 ) 1 .
=y si obtinem y+==—, deci =,3tsi S= —2\/5,2\/5.
X2 yostom Y y 3 ye{3 } ' { }

b. Folosind a, obtinem E(x)=1(i—1+1— L j deci
4\ x 4

jar S={-4,3}. d. Multimea de definitie este R\{-v2,v2}. Notam

7.2 1 :1.(a+4)—a:1.[ a+d  a jzl(}_ 1 J
ala+4) 4 ala+4) 4 \al@+4) ala+4) a a+4)

4
E(x)= €Z o xX*-16¢€{-2,-1,1,2} & Xe{i 14, +£15, + 17,1\/18}. 28.Dupi un an de zile, Paul a primit o dobanda de

x?-16

ﬁ~2000=20plei. Dupa doi ani de zle, Ana a primit dobanda 20p+1—go~(2000+20p)=

5 (20

4000p+20p* "~ 200p+p°
100 5

lei.

5) 2
Rezulta ¥+72002+p =

2
305 « P 290P +§0°" =305 < p?+300p=1525 < p?+2 - 150p + 150%= 1525 + 22500 < (p + 150)2 = 24025 <
< (p+150)2=155? < p=05.
Testull. Ll.a.-2x-3;b.4x+15;c.x*+3x+2.2.a.-92x-13); S :{%} b. (a—\/g)z (G+\/§)2 =0;S= {—\/g, \/g} c.(x+2)?=0; S={-2}.

x2—5x+4_x2+2x—24_(x—4)(x—1).(x+6)(x—2)_x—l
X2 —x-2 "xX*+4x-12 (x-2)(x+1) (x+6)(x-4) x+1’

Testul 2. 1.a.2x-3;b.-x;c.x*-3x+2.2.a. x(zﬁ—x):o;s :{O, 2\/5} b. (a—\/g)z(a+\/§)2 =0;S :{_JE, \/g}c (2\/§—X)(2\/§+X):O;

) 7y 5y 2y | 1-25y* 45y 1-25y* 9
5={-243,243).3.a.C; b. E(y) = - - : - : -2 cQ.
{243,243 ) [1—5y 1-5y)1+5y) By+1) 5052 1-257 50y 10° 2

3.a.B; b. E(x)=

Unitatea 3. Functii
Lectia 1. Functii. Functii definite pe multimi finite

1.f, f;. 2. f(-2) = 3, f(=2) = 4; f nu e functie; geste functie. 3.a. Nu; f(1) =7 ¢ {1,3,5,9}.b. Da.5.a. A={-2,-1,0,1, 2,3},8=1{3,2,1,0,-1,-2};
multimea reprezinta graficul unei functii; b. A={-2, 0, 1, 2, 3}, B={-3, -2, -1, 1, 2}; nu reprezinta graficul unei functii; c. A= {-3,-2, 0, 1, 2, 4},
B={-1,1}; reprezinta graficul unei functii; d.A={0,1,2,3,4,5,6}, B={0,1,2,3}; reprezintda graficul unei functii. 6.a.D=R\{1};

b.D=N* ¢.D=R\{-1,1}; d.D=R\{-2,-1,0}. 7.c. %. 8.a.A,C¢G, B,DeG, 10.a.A={-1,0,1,2}; b.B={-11,-5,1,7}; c.a=%,

b=-1.11.a.AQ1,-1) € G, & f1)=-1 & m=-3; b.m=3; c.a=2, b=-3. 12.a.X={-3,-2,-1,0,1,2,}; b. Y={-1,0,1,2,3,4}; d. £ X > ¥,
f)=x+2. 13.a.50 de functii; b.24 de functii. 14.6 functii. 15.a.x=-1 = f(-2)=6; x=7 = f(22)=-10, f(-2)+f(22) =-4; b. 21.
16. f(1152) = f(27 - 3) = f(27) + f(3) = f(29) + f(2) + f(3) +f(3) =...=3 - 6 +3+2-5=31.17.£: {1,2,3,4,5,6} - {2, 4, 6,8,10, 12}, f(x) = 2x.

Autoevaluare. 2.a.B;b.D;c.D;d.B.3.Nu.4.m=2.

Lectia 2. Functia de forma f: D = R, f(x) = ax + b. Interpretare geometrica. Lecturi grafice

la.V={-7,-5,1,5};b. V={-25,-9,-1,3,7}.3.a. A= {~6,-5,-3,2};b.C= {1, 2,4, 6,13}.4.a. B= {~10, -1, 11, 14};b. D= {-13,-7,-1, 5, 11}.
11

5.a.a=3,b=7;b.a= % b= —gicas -4,b=0;d.a =g, b=-2.6.a.140 lei, 380 lei; b. f: {1, 2, 3, ..., 8} > R, f(x) =80x - 20.7.a.f(-1) =-5=

= A(-1,-5) € G; b.B3,-1) ¢ G; ¢.C(0,-1) € G; d. D3, 6) ¢ G.. 8.a. f(-1) =7, f(2) =4, a=-1,b=6; b.a=-4,b=7,c.a=2,b=1;d. a=-2,
b =-1. 10.a. Punctele sunt coliniare, pe graficul functiei f: R —> R, f(x) = 2x — 1. b. Punctele sunt coliniare, pe graficul functiei f: R > R, f(x) = 3.

c. Punctele nusuntcoliniare. d. Punctele sunt coliniare, pe graficul functiei f: R - R, f(x) = V3x+1.11.a. A(0, 4), B(3, 0),fR—->R, f(x)= —g X+4;
b.C(2,y) e AB < y.=f(2) =g; c.D(xp, 2) e AB & flx) =2 < —ng +4=2 & X, =%. 12.a.AC si BC; b.f:[2,4] - R, f(x) =—x+5; ¢c.[-1, 1].

15.a.f2)=-3 =>m=1; b.m=-3.16.h.a =§, b =%. 17.a.A(0,0) e G;=8+4a=0;a=-2.¢c. (U +f(2) +...+f(10) =2 -a)(1 + 2 +... + 10) +
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+(8+4a) - 10=-15a+190.18.a. G, Ox = {A(3, 0)}, G, Oy = {B(0, 12)}. b. A[%, oj, B(0, -3); c. A[Z‘f, oj, 8(0,243) d. A(2,0), B(0, ~2V5).
19.a. P(-1, -8); b. M(5, 26). 20.a. P(4, 5) = G NG, h(4) =5, deci P(4, 5) € G,,. 21. f(x) ==3x+8,C ¢ G,DeGp22.a.a=2,b=-1; b. fla)=a* =
=a=1.23.d(0,AB)=+2,Ay=6.24.a € {0,2}.25.b. 9;c. Alx, X) € G,=A(2, 2).26. C(a, b) € G,=3a+2=b,d(C, 0x) = |b| = 7; pentrub =7 =
=a= g ¢Z,pentrub=-7=a=-3.27.a. 50 lei; b. A= {1, 2, ..., 20}, f(x) = 5x + 20.

Autoevaluare. 1.a.dreaptd; b. segment; c. -5; d. A(3\/§, 0). 2.a.C;b.D;c.A;d.B.3.a.P(0,2); b. 5=1024=32%.4.m=2.

Lectia 3. Elemente de statistica: indicatorii tendintei centrale

l.a.5;4;4;6.b.-7,-6,-11,9;¢c. 3,68;4,2;4,2;3,2. 2.a. 5,72; 6;6; 7.b. 17,07; 17,5; 19; 11. c. 24,24, 24,3; 24,3 5i 26,5; 5,4. 3.a. 8,24, 7,9;

7,9;1,8.b.x=42,4<45=m.4.a. 36% =34=x=32;b.76.5.190 de asi. 6. 78,90; 77; 77; 42.7. 105 comenzi in cele doua zile impreuna.

8. 40 de puncte. 9. 23,9.10.a. x=4; b. 70%. 11. 7 si 9. 14.a. Firma A: 49,54; 49; 49; Firma B: 49,48; 50; 50. b. Nu; c. Nu.
Autoevaluare. 1.a.frecventd; b. media aritmetica; c. O; d. 8,55. 2.a.C; b.B; c.B; d.D. 3.a. Echipa A: 12; EchipaB: 12; b. m,=12,5;
mg=12; m,>m,. 4. Mediana este 12, una dintre valorile lipsa e 12; a = 6.

Recapitulare si evaluare. 1.a.A;b.F;c.A;d.F.2.a.f(x) =x—2; b. segment; c.-4.3.a.a=6;b.a+b =1—;'; c.0;d. —%. 4.a. —%; b.7;c.12;

15(3-242
d.2.5a.3b.-1si % ¢ 17, d. g 6a. -1 olib|L toc(L7)d (-2 o) 7.2, ;b (-1,-3);c. (2, 1) 8.4 Ceq,
6 2 “11 2 3 5 3'3 9 3'3

10.a. g; b.v2. 12.a.8,5; b.8; c.12. 13.a.A,B,C coliniare; b.A,B,C necoliniare. 14.a.2; b.m e R\ {3}. 15.a.D0={-1,0,2,4,6}.
b. f(x) = x + 2. c. Doar axa Oy in punctul de coordonate (0, 2). 16.a. R\ {-4}; b. [5, +); c. (-4, +»). 17.a. A= {2, 4,5}; b. B={-4, 8,14, 17};

c. C{—E,—}}
373

Testull. l.a.a=1,b=1; c.f(4a)-b>-b=4a*-b*=(2a-b)2a+b). 2.a.A(-3,0), B(0,3); b.a+b=2; c.%. 3.G;nOx=A(=2,0),

) AB-d(C,G
BOzAC = (€,6)) 3d(C,Gf)=¥. 4.Fiea, b e N, cua<30<b. Dacd numerele sunt a, a, 30, b, b, cu

b=a+15si2a+30+2b=135,obtinema=18,75 ¢ N, fals. Daca numerele sunta, 30,30, b,b,cub=a+15sia+60+2b =135,
obtinem a =15, iar numerele sunt 15, 15, 30, 30, 30, deci sirul de date are doar modul 30, fals. Daca numerele sunt qa, a, 30, 30, b,
cub=a+15si2a+60+b=135, rezulta ca a= 20, b =35, iar scorurile obtinute de Ana sunt 20, 20, 30, 30, 35.

G,n Oy =B(0,2), Ay =

Testul2. 1.b.a=1,b=3;c.A(-3,0),B(0, 3).2.a.7; b. 8; c. 11. 3. f(x) =g(x) = x=-9 = I(-9, —=38). 4. Fie x pretul bomboanelor pe care le

achizitioneaza comerciantul. Mediana actualului set de date este 10, deci % <10 & x<7,2. Pretul maxim este de 7,2 lei.

Unitatea 4. Elemente ale geometriei in spatiu

Lectia 1. Puncte, drepte, plane

2. Falsa doar k. 3.a. 5; 10; b. 1; 7. 4. Fiind date 4 puncte necoplanare, oricare 3 sunt necoliniare.a.9-10:2=45;b.10-(10-1)- (10-2):
:6=120.5.0M, unde {0} =d " g h. 6.a. BC— AB < AC < AB + BC, deci punctele A, B, C sunt necoliniare. b. AC=AB + BC < |x- 2| =10 <
< xe{-8;12}; AC+BC=AB < |x-2|=2 < xe{0;4}. 7.a.AB; b.AB; c. MN; d.AG, unde G este centrul de greutate in ABCD.
8. N € (ABC) n a.= AM. Fie O centrul paralelogramului. AM si DO sunt mediane Tn AACD. 9.a. MN { BC si, fiind coplanare, rezulta ca sunt con-
curente. Punctul lor de intersectie € BC < (BCD). b. MD. 10.a. OM, unde {M} = CG n AB. b. Dac& (OG, AB) = o, cum MG c o, ar rezulta CM c o,
adica O, A, B, C coplanare, ceea ce contrazice ipoteza. 11.a. Dacd D € AB = D e (ABC), fals. b. DB DC = {D}. 12. AP=12 cm; AO =643 cm.
13.X € AB < (ABC), X € MN = (MNP), deci X € (MNP) n (ABC). Analog, Y si Z e (MNP) n (ABC). 14. Fie M mijlocul segmentului BD. EM este
linie mijlocie n AABD, deci EM=AD : 2. Analog FM = BC: 2. Presupunem, prin absurd, ci punctele A, B, C, D sunt necoplanare. in AEMF:
EF <EM+ FM < EF < (AD + BC) : 2, contradictie. 15.a. (ACE) N (BDF) = 0Q, unde {Q} = AE " BF si {O} =AC " BD. b. 0Q este linie mijlocie in
AACE siin ABDF, deci CE=DF =2 - 0Q. Asadar AADF = ABCE (L.L.L.).

Autoevaluare. 1.ABca, ADna={A} si DE|la. 2.a.AB| CD si CD | EF; b.A e (AEF) N (ABC) = existd o dreaptd g, astfel incat
(AEF) N (ABC) =g; c.dreptele BD si EF nu sunt paralele. 3.a.BM, respectiv DG, unde {G} =BM N CN. b. Presupunem, prin absurd, ca
(AE, DB) = o.. Cum M e DE c . si AB < a, rezultd ca o. = (ABM) = (ABC), ceea contrazice ca D, E ¢ (ABC).

Lectia 2. Corpuri geometrice. Piramida, piramida regulata, tetraedrul regulat

2.a.F; b. A. 3.1, respectiv 4. 7. A. 8.c. 8cm. 9.a. {S, A, B, D}, {S,A,C, D}, {S,B,C,E}, {S,B,C, F}; b.{S,A, B,C}, {S,A B, F}, {S,B,C,D},
{A,B,C,D}; c.18cm, respectiv 93 cm?®. 10.Fie O centrul bazei. VO=VA-sinVAD=6+3cm si AO=83cm. A,=2883cm’.
11. AM =DM =6+/3 dm si MN = 6~/2 dm. Desfasuram pe un plan fetele ABC si ABD. Suma MP + PN este minima daca, pe desfasurare, punctele

M, P, N sunt coliniare. Deci P este mijlocul muchiei AB. Segmentul MP este linie mijlocie in AABC. P, =12 dm+6+2 dm. 12. Fie M mijlo-

cul muchiei AB. Suma AP + CP este minim& dac4, pe desfasurare, AP L VB. Metoda I. In AVMB, dreptunghic in M, cosB =% = ;2 ::m = g
m




anAPB,dreptunghicTnP,cosB—g BP__3  BP-18km. Metoda a II-a. A AB-VM _VB-AP

AB 30km 5 we =)

13.1n AVAD, AD<VA+VD < 2 -AB<2-VA < AB<VA. 14.a.In AVDC, segmentul FG este linie mijlocie. b. Fie M mijlocul muchiei CD.
Suma VH + HE este minima daca, pe desfasurarea pe un plan a fetelor VDC si ABCD, punctele V, H, E sunt coliniare. Conform cazului de ase-

. Metoda a III-a. AVMB ~ AAPB (U.U.).

manare U.U., AEHC ~ AVHM = CE ﬂc>é:L<:>CH:2,4cm.
VM MH 9 (6cm-CH)

Autoevaluare. 1.b patrat. 2. AC =642 cm; A = 36+2cm? 3.a. A,,;=108 cm?. b. Desfasurdm pe un plan fetele VAB si VAC. Ar&tam c3,

VA-BT 15cm-BT
2 2

pe desfasurare, punctele B, T, C sunt coliniare si BT L VA. A ., = =108 cm* < BT =14,4 cm; AT=10,8 cm.

Lectia 3. Corpuri geometrice. Prisma dreapta, paralelipipedul dreptunghic, cubul

3.c. 72 cm?. 8.a. A; h. A. 9.a. A. 10. c. 8. Cubuletele din varfurile cubului mare. 11. 11 caramizi. 12. Impreuna cu cel deja desenat exista
8 triunghiuri echilaterale determinate de diagonalele fetelor cubului. 13. Cu reciproca teoremei lui Pitagora aratam ca APBC' este dreptunghic
in P. 14.a. AA' || CC’; b. AA=AB=AD=6cm. 15.5g-166=830g. 16.L=1m sau L =2 m; justificati! 17.a. Deoarece A’A || C'C, deducem
ca punctele A, A’, C, C’ sunt coplanare. Cum O € AC si AC = (ACC') = O e (ACC'). b. Patrulaterul ACC'A’ este paralelogram si atunci A’O’ || AC.

,Oqg (/)4'2 % Asadar G apartine medianei AO’, OG ; 18. AB=3 m; d(E,AB)=1, 543 m. 19.a. Triun-

Deci AA'GO’' ~ ACGA =

ghiul C'BD este echilateral cu BD=16+2 cm. b. Sunt diagonale Tn paralelogramul ACC'A’. c. Aplicdm axioma paralelelor. d. Toate muchiile
sunt congruente, deoarece sunt diagonale Tn patrate congruente. 20.a. Perimetrul este 60 cm. b. Deoarece <ABC =120° si dreptele A’F' si BC
coincid, obtinem ca AA’AB este dreptunghic in A, cu <AA’B=30°. Atunci A’B=20cm si A/A= 1043 cm. Aria fetei este egala cu 1004/3 cm?.
21. Desfasuram pe un plan fetele ABB'A’, BCC'B’ si CDD'C'. Triunghiurile B'C'P si DAP sunt asemenea. Deoarece AD =3 - B'C’, deducem ca
AP =3 - PC'. Se intdlnesc dupa 45 de secunde.

Autoevaluare. 1.c72cm.2. AM=CM =63 cm.3.a.AB=6cm si BC =3 cm. b. Desfasuram pe un plan fetele ABB'A’ si BCC'B’. Aratam ca

A'C=+162 cm<+/169 cm=13cm.

Lectia 4. Corpuri geometrice: cilindrul circular drept, conul circular drept

4.a.8ncm; 16mecm? 56mcem? b.12cm; 144ncm? 240mcm? c.7cm; 5cm; 49ncm?, d.8cm; 4cm; 1éncm; e.10cm; 20mcm;
100mcm?  7.a.10mcm; 25mcm? 60mcm? 150° b.10cm; 100mcm? 200mcm? 180° c¢.12cm; 30cm; 144ncm? 144°;
d.6cm; 120cm; 12rcm; 18° e.4cm; 8rcm; 16mcm? 96mcem? 8. A4=2-(2-R-G)+2-n-R-G=800cm?+400r cm?

9. L, =~/(81)* +10> m<+/64-10+100 m=+/740 m<27,5 m.

Autoevaluare. 1.a.2.120mcm? 3.R=8cm.

Lectia 5. Drepte paralele. Unghiul a doua drepte

1.b.3.b.4.a. AA" || CC' = C' € (A’AC), etc. b. Cum punctele A si C’ apartin celor trei plane, dreapta AC’ este inclusa in toate trei. Planele fiind
distincte dou# cate doud, intersectia lor poate fi cel mult o dreapta. 5.a. ¥(MN, CD) = <(AC, CD); b. in APAB isoscel de bazi AB, mediana
PM este si Tndltime. c. Segmentele MN, NP, PQ, MQ sunt linii mijlocii in triunghiuri echilaterale congruente. Initial, cum MN || PQ, rezulta
ca punctele M, N, P, Q sunt coplanare. Apoi aratam ca MNPQ este romb. 6.a. Deoarece %:%, aplicand reciproca teoremei lui Thales,
rezultd ca PQ || AB. 7. 60°. 8.a. MN si PQ sunt linii mijlocii. b. MN || PQ si deci punctele M, N, P si Q sunt coplanare. Segmentul MP este dia-
gonald comuna in paralelogramele MNPQ si MSPR. c. <(MN, NP) = <(AC, BD) =90°. Asadar MNPQ este paralelogram cu un unghi drept.
9.a. <(VB, AD) = <(VB, BC); h. Desfasurand pe un plan fetele VBC si VDC, obtinem un romb Tn care BP este bisectoarea unghiului VBC. c. Fie O
centrul bazei. Segmentul OP este linie mijlocie Tn AVAC. Obtinem OP = 8 km si OB = 82 km, iar tg(VA, BP) = tg(OP, BP). d. BP = p% - (BC + CP).
10. 60°. 11. MN || AC = <«(MN, CD) = <(AC, CD). Cu reciproca teoremei lui Pitagora, AACD este dreptunghic in C. 12.a. 45°; b. 90°; c. 60°.
13. MN || AB si AB L OD. 14. Fie M mijlocul muchiei AC = BM este median in AABC. Deci G, € BM, astfel incat BM=3 - G,M. In final,
GM _GM

BM ~ DM
AC 1 BO, iar A'C' || AC. 16.a. <(MO, NQ) = <(MO, BD); MO este mediana in AMBD isoscel de baza BD; 90°; b. <(AQ, 00') = <(BP, 00’) si se
tine cont ca APBD este echilateral; 60°; c. <(DO’, AN) = <(DO’, DP) = 30°. 17.a.cos <(AA’, CD") =cos <(AA’, A’B) =0,8; b. tg <(AD’, BC) =
=tg <(BC', BC)=1,(3); c.Fie ACnBD= {O}; D'0=D'\/82 cm; tg<«(AD', A'C")=tg «(AD', AC) = J41:3; d.sin <(A'B, AD") =sin< (D'C, AD");

Appc = M—é\/ _DA pc. S”;{(DA ,DC). ; sin<(D'A, DC)_L 18.a. 0°, 90°, respectiv 45°; b. Segmentul OQ este linie mij-

. 15.a.120°, respectiv 60°. c. 60°. d. Patrulaterul ABCO este romb si deci

locie Tn trapezul D'DBN; c. Notdm cu Q" mijlocul segmentului MP. Folosind teorema liniei mijlocii Tn trapezul CPMA, obtinem ca 0Q’ || AA’ si
0Q' = 6 cm. Prin punctul O putem duce o singura paralela la AA’ si, in interiorul prismei, un singur punct situat pe aceasta paralela are proprie-
tatea ca se afla la 6 cm de punctul O. Rezulta ca punctele O si Q' coincid. Deducem ca punctele M, N, P si D’ sunt coplanare si sunt varfuri ale
unui paralelogram.

217



218

Autoevaluare. 1.a. paralele sau necoplanare; b. 90°; c. congruente sau suplementare. 2.a.» 4; b. - 1;¢c.» 3.3.a.BC || A'D',BC=A'D' =
= BCD'A’ paralelogram = A'B || D'C; b. <(AC, B'D") = «<(AC, BD) = 90°; c¢. <(A’'B, DC') = <(A'B, AB") = 60°.

Lectia 6. Dreapta paralela cu un plan

2.B,Cea=BCca;AgasiBea=ABna={B};ACna={C};CumDE ¢ o,DE || BCsiBC < 0.=DE || o..3. DE || AB. 4. P,: putemavead c a.
P,: putem avea d si g drepte necoplanare. 5.a. A'D’ || BC; b. AD « (A'BC), AD || BC si BC = (A'BC) = AD || (A'BC); c. BB’ || DD'; d. Patrulaterul
BB'D'D este paralelogram, deci B'D' || BD. 6.a. CD < (ABC); b. D'O n (ABC) = {O}; c.AB || (C'CD);d.D'O c (BB'D); e.CC' || (A'AB); f. BC' || (A’AD).
7.a. OM este linie mijlocie AA'BC; b. A'B ¢ (AMC'), A'B || OM si OM <= (AMC') = A'B || (AMC"). c. <(A'C’, AM) = <(MAC). 8.c. Aratam ca ABQP este
paralelogram. d. D'Q || BP. 9.a. MN || BC. b. Cum MN || (BCD) si CD < (BCD) = MN n CD = &. Deci MN || CD sau MN si CD sunt drepte necopla-
nare. Punctul C ¢ MN, BC || MN, dreptele BC, CD sunt diferite si atunci CD 4 MN (axioma paralelelor). c. <(MN, CD) = <(BC, CD). 10.h. Aratam
ca patrulaterele ACDF, FDD'F' si ACD'F’ sunt paralelograme. in consecintd, CD' || AF'. d. A'C’ || AC si ABCO este romb. 11.a. DENCV = {M}
si atunci D, C, E, V sunt puncte coplanare. Patrulaterul DCEV este paralelogram, deci VE || CD. c. Segmentul OM este linie mijlocie ABMD.

d. MD = ME si MB=MD. 12.a. Fie M mijlocul muchiei VB. Punctul G, se afla pe mediana AM, astfel Tncat ,ZC:; =%. Obtinem I\ch;l = IZIC;Z si
deci G,G, || AC. b. Aplicam Teorema 3: G,G, || (ABC), B € (ABC), BE || G,G, = BE = (ABC). 13. Arcele congruente AC si BD sunt cuprinse Tntre

coardele CD si AB, deci CD || AB. 14.a. AAMB = AANC (L.U.) = MB=NC. Cum %:% = MN || BC. b. A € (AMN) n (ABC) = exista o dreapta

g, astfel incat (AMN) n (ABC) = g. c. Aplicam Teorema 2: MN || (ABC), MN < (AMN), (AMN) n (ABC) =g = g || MN. 15. Din teorema bisectoarei
n AABC siTn AABD, obtinem MA = AB (1), respectiv NA = AB (2).
’ ! MC BC ND BD
MA _ NA AB _AB

,=" Dacd MN || (BCD), cum MN < (ACD) si (ACD) N (BCD)=CD = MN || CD = ——=——(3).Din (1), (2) si (3) > —==—= = BC=B8D.
’ MA  NA MC ND ’ BC BD

<" Dacd BC = BD, din relatiile (1) si (2) = MC-ND = MN || CD si cum MN & (BCD), iar CD < (BCD) = MN || (BCD).

Autoevaluare. 1.BC c (ABC); VA N (ABC) = {A}; DE || (ABC). 2.a. AD « (VBC), AD || BC si BC = (VBC) = AD || (VBC). b. Fie AC~BD={0};
VD || OT. c. Cum VD nAT=@ = VD || AT sau dreptele VD si AT sunt necoplanare. Punctul T ¢ VD, OT || VD, dreptele AT, OT sunt diferite =
= VD 4 AT (axioma paralelelor). 3.a. A’C' || AC; b. Segmentul OP este linie mijlocie Tn AC'BD. c. <(AD’, OP) = <(BC’, OP) = 60°.

Lectia 7. Plane paralele

2.a. DE este linie mijlocie in AVAB. c. EF || BC; d. DENEF = {E}; DE || AB, EF || BC, ABNBC={B} = (DEF) || (ABC); e. Aplicdim tranzitivi-
tatea relatiei de paralelism. 3. P,: putem avea d || g; P,: dreptele d si g pot fi necoplanare. 4.a. identice; b. paralele; c. secante. 5. Deoa-
rece ABNAC={A}, AB || o si AC || a, rezultd c& (ABC) || o si cum BC c (ABC), obtinem BC || o.. 6. Punctul N este mijlocul muchiei AC. Cum
ON~MN={N}; ON || A’/A, MN || AB, AA N AB = {A} = (MON) || (ABB"). 7.a. MN || BC' si MQ || BD. c. ABC'D' este paralelogram. MN || BC' || AD'

siMQ || BD | B'D'.8. %=% = MN || BC. Analog NP || CD. 9. MN || AB, PQ || CD, AB || CD. Deci MN || PQ si atunci M, N, P, Q sunt coplanare.
10. NP || AC = % (NP, BC) = %(AC, BC); AAMB = AANC (L.U.) = MB = NC. 11.b. % :% :%. Atunci AMNP ~ AABC (L.L.L.). c. Cum M ¢ (ABC),

(MNP) || (ABC), (MQP) || (ABC), deducem ca (MNP) si (MQP) coincid. d.V e (VAB) n (VDC)=g. Cum AB || CD, ABc (VAB), CD < (VDC) si
(VAB) N (VDC)=g = g || AB. Din g < (ABC), g || AB si AB < (ABC) = g || (ABC). e. Din g || (ABC) si BD = (ABC) = g || BD sau g si BD sunt drepte
necoplanare. Cum B ¢ g, BA || g, BA si BD sunt drepte diferite, aplicAnd axioma paralelelor, rezulta ca BD # g. 12.a. Fie M mijlocul muchiei CD.

In AABM, AG, separd punctele B si G,. Deci existd un punct G, astfel incat AG, N BG, = {G}. Obtinem ,\;Zl = IZ% :%. Atunci G,G, || AB =
= AMG,G, ~ AMBA = G,G, _ MG, -1 totdin GG, || AB= A GG,G, ~ AGAB = GG, GG, 1 = GG, -1 Succesiv, analog CG, si DG, sunt
AB BM 3 AG AB 3 AG, 4 ’

concurente cu AG, n punctul G. b. G,G; || MN, unde N este mijlocul muchiei BD. b. G,G, || PN, unde P este mijlocul muchiei BC. 13. Cum B || v,
(ACD) Ny =MQ si (ACD) B =CD = MQ || CD. Din B || y, (BCD) ~y = NP si (BCD) N B =CD => NP || CD. Deci MQ || NP. Analog MN || PQ.
Autoevaluare. 1.a.secante; b. punct; c. paralele. 2. Toate sunt false. 3.a. AM || NC' si AM=NC' = ANC'M este paralelogram = C'M || AN.
b.CMnNCD = {C’}, C'M || AN, C'D' || ABsiABNAN = {A} = (MC'D’) || (ABN). b. Fie P mijlocul muchiei DD’. Avem: MD' || AP || BN si B'D' || BD.

Lectia 8. Sectiuni paralele cu baza in corpurile studiate

1.c. P=16y2 cm; A=32cm? 2.c. P=20cm; A=25cm? 4.b. R=3 cm; A=9ncm> 8.b.R=6cm sir=3 cm. Cu teorema fundamentald a
asemdndrii, obtinem ca generatoarele formate au aceeasi lungime, 5 cm. 9.b. Cu teorema fierdstrdului, obtinem MN || AB. Deci ASMN ~ ASAB.
P=40cm; A=100cm? c. ASMG ~ ASAE. Obtinem ca G e SE, astfel incat SE = 3 - GE, iar SE este mediana in ASAB.

Autoevaluare. 2. Triunghi echilateral, dreptunghi, respectiv hexagon regulat. 3.b. A = 16 cm?, respectiv 6 cm.

Lectia 9. Dreapta perpendiculara pe un plan. Distanta de la un punct la un plan.
Aplicatii: inaltimea unei piramide, Tnaltimea unui con circular drept

3.VALla si ADco = VA LAD; VD=15m. 4.1In AABC, echilateral, CM este median, deci si inéltime. Atunci CM L AB. Analog DM L AB.
Deoarece AB L CM, ABL DM si CMnDM= {M} = AB 1 (CDM). Cum AB L (CDM) si CD = (CDM) = AB L. CD. 5.a. A’A 1 (ABC) si AC = (ABC) =



= A’A L AC. Obtinem A'C= 62 cm. Fie AD LA'C = d(A,AC)=AD= 342 cm. b. AB=33 cm si BC=3cm; A'A L (ABC) si BCc (ABC) =
= A’A L BC. Cum BC L AB, BC L A'A si ABNA'A={A} = BC L (A'AB) = d(C, (A/AB)) = BC =3 cm. 6.a. MB=4/5 cm; d(A,MB)=1,6y/5 cm.
b. Unghiul ACB inscris in cerc se sprijind pe diametrul AB si, In consecintd, este unghi drept. Obtinem AC=4cm si BC =443 cm . Din
MA 1 (ABC) si BC = (ABC) = MA L BC. Cum BC L AC, BC L MA'siAC~MA={A} = BC L (ACM) = d (B, (ACM))=BC = 43 cm. 7.a. AB ¢ (D'DC),
AB | CD si CD < (D'DC) = AB || (D'DC). b. Cum D'D 1 (ABC) si BD c (ABC) = D'D 1 BD. c. Din D'D L (ABC) si BC < (ABC) = D'D 1 BC. Cum
BC L DC,BCLD'DsiDCADD={D} = BC L (D'DC). d. AC 1L BD si AC L D'D. e. In AD'DB, segmentul MO este linie mijlocie. Din D'D 1 (ABC) si
MO || D'D = MO L (ABC). f. <(BC, D'A) = <(AD, D'A) = <D'AD. In AD'AD, tg<«D'AD = \/5 8. OB este raza cercului circumscris triunghiului echila-
teral BCD. Deci BC = OB~\/§ =AB . Segmentul AO este Tnaltimea tetraedrului regulat. Deci AO L (BCD) si cum OB = (BCD) = AO L OB = AAOB
este dreptunghic in O si obtinem AB?=A0*+ 0B? < (OB\/§)2 =(12 cm)? + 0B* < OB =6+2 cm. Deci AB =6+/6 cm. Desfasurand pe un plan
fetele ABC si ACD, obtinem rombul ABCD. Lungimea drumului minim este egala cu 182 cm. 9.a. In AABC, echilateral, AB = 0A-+/3 =9+/3 cm.
Deci OA =9 cm. VO este inaltimea piramidei = VO L (ABC) si cum OA < (ABC) = VO L OA. b. Fie OAnBC= {M} Deoarece BC 1 VO, BC 1. AM
si VONAM = {O} = BC 1 (VOA). c. a || (ABC), (VAB) na=MN, (VAB) n (ABC) =AB = MN || AB = AVMN ~ AVAB. d. <(MN, BC) = <(AB, BC);
ME _AM ME 10cm

Vo VA 12cm 15cm
= ME 1 (ABC) = d(M, (ABC)):ME:8 cm. f. MNPABC este trunchi de piramida triunghiulara regulata si deci AMNP ~ AABC. 10. VO este

Tnaltimea conului = VO L (ABC) si cum OA < (ABC) = VO L OA. Obtinem VO = 9 cm. Deoarece diametrul AB njumatateste coarda CD, rezultd
cd AB L CD.Cum CD L VO, CD L AB si VO nAB={0} = CD L (VAB). 11.a. OA= 62 cm; d(v,(ABC))=VO =67 cm . b. In AVOA, fie F < 04,
astfelincat EF || VO = AEFA ~ AVOA si obtinem EF = 4/7 cm . DInEF || VO si VO L (ABC) = EF L (ABC).c. AO L VO,AO L BDsiVO N BD={0} =
= AO L (VBD) = d(A,(VBD))=A0=6v2 cm. d.Fie M mijlocul muchiei BC si OH L VM, cu H e VM. Obtinem OM=6cm, VM =122 cm
si OH=1,5V14 cm . Din BC 1 VO, BC L OM si VO ~OM=1{0} = BC L (VOM) si cum OH < (VOM) = BC L OH. Asadar OH L VM, OH 1 BC,
VMABC={M} = OH L (VBC) = d(0, (VBC))=0H=1,5J14 cm. 12.a. OA=AB=12 cm. Cum VO L (ABC) = d(V, (ABC)) = VO = 8 cm. b. Fie
AC ~ BE = {T}. Patrulaterul ABCO este romb. Deci AT | BE si obtinem AT =6+/3 cm. Cum AT 1 BE, AT 1 VO si VO N BE = {0} = AT 1 (VBE) =
= d(A, (VBE))=AT. c.In AVOT fie OH L VT, cu H e VT. Obtinem OT =6 cm si OH = 4,8 cm. Din AT L (VBE) si OH c (VBE) = AC 1 OH. Deci
OH L VT,0H LACsiVTnAC= {T} =O0H L (VAC) = d(O, (VAC)) = OH. d. Patrulaterul ABCF este trapezisoscelcuAB || CF.V e (VAB) n (VFC) =g.
Deoarece AB || CF, AB < (VAB), CF < (VFC) si (VAB) n (VFC) =g, rezultd g || AB si atunci (g, BE) = <(AB, BE) = 60°. 13.a. Fie ACNBD = {O}
BD=CB=CD=AB2=6y2 cm. Asadar AC'BD este echilateral si, cum C'C=CD = CB, rezulta ca CBC'D este piramida triunghiulara regulata.
Deoarece AC'BD este echilateral si G este centrul de greutate al acestuia, rezulta ca G este centrul cercului circumscris bazei acestei pira-
mide. Deci CG este Tnéltimea piramidei CBC'D. Din CG L (C'BD) si C'O < (C'BD) = CG L C'0O. Obtinem OG =C'0:3=+6 cm, iar CG=2+/3 cm.
b.AB=A'C'=A'D=BD=CB=CD = A'BC'D este tetraedru regulat. Cum G este centrul cercului circumscris bazei, rezulta ca A'G L (C'BD).
Deoarece G € (C'BD), A'G L (C'BD) si CG L (C'BD), deducem ca dreptele A’G si CG coincid.

e. In AVOA, fie E € OA, astfel incat ME || VO = AMEA ~ AVOA = = ME =8 cm. Din ME || VO si VO L (ABC) =

Autoevaluare. 1.a.A; b.F; de exemplu, Tn cubul ABCDA'B'C'D', A’/ALAB, A’/ALBC si AB#BC; c.A. 2.a.AAOC=ABOC (I.C.);
b. Din OC 1 OA, OC 1 OB si OA n OB=1{0}. ¢. BC 1 OM, BC L AM si OM nAM={M}. 3.a. VO=9v3 cm. b.Fie T € OA, cu ET || VO. Obtinem
d(E,(ABC))=ET = 34/3 cm . c. Fie Mmijlocul muchiei BCsiOH L VM, H € VM. Aratam caBC L (VOM)siOH L (VBC).Obtinem =0H =4,5- J3em.

Lectia 10. Distanta dintre doua plane paralele. inél’gimea prismei drepte si a cilindrului circular drept.
Inaltimea trunchiului de piramida si a trunchiului de con circular drept

La.(A'B'C') || (ABC) si O e (ABC) = d(0, (A'B'C"))=d(A, (A'B'C'))=AA"=4cm; b.Fie OMLBC, cu MeBC. Cum OMLBC, OMLBB' si
BCnBB ={B} = OML(B'BC) = d(0, (B'BC))=0M=2cm. c.AB| (CDD) = d(AB, (CDD))=d(A, (CDD"))=AD=4cm; d.(BCC') || (ADD) =
= d((BCC), (ADD) = d(B, (ADD")) =BA=4 cm. 2. P, =2 - (2nR+ G) =24ncm + 9 cm; £, = 24ncm; G=h=4,5cm. 3.a. CM=ABV3:2=6 cm;
A, =123 cm?. b.C'C=6y3cm. c.(ABC) || (ABC) si Ge (AB'C) = d(G, (ABC))=d(C, (ABC))=CC’; d. AM=2y3 cm. 4.a.P,=24cm.
b.D'D=8cm. c.Cum AOLBD, AOLBB si BDNBB'={B} = AOL(BBD) = d(A(BBD))=A0=3v2cm. d.Fie OMLBC, M e BC;
AB_BC DD _AB+BC+D'D _24cm
4 3 5 4+3+5 12
b.h=D'D=10cm. c. d(O, (BC’C)) =0T=4cm (OT este linie mijlocie in AABC). d. Fie AE L BD, E € BD; AE=4,8 cm. Cum AE L BD, AE L BB’ si

BD N BB'={B} = AE L (BB'D) = d(A, (BB'D)) = AE=4,8 cm. 6.a. AB=10 cm si A’A =15 cm; d(A'B'C’), (ABC) =A'’A=15 cm. b. Fie ACN OB = {T};
CTLOB si CT= 53 cm; d(C, (B'0B))=CT. c.in ABCE, CO este mediana si CO=BE: 2. Deci EC L BC si cum EC 1 BB, BC BB = {B} =
= EC 1 (B'BC) = d(E, (B’BC))= EC =103 cm. d. d(E, (B'BC)):ET:IS cm. 7. Fie O si O’ centrele bazei mari, respectiv bazei mici. in trape-
zul dreptunghic AOO'A’, OA=4\3 cm si O'A'=2y3 cm. Fie A'E L OA, E e OA. Obtinem A’E=6cm=00. 8. A/A=10 cm; A, 0=48 cm?
d(0,A’A)=9,6cm.9. h=24cm.10.G=10cm, h=8cm,R=8cmsir=2cm. 11. 11 cm. 12. (AB'D") || (C'BD); punctele A’, G', G, C sunt coliniare;
d((AB'D"),(C'BD))=G'G = A'C:3=4+/3 cm. (Vezi rezolvarea problemei 13 de la Lectia 9.)

Autoevaluare. 1.a.distanta; b. mic3; c. h=G. 2.a.100m cm?. b. 443 cm; c. 1043 cm. 3.a. 44/3 cm . b. Fie £ mijlocul muchiei AC. Cum
PE || A'Asi A’A L (ABC) = d(P,(ABC))=PE =23 cm..c. d(C,(A'’AB))=CM =63 cm , unde M este mijlocul muchiei AB.

d(0, (BC'C))=OM=3cm. 5.a.

=2cm; AB=8cm, BC=6cm si DD=10cm; P,=28cm.

Lectia 11. Plane perpendiculare. Sectiuni diagonale si sectiuni axiale

3.b. VO 1 (ABC), VO < (VBD) = (VBD) L (ABC). 4.a.Din VO L (ABC), VO < (VAM) = (VAM) L (ABC). b.Vezi Teorema 3: (VAM) L (ABC),
T e VAc (VAM), TE L (ABC) = TE < (VAM). c. BC L (VAM) si cum BC < (VBC) = (VBC) L (VAM). Eventual, vezi Teorema 2: (VBC) L (VAM),
(VBC) n (VAM) = VM, AH L VM si AH c (VAM) = AH 1 (VBC). 5. Fie ABB'A’ sectiunea axiald cu AB=2-R; P=10-R=40cm = R=4cm;
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AB=8cm, B'B=12cm, iar BA=~/208 cm<+225 cm=15 cm. Ramane un capat in afara suportului. 6. P, = 122 cm. Fie O centrul bazei.
Deoarece VO 1 (ABC), VO < (VAC) = (VAC) L (ABC). Din AO L (VBD) si AOc (VAC) = (VAC) L (VBD). 7.b. BC L (A’AM) si BCc (A'BC) =
=(A'BC) L (A’AM).c. FieAH LA'M,H € A'M; AM = 6\/5 cm,A’'M =12 cm,iar AH :3\/5 cm .Cum(A'BC) L (A’AM),(A'BC) N (A’AM) = A'M,AH L A'M
si AH < (A’AM) = AH L (A'BC). 8. Patrulaterul ABCO este romb cu AC =63 cm. A, .oy = A, =3633 ci? si A, =72 cm2. 9. r=4cm,
R=16 cm, 15 cm, respectiv 20 cm. 10. . 4,,;=R - h=12 cm? Din (VAB) L (VDC), (VAB) N (VDC) = VO, AB L VO si AB c (VAB) = AB L (VDC) si
cum DC < (VDC) = AB 1 DC. Obtinem VB =CV="5cm, BC =42 cm si A, =2+/34 cm? . 11. Aplicam Teorema 4. 12.a. D'0O =16 cm = AC
si Ap,.=128 cm? b. Fie DH L D'O, cu H e D'O. Cum AC L (D'DO) si AC  (D'AC) = (D'AC) L (D'DO). Din (D'AC) L (D'DO), (D'AC) ~ (D'DO) = D'O,
DH 1 D'O si DH = (D'DO) = DH L (D'AC) = d(D, (D'AC))=DH = 443 cm . c. Sectiunile diagonale ACC'A’ si BDD'B’ sunt sectiunile axiale cu aria
maxima, egala cu 12843 cm?. O sectiune axiald cu aria minima este dreptunghiul cu varfurile Tn mijloacele muchiilor AD, BC, B'C', respectiv
A'D' si are aria egald cu 646 cm?®.13.a. A, ., = A,ppp = 48 cm?. b. Fie C'M L AC, cu M e AC. Obtinem AM =642 cm, CM=0'0=6+2 cm si
AC' =12 cm. c. AAOQ ~ AAMC'. 00 =442 cm . 14.a. Sectiunile ACC'A’ si BDD'B’ sunt trapeze isoscele, congruente. b. AA'QC’ ~ ACQA (U.U.) =
AC A AC:2 A A0 A
AC cgc’ AC:2 cg'Dec' co - cg
(reciproca teoremei unghiurilor opuse la varf) < AC' " A'C 1 0'0 = {Q}. Analog BD' " B'D n 0'0 = {0’}

sicum <QA'0' = ¥QCA = AA'QO’' ~ ACQO (L.U.L.) = <A’Q0' = «CQA = O, Q, O’ sunt coliniare

Qo' Q0 _ ABN2
00 Q0 AB2

= punctele Q' si Q

coincid.

Autoevaluare. 1.a.36cm?%hb.5cm;c.8cm.2. Ay, =72cm?si A, =.A,,. =453 cm?3.b. Din BD L (A’AC) si BD = (A'BD) = (A'BD) L (A’AC).
c. A0 =46 cm. Fie AH L A'0, cu H € A'0. Cum (A'BD) L (A'AC), (A'BD)  (A'AC) = A0, AH L A'0, AH = (A'/AC) = AH L (A'BD).

Lectia 12. Proiectii pe un plan. Unghiul dintre o dreapta si un plan

1.a. MN=PQ =43 cm.h. 46 cm; c.8cm; d. 843 cm . 2.a.0 € (A'AB) no.=A'B'. b. AA" || BB' = AAOA’ ~ ABOB'. 3.a. AA' L o, 00’ L 0. si
BB’ L o= AA’ || OO0’ || BB, iar AA’ si BB’ determina (A’AB). Punctul O € AB < (A’AB), iar OO’ || AA’, deci 00’ = (A’AB) cu O’ € (A’AB) na.=A'B'.
b. Aplicam teorema paralelelor neechidistante: AA’ || OO’ || BB', AB si A’'B’ secante. 4.a. AO L a; AAOB = AAOC (I.C.) = OB =0C; <BOC=90°;
b. $ABO=30°; c. 0B=2+/3 cm . 5.a. <MAC=60° MC =6+/3 cm, AC=6cm si CD =32 cm; tg(«MDC) =+6; b.~[7 / 7; c. tg(«OMD) =+/13 / 13.
6.00' || BB', deci determina un plan B. Cum OB || o, OB<= B sia nB=0'B" = OB || O'B'. Patrulaterul O0'B'B este dreptunghi. Deci OB L 00'.
Cum OB 1 (00,AA) si OB|| OB = 0B 1(00,AA). 7.a.0° b.<«(EG, FG)=45° c.<(BG,0G)=30° 8.a.AC=30cm, AC'=50cm;
cos(xC'AC) =0,6. b. Fie N = pr ;oM = MN L (ABC) = d(M, (ABC)):MN. Punctele A, C' si M, respectiv A, C si N sunt coliniare. Cum C'C || MN
= AAMN ~ AAC'C. Obtinem MN =72 cm. 9.a. A’'C’ || (ABC); 4~/2 cm . b. Fie O si O’ centrele bazei mari, respectiv bazei mici. Fie £ € OA, astfel
incat A'E || 0'0. Obtinem pr ;0 A'/A= AE =272 cm. c. 4 cm. 10.a. Fie PruamA = E; PrygmAD=AE=4cm. b. A,z = 48/5 cm?; c. <DME = 45°.

1l.a.VA=6cm si OA=3+2 cm; <VAO=45°=%AVO; c.OM=3cm si VM=3v3 cm. In AVOM, fie OH LVM, cu He VM. Se aratd ci
Prse0 = H, deci pry,VO = VH. Prin urmare =sin(<OVH)=sin(<0VM) =+/3:3. 12.a. Fie O centrul bazei BCD. Obtinem PrgepyAB=B0 =6 cm;
b. prge,AM =0M =3 cm; c. Fie BH L AM, cu H € AM. Cum BH L (ACD) = pr,¢,BM = HM = 3 cm. 13. Fie M si M’ mijloacele muchiilor BC, respec-
tiv B'C". Punctul G’ apartine medianei A'M’, astfel incat A'G'=2 - G'M'. Cum przA'M' =AM, G' € A'M' = pr ,;G' € AM. Conform teoremei
AG _GM AG _AG 2

= — = =—. Deci punctul G apartine medianei AM,
AG GM T GM GM 1 P part

paralelelor neechidistante, din A'M' || AM, AA’, GG', MM’ secante =
astfel incat AG=2 - GM.
Autoevaluare. 1.a.dreaptd sau un punct; b. 0 cm;c. 0°. 2.a. 45°; b. 5 cm; c. 4 cm. 3.a. <VAO=60° b. OB L (VAC); O cm; c. J7:7.

Lectia 13. Unghi diedru. Unghi plan corespunzator diedrului. Unghiul a doua plane. Plane perpendiculare

1.a. <COD = 60°; <AOC = <BOD = 120°. b. 60°. 2. <AOB =120°.3. <DAC = 30°; AC = 63 cm. Fie Mmijlocul laturii AB. Cum (ABD)  (ABC) = AB,

2
DM L AB cu DM < (ABD), CM L AB cu CM < (ABC) = <((ABD), (ABC)) = +CMD; tg(+:CMD) = 0,(6). 4. cos(«((ABC), (AB'C")) = Apge _ 9cm’ 1

Ape 18cm? 2
rpRrer o o \/§ 0. 0. o 1, r Jg o U 0. !
= <)i((ABC), (ABC))=60 . 5.50° 6.b.—. 7.a.90°; bh.0° c.90°. d.COS(<(COO ))=? 8.a.90°. h. «C'AC=30° tg(«CBC):\/E/&

3

AABC = 12 e’ =é. 10.a. sin(«VAO) :3\/E/13; b. tg(xVT0) =0,(3); c. «VMO =60°. 11.a. 30°; h. 45°;
A,pe 15cm® 5

c. 60°. 12.a. ¥OMV =30°; b.a. *AOM=45°; c. Atentie: <NVM=120°! Deci <I((VAB), (VDC)) =60°. 13.a.60° h.Fie EM LAB, cu M e AB.
Obtinem EM = 4\/§ cm= d(E, (ABC)). Deci EM 1 (ABC) si cum EM < (ABE) = (ABE) L (ABC). c. <AEB=60°. 14. Fie ABNCD= {M} Diame-
trul AB este mediatoarea coardei CD si AB= 83 cm, iar AM=12 cm. Cum <A'MA = 60°, obtinem A'/A= 1243 cm si tg(«B'MB) = 34/3. 15. Fie
VABC tetraedru regulat cu O centrul bazei BCD. Cum VO L (ABC) = pr 5, AVBC = AOBC. Deci cos((VBC), (ABC)) = 0,(3). 16. Fie M e BC, astfel
ncat DM L BC. Cum (BCD) L (ABC) si DM < (BCD) = DM L (ABC) = d(D, (ABC))=DM. Fie N € AC si P € AB, astfel incat MN L AC si MP L AB.
Avem <I((ACD), (ABC)) = <DNM si <I((ABD), (ABC)) = <DPM. Din ADMN = ADMP (C.U.) si ABMP = ACMN (C.U.) = BM = CM. Obtinem MN = 33 cm
si DM =3 cm. 17.a. Fie M mijlocul laturii BC. Avem BC L o, MT c o, asadar BC L MT, deci MT este mediatoarea segmentului BC in pla-
nul (BCT), de unde rezulta ca TB=TC. b. Daca a.n (ABC) = d, rezulta ca d este mediatoarea segmentului BC. Analog, notand 8 N (ABC) =g si
vy (ABC) = h, rezulta ca g este mediatoarea segmentului AC, iar h este mediatoarea segmentului AB. Punctul lor de intersectie, O, se afla in
toate cele trei plane. Fie / = o~ B. Avem BC L o si £ c a, deci BC L £.Din AC L Bsi / B, rezulta AC L ¢, asadar ¢ 1 (ABC). Analog, dacd notam
0"=a Ny, rezultd ca ' 1 (ABC) si, deoarece dreptele £ si ' contin punctul O, rezultd ca £ = ', deci dreapta / este intersectia celor trei plane.
c. ¥(B,v) = <(g h) = <A, <(a,y) = «(d, h) = <Bsi <(a, B) = <(d, g) = «C.

c.+/21/7. 9. cos((ABC), (ABC'))=

Autoevaluare. 1.a.180;b.0;c.90.2.a.F; b.F; c. A. 3.a. 90°. b. ¥A'CA =45°; tg(<A’0A) = 2; c. cos(«xD'0OD) = J5:5.



Lectia 14. Teorema celor trei perpendiculare. Calculul distantei de la un punct la o dreapta;
calculul distantei de la un punct la un plan; calculul distantei dintre doua plane paralele

1.a.Cu T3.L: VA L (ABC), AB LBC, AB si BCc (ABC) = VB LBC = d(V, BC)=VB =22 cm. In AVAB, fie AH L VB , cu H e VB. Cu R2 T3L:
AH L VB, AB LBC, VB 1 BC, VB si BCc (VBC) = AH 1 (VBC) = d(A, (VBC))=AH=x/§ cm. b. Fie AMLBC,cuMeBCsiAH LVMcu H e VM;
d(V,BC)=VM=6cm; d(A, (VBC))=AH=3cm; c.d(V,BC)=4cm si d(A,(VBC))= V3 cm. 2.a.10cm; b.4,8cm; ¢.9,6cm. 3.a.Cu T3,
d(V,DC) =VD =82 cm; VDA = 45°; b. Fie AE 1 BD,CuE € VD$iAH L VE,cuH e VE. d(V,BD)=VE = 47 cm, d(A, (VBD)) = AH = (821:7) cm,
4VBA=30° 4.a. AO=6y2cm; b. ¥AOM=45°% c.Fie MHLAO, HeAO. Cu R2 T3L, d(M,(AQN))=MH =32 cm; d.<BOP=45°
+((AQN), (BON)) =180° — 45° - 45° = 90°. 5.a. v/6;b. 83 cm; c. 6 cm; d. 30°. 6.a. C'O =616 cm; b. tg(<C'0C) =+/2; ¢. d(C, (C'BD))=CH =4+/3 cm.
Cum CH L (C'BD), o || (C'BD), C € a = d(a, (C'BD))=CH; d. A'C=12+/3 cm. Poliedrul A'BC'D este tetraedru regulat. Deci A'H L (C'BD) si
A'H =83 cm . 7.a. +MFE = 45°; ON =18 m; b. <FOC = 45°; c. BF 1 (MEF). Cu reciproca teoremei lui Pitagora, AMEF este dreptunghic in M,
iar cu T31, d(B, ME)=BM=9+/3 cm. 8.a. d(V, BC) = VM =5 cm. b. Fie OH L VM, cu H e VM. d(O, (VBC)) = OH = 2,4 cm. c. ctg(OM, VM) = 0,75.
d. Construim dreptunghiul ACBD, notam OM N AD = {T} si construim TE || OH, E € VM. d(T, (VBC))=TE=2 - OH = 4,8 cm si, cum AT || (VBC),
d(A, (VBC)) = 4,8cm. 9.a. 0'0 =33 cm; AVO'A’~AVOA; VO =93 cm; b. MM=6cm; c. 4,5-/3 cm; d. 60°. 10.a. $AOC = 60°. Fie OM
inaltime Tn AAOC, echilateral. Cu T3, d(0’, AC)=0'M=6 cm. b. <O'MO = 30°; c. 1,543 cm; d. d(B, (ACC’)):BC:6\/§ cm. 11.a. R1T3L:
AI L (BCD), AE 1 BC, IE si BC = (BCD) = IE L BC; b. Analog, IF L CD. Cum AAIE = AAIF (1.C.) = IE=1IF; AEIC=AFIC (I1.C.) = %ECI= ¥FCI.
c. Analog, IG L BD; AAIE=AAIG (1.C.) = IE=IG. Deci d(I, AB) =d(I, BC) =d(I, CD). 12.a. Cu R1T3L, ABLBC. b.Cu R2 T31, AM L (VBC).
c.R1T3L: AM L (VBC), AN LCV, MN, CVc (VBC) = MN LCV. d. AVNM ~ AVBC (U.U.). 13.a. Cu T3L: VB L BC; cu R2 T31: AM L (VBC); cu
R1T3L: MN LCV; b.Cum CV_LMN, CV_LAN, MNNAN = {N} = CV L (AMN). c. Analog, CV L (APN). Deci planele (AMN) si (APN) coincid.
14.a.Cu T31, AM LBC; b. Cu R2T3L: VH_L (ABC); c. Cu R1T3L: VH L (ABC), VE L AB, HE si ABc (ABC) = HE L AB. d. Cu T3L: CV L (VAB),
VE 1L AB, VE si ABc (VAB) = CD L AB. e. in (ABC) avem HE L AB, CD L AB si, n consecintd, dreptele CE si HE coincid. AM si CE sunt

NPT . - . ) bc . Va?b? + b’c? + c’a?
inaltimi Tn AABC. f. Notam lungimile segmentelor VA, VB, CV cu a, b, respectiv ¢. Obtinem VM=——— si AM=——— ————,
Vb? +¢? Vb?+¢?

2 2 242 2.2 2.2
Deci.AAZBC=BC AM® _a’h” +b’c +c'a”
4 4
Autoevaluare. 1l.a.F;b.A;c.F. 2.a. H=prg,,A = AH L (BCD). Cum CD LAB, CD L AH si AH N AB = {A} = CD 1 (ABH); b. Analog, BD 1 (ACH).
BH si CH sunt inaltimi in ABCD; c. Cum H este ortocentru in ABCD = DH este inaltime. Obtinem BC L (ADH). 3.a. VM =12 cm. b. OH =3+/3 cm;

c.FieOT LCV.CuR1 T3.1: OH L (VBC), OT L CV, HT si CV < (VBC) = HT L CV = d(H,CV)=HT = 1,845 cm.

Recapitulare si evaluare. 1l.a.F;b.A;c. A;d.Fe. A f. A 8. F h.AiLF;j.A k. A LLF. 3.a.C; b.E; c. A; d. D; e. B; f.C; g. E; h. B; i. A; J. C;
k.E;lE.4aC;b.C;c.B;d. A; e. E; f.D; g. F; h.B; i. D. 5.a. 36; b. 36%; c. 97; d. 6+/3 ; f. 180. 6.a. 60; b. 90; c. 90; d. 90; e. 30; f. 60; g.90;

h. V3 HB % B NE) ; k. J6 ;L @ ;m. 3;n.2.7.a.32cm? b. B'D' || BDsi AD' || BC'; ¢ daca O este mijlocul lui BD, atunci <((A'BD), (C’BD)) =

= 4A'0C' = 90°,deoarece A'O" +C'0* = (4/2) +(4/2) =8 = A'C" .8.b. FieP mijloculluiAC;atunci VP 1. AC,BP 1 AC=AC 1 (VBP)=AC L VB=

= MN L VB. c Dinteorema catetei, ﬂ OV 16,;,¥s VO _16 Cum ﬂ Vs ,deducem ca ST || MN = (ABC), asadar ST || (ABC). Astfel,

N ON 9 S sm o9 U™ INTsm

PruseS'T = ST, iar ST_VS E prin urmare ST——6 MN—E 1AC 19243
MN VM 25 25 25 2 25

b. PC = PDsiCD are lungime constanta, deci P,., este minim cand PC este minimd, deci cand PC L AB. Astfel, P este mijlocul muchiei AB, asadar
_OM-CcD
2

cm. 9.a. APBC=APBD (L.U.L.) si AQBC=AQBD (L.U.L.).

PD 1 AB,deunde AB L (PCD). ¢ Fie M mijlocul lui CD. QM este mediana bazeiTnh AQCD isoscel, deciQM L CD. A, , =min. = QOM min.=

= QM L CD. Avem ca PM LCD si PM L AB. Presupunem ca Q # P. Atunci, din triunghiul POM (P =90°) obtinem QM > PM, ceea ce con-
trazice faptul ca QM e minim. Asadar, Q=P. insa, 0A=08, asadar Q este mijlocul lui AB. 10.a.CD LAB, CD L VO = CD 1 (VAB) =
VO-OF _12 .\ c. cD=643 cm; . _VECD 1503 ¢
VE 5 2

11.a. Sunt unghiuri cu laturile respectiv paralele, ambele ascutite. b. BC L (O0'M) = A’C’' L (OO'M) = A'C' L O'M' = M’ este mijlocul lui A'C'.
c. Fie {Q}=00' " MM'; se aratd ca Q este mijlocul lui MM'. Notam BC=2a. Avem: BM=0QM=a, OB*=0M?+BM?, QM?=Q0?+ OM? =
=>O0M?*=49-a*=a*-1=a=5=BC=10cm.

Testull. 1.a.90; b.45; c. 246 ; d. 242 ; e. 4. 2.b. AO c (ABN), AO L (BCD) = (ABN) L (BCD). c.Daca, prin absurd, MO || (ACD), cum

MO < (ABN) si (ABN) N (ACD) = AN, rezulta cd MO || AN. Atunci % % (Thales), fapt care nu se intampla. d. Fie Q mijlocul

= CD 1 VO. b. Daca OT L VE, se arata ca OT L (VCD), deci d(0O,(VCD))=0T =

lui BO; atunci O este mijlocul lui QN si OP || MQ, deci OP este linie mijlocie in ANMQ.

Testul2. 1.a.90; b. 60; c. 347 ;d.0; e. 3v5. 2.b. OM || VC, VC = (VCD), OM ¢ (VCD) = OM || (VCD). c. VC=VD = CD si OV = OC = OD, deci
OVCD este piramida regulata, cu baza VCD. Cum Q este centrul bazei, rezultd c& 00 L (VCD). d. Din ¢, 00 L VC. Insa VC || OM,
asadar OQ L OM.
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Unitatea 5. Arii si volume ale unor corpuri geometrice

Lectia 1. Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul corpurilor geometrice studiate
(determinare prin calcul)

la. DN=2J10 cm; b. CM=+73 cm; c. MN=6+3 cm. 2.a.10cm; b. /64+97* cm. 3.a. 643 cm. b. d(M, BC)=%d(A, BC)=3V3 cm.
c. Pe segmentul AN consideram punctele P si O astfel incat AP=PO =ON. Punctul O este centrul triunghiului echilateral ACD, asadar BO este
Tndltime a tetraedrului regulat. MP este linie mijlocie In AABO, asadar MP || BO, de unde MP L AN. Astfel, d(M, AN)=%d(B,AN)=2\/€ cm.

4.a. d(A,VB)=6+2 cm=VA = VA L VB. Dar <AVB = <AVC (fetele piramidei regulate sunt triunghiuri congruente), deci VA L VC. Deducem

deci d(A, (VBC))=VA=6+2 cm. b. 246 cm . ¢. Daci M este mijlocul lui BC si OP L VM, P e VM, din a doua reciproca a teoremei celor trei

VO -OM
M

perpendiculare rezultd ca OP L (VBC). Avem: d(O,(VBC))=0P= =22 cm. 5.a.Fie P=prgB; avem: AB .1 (BCC), BPLB'C,

TP
BP,B'Cc (BCC') = AP LB'C = d(A, B'C)=AP. Obtinem BP =24 cm, apoi AP= 24\/_ 6 cm. b.BP1B'C, BP L CD (deoarece CD L (BCC")),

B'CCD={C}=BP L (B'CD)=>d(B, (B'CD)) =24 cm.c. Construim BQ L AP.DinBQ L AP, AP 1 B'C,BP L B'C,folosind a doua reciproci a teore-
AB-BP _120 _ 60 . 120

mei celor trei perpendiculare, obtinem ca BQ L (B'AC). Astfel, d(B,(B'AC))=BQ = = .6.a. — ;b. =— cm;c. AN || (VBC
icelortrei perpendiculare, obti QL (B'AC) (B,(B'AC))=BQ AP \/% 13 © 13 I (vBC)=
120 Vo' 1
= d(A, (VBC))=d(N, (VBC))——3 cm. 7.a. VA=2434 cm = A’ este mijlocul lui VA = Vo2 (unde O’ este centrul patratului A’B'C'D") =

= d((A'B'C’), (ABC))=00'=4cm. b. A'C' || OC, A'C'=0C = A'C'CO este paralelogram = A'O=CC'=+/34 cm . c. Fie M, N, M’, N’ mijloacele
segmentelor BC, AD, B'C', respectiv A'D'. Avem: BC L VM, BC L MN = BC 1. (VMN) = BC L N'M; A'D' || BC = A’D' L. N'M = d(A'D’, BC) = N'M.
Notam P =pr,,,N'. Observam ca N'P=00"=4 cm, PM =9 cm, prin urmare N'M =97 cm . 8.a. Piramida PABCD are baza patrat si muchiile

laterale egale, deci este o piramida regulatad. Rezulta cd PO L (ABC), prin urmare P € VO. Notam PO = x; atunci PA =PV =24 - x. Cu teorema

lui Pitagora Tn APOA, 0=90°, obtinem x* +(10\/§)Z =(24-x), de unde x =%. Astfel, d(P,(ABC)):OP—% cm. b. Se arata ca Q € VO,

jar proiectia S a punctului Q pe planul (VBC) apartine segmentului VM. Avem: AVSQ ~AVOM (U.U.) = %z% = % 216 (unde

y=00=08)= y= ? _Deducemca d(0, (ABC)) =00 = @ cm.9.a. AC L (VBD)=AC L VD= %(AC, VD) = 90°: b. %(AB, NP) = <(CD, VC) = 60°:

c. <(MQ, NP) = «(VD, VC) =60°. 10.a. —; b. % 11.a. 90°; b. 60°; c. 60°. 12.a. pr,,,/A'D = 0'D, unde O’ este centrul patratului A’B'C'D'.

Astfel, +(A'D, (BDD")) = A'DO’ = 30°b. (A B'D) N (ABC) = CD,A'D L CD(A'D = (A'B'D)),AD L CD(AD = (ABC))=+((A'B'D), (ABC)) = ¥A'DA = 45°;
c. AC L (ADD'), ACc (ACC) = <«((BDD"), (ACC"))=90°. 13.a.90°. b.Daci P este mijlocul muchiei AD, atunci <(MN, BD) = «(MN, MP) =
= <PMN = 45°, deoarece APMN este isoscel si dreptunghic Tn P. c. Proiectia punctului M pe planul (BCD) este mijlocul Q al segmentului BO,
MO 26 J—
ON 43
avem: (ABB') N (CDD") = PP', PP' L (ABC) = PP' L AB, PP’ 1 CD, deci <((ABB"), (CDD')) = 4APD=60°. c.CD LAC, CD L CC', ACNCC' ={C} =
= CD L (ACC") = (E'CD) L (ACC’). 15.a. Fie V varful piramidei din care provine trunchiul. Folosind rapoartele de asemanare dintre elemen-
tele piramidelor VA'B'C’'D’ si VABCD, obtinem ca VA =12 cm=VC=AC. Astfel, <(AA’, CC") =60°. bh. C’ este mijlocul laturii VC a triunghiu-
lui echilateral VAC; d(A,CC")=AC'=6+/3 cm. c. Daci M este mijlocul lui BC si O centrul lui ABCD, unghiul plan al diedrului este «VMO,
Vo _6V3_

oM 32

unde O este centrul fetei BCD. Avem: tg(<(MN, (BCD))) = tg(<MNQ) = . 14.a.0°. b.Fie {P}=ABNCD, {P'}=A'B'nCD;

jar tg(«(VMO)) =

Lectia 2. Prisma: arii si volum

l.a.A,=52cm? V=17,5cm?. 2. A =216 cm? V=216 cm®; o arie nu poate fi egald cu un volum (eventual, putem spune c& sunt numeric egale).
3.h=8cm,A,=144cm? A =18(8++/3)cm*, V=72y3cm' . 4./ =h=4cm, V=163 cm*.5. (=3 cm, h="5cm, A,=78 cm?. 6. Materia-
lul ajunge daca aria totala a prismei nu depdseste 24 — 10% - 24 = 21,6 m?. Avem: A, =(18+243) m*; 18+24/3<18+2.1,75=21,5<21,6,
deci materialul ajunge. 7.a. A, = 1650 cm? = 0,165 m?, deci nu ajung 0,16 m? de folie; b. V=4500 cm*®=4,5dm? m=p - V=22,5 kg.

3F+4 +(%-16j =13 cm, deci tija incape; b. 56 cm?. 9.a. 150 de pachete. b. 72 de pachete. Observam ca la punctul a rezultatul

este egal cu raportul dintre volumul lzii si volumul unui pachet, in timp ce la punctul b nu. De ce? 10. 10 /. 11. Fie Ah variatia nivelului
apei; din A, - Ah=5-V_, obtinem Ah=4 mm. 12. 2,5 cm. 13. Cele 27 de cubulete au, n total, 27 - 6 = 162 fete, dintre care 9 - 6 = 54 sunt

cub
deja vopsite, fiind fete ale cubului initial. R&man de vopsit 108 fete de cubulete, deci mai avem nevoie de 200 ml vopsea. 14. Daca M este

mijlocul muchiei BC, se aratd c& «((A'BC), (ABC))= <A'MA. Fie AB=/{; atunci AM=§, apoi AA’=AM-\/—=¥. Obtinem /=4cm,
deci V=24+/3 cm’ . 15. Se aratd ca A'C' L C'D’, A'C’ L CC', deci A'C' L (C'CD), si atunci <(A’C (C’CD)) = XA'CC'. Astfel, AC'A'C este dreptun-

f

16.2(L€+Lh+€h):(4L2+4€2+4h2):Za(L—€)2+(L—h)2+(€—h)2:0:L:€:h.

ghic isoscel. Fie AB = /(; avem A'C'=/(\3=CC' = V=6-—">./J3=36cm’ = /=2cm= A =243 cm’.

Autoevaluare. 1.A,=18cm’ A =6(3++/3) cm?, V=9 cm?. 2. 5 ore. 3. Daca O este centrul bazei ABCD, atunci < ((A'BD), (C'BD)) = <A'0C'.
Deducem ci <A'0A = 60°, AO=4cm, AB=4+2 cm, A =646 cnr’.



Lectia 3. Piramida regulata: arii si volum

1. A =144(1+3)cm,  V=288V2cm’. 2.4, =727 cnv, V=1443cm’. 3.V=400cm’. 4.A4,=18043 c’, V=288Y3 cm.
5.V=162cm’ 6./=6cm, A =363 cm?, V=18V2 cm’. 7.1n ,miezul” cubului se afld un tetraedru regulat de muchie 6 cm, avand
volumul 182 cm’. R&man patru piramide regulate cu muchia bazei 6 cm si muchia laterala kNA cm, fiecare avand volumul 92 cm.
8. Suprafata care trebuie vopsita este de 360 m?. Cantitatea de vopsea este 120 /. 9. Piramida obtinuta are muchia bazei de 10 cm si muchia

100119
3

laterald de 13 cm, deci apotema va fi 12 cm, iar Tndltimea V119 cm. Obtinem A,=340cm? V= cm’. 10. Cantitatea de vopsea
este proportionala cu aria totala. Raportul de asemanare dintre piramida mica si cea mare este k =%, deci raportul ariilor totale este k* = %
Necesarul de vopsea pentru piramida mica este %4300=75 ml. 11. Masa unei piramide este proportionald cu volumul sdu. Raportul de
asemanare dintre piramida mica si cea mare este kz%, deci raportul volumelor este k* =%. Masa piramidei mici este %-400 g=50¢g.

fg'h = h=%, iar

12. Aria sectiunii transversale este egald cu aria sectiunii axiale. Folosind notatiile uzuale, avem: [%} =

a = h%(éj 24,125(;)9, deci A :Z '509 < ! ;;15 <1,7-7°, asadar A, <2,7 - (*. Cantitatea de vopsea necesard pentru baza, a carei arie

este (2, este %20:45 g si, cum 45-2,7=121,5, inseamna ca 125 g de vopsea ajung pentru suprafata totald. 13. Inaltimea piramidei

este egal cu apotema bazei; fie x cm lungimea lor comuna. Aria laterald a piramidei va fi 2x°/6 siobtinemcax=5cm, deci V= % cm’.

14. Daca O este centrul bazei, din asemanari imediate se obtine ca VO=24cm, iar OC=18 cm. Obtinem: AB =182 cm, apotema

VM =382 cm, A =216v41 cm’. 15. Avem: %:%%:g%:% Daca A’ si M’ sunt proiectiile punctelor A si M pe planul (VBC), punc-
BC 1

. » . . . o MM 1 v, 3 MMAL g

tele V, M’ si A’ sunt coliniare (apartin apotemei de pe fata VBC), iar MM’ este linie mijlocie Tn AVAA’, deci YYIREY Astfel, = = T 15

Inec 3 AAA,

de unde V =i-144=12 cm’.
12

(I

Autoevaluare. 1.a.100; b. 400; c.260. 2.V =336cm’% V :% cm’; nr. cubulet,e:336:%=2688. 3. Daca M este mijlocul lui BC,

piramida cub

avem ¥OVM =30°, OM =2+/3 cm, VM =4/3 cm, AB=12 cm, A =72y/3 cv, A =1084/3 cn'.

Lectia 4. Trunchiul de piramida regulata: arii si volum

1.114000m°. 2,60 3.56y3 cm’. 4. A, =813 cm?, V=126y2 om’. 5.4, =32(5+4V3) en?, V= 83@‘5 e, 6.a. A,~1440 cm?;
bV, =3072cm’. 7. A,=4- A, A+ A,=A-A, = A, =73 cm?, deci muchia bazei mici este 24/7 cm. 8.1, =§—3~me =V, =189 cn?’.

Remarcam faptul ca numarul muchiilor bazelor trunchiului nu conteaza; rezultatul ar fi acelasi, indiferent de tipul trunchiului.
9. A, =1446 cm?. 10.V =126/3 cm®. 11.Notam cu A, A,, A, ariile laterale ale piramidei mari, piramidei mici, respectiv trun-

AN N2

chiului. Avem: A=A +A4, A=A, A _(vory, astfel, [VO) 1 deci vo'=—Lvo-4y2 cm si obtinem OO’=4(2—\/§) cm.
A (vo vo) 2 2

896

12. = cm®. 13.a. Folosind teorema catetei in triunghiul dreptunghic ACC’, obtinem AC=50cm, apoi A'C'=50-2-18=14cm, iar

h=d(C'", AC) = 24 cm, deci V= 13584 cm®. b. Exprimam n dou& moduri aria triunghiului A'CC": AA,CC, =%~CC’~d(A’, cc) =%~A’C'~d(C, AC) =
14.24

= d(A,CC")=————=11,2cm.
30

Autoevaluare. 1.a.57;b.4y/3;¢.84.2.1,=98m% ), =98+20% - 98=117,6 m’, h, =3,528 m.3. A, = 144(1+\/§) cm?, V=288 cm®.

Lectia 5. Cilindrul circular drept: arii si volum

1.a.10+2 cm; b.100xcm? c.250ncm®. 2.8kg. 3.R=6¢cm, G=4cm, V=144xcm®. 4. 2-A;=A-A, = R=3cm, G=4cm,
V=36ncm® 5.R=6cm, G=1cm, A,=84ncm? 6.4, =16m/3 cm’. 7.Existd doud situatic I.R=2cm, G=6cm = V=24ncm?
II.LR=3cm,G=4cm= )V =36ncm? 8.Din 2R - G=12 si 4R* + G* = 25, notand R? = x, obtinem cd 4x> - 25x+ 36 =0 < (x —4)(4x - 9) =0 <
= xe{4,%}. Exista doud situatii: I.R=2cm, G=3cm = A,=20rcm? IIL R=§ cm, G=4cm = A, =32ﬁ cm® 9.A,=4-6=24cm’.

Pentru calculul ariei totale, distingem doua situatii: I. 2ZtrR=4cm = .AB=4 cm? = At:8(3+1] cm? IL.2rR=6cm = AB=2 cm?
T s b

= A, =6[4+§j cm’. 10.Existd doud situatic I.2aR=20cm, G=30cm = V= 3000 cm’; IL27R=30cm, G=20cm =
T
= P=3500 .3 Volumul este mai mare in cel de-al doilea caz. 11. A,=502,5ncm?, V=125ncm?®. 12.Baza prismei va fi un
T

patrat fnscris in cercul bazei cilindrului, de razd 12cm. V=4, -h=0,0288 m*- 2,5 m=0,072 m®>. 13.Unghiul AEB este fnscris
intr-un semicerc, deci este drept. AB>=AF?+BE*> = AB=8cm = R=4cm. Apoi, (d(E, CD))Z:(d(E, AB))2+GZ, de unde G=2cm.
Astfel, At=48n cm? 14. Consideram Ce C(O,R) cu B'C| 00'. Avem: OO'B'Cdreptunghi = O'B'|| OC = <AOC=<A'0'B'=30° =
= ¥BOC = 60° = AOBC echilateral = BB>=R* + G?=> R=4 cm = V= 48r cm®.
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Autoevaluare. 1.a.4; b.25m; c.100xn. 2.Volumul partii goale a cilindrului este 40mcm?® Volumul cubului este 125cm?® Cum
40m > 40 - 3,14 =125,6, apa are loc s& se ridice in cilindru. 3.b. V=128t cm?; c. 45°.

Lectia 6. Conul si trunchiul de con: arii si volume
nem’ 3.R?+h*=G* = x*-2x-15=0 = x € {5, -3};

1. A,=18ncm? A,=27ncm? V=93ncm’. 2.R=4cm, h=2v21 cm, V= 323“ 21

convine doar x=-3, cdnd R=5cm, G=13cm, iar nR(G+R)=90ncm?. 4. A = 504/3r cm?, V=125rcm’. 5. Folosind teorema
catetei in AVOA, obtinem VO=40cm si AO=30cm, deci V=12000rcm’. 6.A,=36mcm? A =45mcm? 7.a. A=2400mcm?
V=12000x cm?;b. A = 3600r cm?, V=16 000x cm?;c. A =1680n cm?, )V =9600r cm?®.8. 75 mL.9. 50 g,respectiv350 g.10. A = 810n cm?,
A’'=360r cm?, A" = 650m cm?. Are loc egalitatea A=.A4"+.A4" - 24", unde A" este aria bazei conului mic. 11. Raportul de asemanare

dintre conul mic si cel mare este \/g =@. Inaltimea trunchiului este 2(3—\/g) cm si se arata ca 2(3—\/3) <1,11.12. Vs = 71041 cm?®,

V har =192 cm?, numar pahare: 37. 13 24 cm. 14. d(A,BC)=AC =123 cm = g=BC=12cm, 2R=AB=24cm = R=12cm, r=6cm,
h=6+/3 cm = V =504+/37 cm®. 15. Conul din care provine trunchiul are generatoarea de 12 cm si raza de 6 cm, deci indltimea sa este
6~/3 cm. Inaltimea trunchiului va fi 3V/3 cm.

Autoevaluare. 1.a.25mw; b. 507; c. 757. 2. Cu 10 centimetri. 3.a. 216w cm?; b. 576\/§n cm’.

Lectia 7. Sfera

2. A=36ncm? V=36ncm? 3. Densitatea aluminiului este p, = 2,7 g/cm?, deci masa bilei din aluminiu este 2442 g. 4. 450 ml. 5. 150 g.

6.R=4cm, A=64ncm? V= 253(’” cm®. 7.612,7¢. 8. R=5cm, A=100n cm?=n dm?; cantitatea de vopsea este suficienta. 9. 24x cm.

10. 21 cm sau 3 cm. 11. 15 cm. 12. O este mijlocul muchiei BC; A =100x cm? 13. R=6 cm, A =144n cm?, V=288 cm®.

Recapitulare si evaluare. 1.a.C; b.D; c.B; d. A. 2.a.F; b. A; c.F; d.A; e. A 3.2.36+/3m; b.54+/3w; ¢.12; d. 60; e. 60. 4.a.C; b. D;
2

c.A; d.E; eB. 5a.8 b4/13; c %; d.504V3; e.672y3. 6.a.4 =64(1+43) e, vpir=2563’ﬁ, V““@’

64 ;’2_20 prin urmare R>2\/— 5cm. ¢.BD1L(VAC) = BD1VA;, VO=A0=0C = VALVC;

deducem ca VA L a, asadar d(A, o) = VA=8cm. 7.a.185dm? b. 200 L. c. Cubul nu se scufundd complet. Dacd apa se ridicd cu x dm,

deci mR?=64, de unde R*=

atunci x(5%-3%) =32(1+x), de unde x=2dm. 8.a. 3643 cm’; b.OG || VA = <I(OG(ABC))=<(AV,AO), jiar tangenta acestui unghi este %

SJ_ 12J_ 32J—

c.d(G,VB)=d(G,VC)= ,iard(G,VA)=d(0,VA) = ;9.c.V=2""Zcm’. 10.a. 641 cm?; b. OABC este piramida patrulatera regulata cu

6@
—

AB=6 cm, OA =4 cm. Obtinem d(0, (ABC)) =2 cm. c.

Testull. 1.a.10; b. 240;c.384;d.336;e. % 2.b.3,1;¢c.37,2cm;d.cul,8cm.

Testul2. 1.a.2+/43;h.60v2; c. 240; d. 360; e. 30+/2. 2.b. 72437 cm’; ¢. 12+/2 cm; d. 36 cm.









