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Cuvant-inainte

Matematica este arta de a construi realitatea si de a oferi intelesuri noi cunoasterii umane.
Urmand definitia artei, matematica presupune exersare si indemanare, cunoastere si simt
estetic si, mai ales, imaginatie si intuitie. Matematica este poezia ideilor logice, iar adeva-
rurile matematice sunt gamele muzicale in care este scrisa simfonia legilor naturii.

Matematica clasei a VII-a este povestea marilor descoperiri: incepem calatoria masurand
realitatea cu marimi si forme noi (Unitatea 1: Multimea numerelor reale), apoi transpu-
nem problemele practice Tn modele matematice (Unitatea 2: Ecuatii si sisteme de ecuatii
liniare) si stabilim coordonate matematice pentru lumea inconjurdtoare sau pentru acti-
vitatile cotidiene (Unitatea 3: Elemente de organizare a datelor). Realitatea se descrie
in forme noi, drepte (Unitatea 4: Patrulatere) sau rotunde (Unitatea 5: Cercul), si se
modeleaza in dimensiuni mai mari sau mai mici (Unitatea 5: Asemanarea triunghiurilor).
Cum orice final aminteste de inceput, ultima aventura aduce impreuna numerele si for-
mele geometrice (Unitatea 7: Relatii metrice).

Pentru ca aventura noastra matematica sa fie incununata de succes, manualul ne poarta
printre idei, concepte, definitii si teoreme folosind o exprimare prietenoasa, apropiata de
elev, apeland la simtul practic si la intuitie. Introducerea conceptelor matematice se face
plecand de la exemple din realitatea imediata, de la experientele de zi cu zi. Matematica
apare astfel ca o lume deschisa, vie, dinamica, in stransa legatura cu toate domeniile de
activitate, capabila sa formuleze, sa descrie si sa explice situatii, probleme, fenomene sau
procese.

Desi nu apare la cuprins, adevarata lectie din acest manual este aceea care ne invata sa
ne punem intrebarea: ,,De ce?*. Educatia matematica este nu doar o simpla activitate de
invatare, ci reprezintd antrenarea mintii pentru a gdndi. Manualul oferd, la fiecare pas,
momente de investigatie, de reflectie, ocazii de a pune intrebari si de a corela raspunsu-
rile posibile cu datele situatiilor analizate.

Matematica este cea mai frumoasd si mai profundd creatie a spiritului uman. Umanitatea
are nevoie de matematica, pentru ca tot ceea ce exista in Univers nu este doar descris de
matematica, ci este construit din matematica.

Acest manual este ghidul de calatorie in universul minunat al matematicii.

Autorii



Manualul cuprinde:
varianta tiparita

+
varianta digitala,
similara cu cea tiparita,
care are n plus activitati
multimedia interactive
de Tnvatare, cu rolul

de a spori valoarea
cognitiva.

Varianta digitala este
accesibila pe platforma
www.manuale.edu.ro.

Instructiuni de utilizare
a manualului digital

Varianta digitala a
manualului este similara
Ccu cea tiparita, avand

n plus 155 de AMII,
activitati multimedia
interactive de nvatare,
cu rolul de a spori
valoarea cognitiva.
Activitatile multimedia
interactive de Tnvatare
sunt de trei feluri,
simbolizate pe parcursul
manualului astfel:

Activitate statica,
de ascultare
activa si de
observare dirijata
a unei imagini
semnificative

D Activitate animata,
filmulet sau scurta
animatie

@ Activitate

interactiva,

de tip exercitiu
sau joc, in urma
careia elevul are
feedback imediat

Prezentarea manualului

Manualul este Tmpartit in sapte unitati care acopera integral continutul prevazut de programa
scolara. Lectiile care compun o unitate sunt prezentate in mod coerent, unitar, intr-un stil
consecvent.

Fiecare lectie debuteaza cu o problema practica, pe baza careia se introduc noile concepte.
Acestea sunt conturate apoi intr-un limbaj matematic care echilibreaza nivelul descriptiv cu
rigoarea specifica matematicii. Notiunile noi sunt Tnsotite de exemple semnificative, comen-
tarii si aplicatii.

Manualul acordd o atentie sporita gandirii critice si dezvoltarii calculului mintal, prin zone
dedicate, incurajand in acelasi timp activitatile de grup, independenta in gandire si dezvoltarea
increderii Tn sine. Evaluarea se realizeaza prin forme si instrumente diversificate, orientate spre
formarea si dezvoltarea competentelor matematice.

Manualul este structurat in 7 unitati de invatare
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Structura unitatii de invatare

unghiului dreptunghic.

Lectia 5: Rezolvare 1 poligoane regulate.
Cal(':ulul elementel 3 a distantelor folosind relatii metrice
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Exemplu

1 Figura 3 se 0 runghiul ABC, dreptunghic n A, T care se cunosc 3

_ 30,
Pentru a afia tungimile laturior A8 i 6C, utizim  ncile wigooameice
sewgis ncare intervine| s ancecl,

108=2 - tge= 2 =58 gcans-sem: =
Foa3
n8=2C = o= 26 - B i de unde BC=10cm, .
Observatie
s Fie ABC un trungh dreptnghic cu <A =90°, T care am constut

‘ndltimea AD, D ¢ BC (Figura )
Notm: a AD=h
AC=b BD=p

c CD=q
In genera, triunghiul ABC se poate rezolva cand se cunosc:
. .b,

p n acest
anemometru.

InFigrs . anemometrtse i caobtl ol ne bae o .7 ekt ngioe,cre e ancees i stond
unui cably de 8,5 me
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7 T . b,
Figuad sauo functie trigonometric.a acestui ungh).
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misura unghiuli format de cabiul de susfineracu soul?
Ceobservam?
‘Analizind Figura 2, problema revine a a determina De exempl
lungimea catetei A8 i misura unghiului 8 din triun
st ABE, o cr o s i g\ Orice poligon regulat se poate inscrie int-un cerc. Centrul cercului
& 3 circumscrs este s centrl poligonulu regulat.
b ——
AB=BET—AC = (TZTE ma 361 apotema poligonuu. In context metric al calculuui de distanie), prin apo-
Decarece. sinB=AC=0905, din tabeul valoror sale. ¥ ”
) ] Filnd dat un poligon regulat cu n atur, nota:
untl igonometicy sinus de a lacts anerins O Assam st o
doducem c unghiul B are aproximaiv 65°, Figura2 -l s A ABCDEF este OV,
 a,= ungimea apotemei;
[0) peretinet @ 7 -permetl oo
e unghi, il —
Po=n-L,
rigonometrice a unghiului resper .
. daca so cunosc lungimile a doua latur: i tronghil echiateral ABC, nscrs n cercul de centru O 5 raza R, cu
¢ i : apotema OM, M < AB (Figura 5. Unghiul la centru AOB are mdsura de 120° 5,
- ntrucat tronghiul OAB este soscel, avand OA = 08 = . rezulta 20AM = 30°.
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Lectia 2: Reprezenlarea siinterpretarea unor JaSnbioidlet g s 15kmin1, 20 kam i 30 km
> tabele, grafice. Timpul ore) G [ D s s G
Poligonul frecvengelor Distanta (em) 10 15 20 3 33 &
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-10x,
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Investigatie @

Proiect i urmitoarel dous cat
(Odats cu cele invitate in aced > Ute metods comparate, metod fgrat, metods mersuli
strategii si metode, pe care le pu_ a sistemelor de ecuatii.
+ metode aritmetice: metoda 1
invers, metoda falsei ipoteze; i

Etapal

ouile produse. Pty domaraea aloer, costl esto do 825 de e pni un cotl do
pasari i 25 de lei pentry f va costa 10 lei

Igebrice: utilizarea, lizay Y i
tode de rezolvare, din perspectiva proprie.
e urmatoarele aspecte:

Tem3 de proiect
1. Pentru fiecare dintrad ea;
tice, iar cealal*™ "rezenta solutia (eventual oral), unui interlocutor.

totae.
1.In cite zile vei atinge pragul de rentabilitate?

N et
5iprofitulinprimele 80 de zile.

b
marimi necunoscute, i rezolvati-le prin metoda preferata.

Resurse: sa pot folsi cele oferite public e internet.

; 3 Etapaall-a
e ina n cars . iar mai bine, aceast rasa fac oul cinci, dar afli
din até ras,
focare 7, e vor face ci
sumade 1 5
Evaluare: se va fine cont de caltatea analizei, origialiatea si caltatea problemelor propuse, acuratefea | Etidere - ) ol

prezentari, modul de lucru in echipd, opinille exprimate de colegi in urma prezentari proiectului i calitatea
raspunsurilor oferte a ntrebarile acestora.
1. George are 30 deani, arfica lu, Adina, are 4 an
i
mai mult dect triplulvirstel Adinei? Justificatirispunsul dat.
b. Determinati peste cti ani virsta Adinei va reprezenta o treime din
virsta tatilu o

Metodele Vel utiliza a punctul b:
‘metoda figurat
e e
2 Laolibra o pent
7 carioci, de S carioc,
Metodele de rezolvare pe care le veti utiliz

+ metoda comparatiei;
 cu ajutorul unui sistem de ecuati, prin metoda reduceri.
3. Un bilet 1a teatru costa 55 de loi, ir un bilet a cinema costa 32 de lei. Radio Mate oferd, din partea unui

oleite?
Mot i o
- metoda ase

EPoomirpet i ecwat,prin metodasubtivte,

b. Determinatl co suma a avut luia inifial,
Metodele de rezolvare pe care le veti utiliza la punctul b:

- metoda mersului invers;
+ rezolvarea cu ajutorul unei ecuati.

2.De iua ta primests 1 490 de i Vel ciga mai multin primul an,care u est bisact, ach ma cumper
cotet 5i 1
cum {i-ar determina aceasta cea mai buna optiune,
Extindere
indeste-te la o afacere si descri costurile i prefurile produselor s servicilor, Calculeazi cAnd vel atinge
pragul de rentabiltate.

celuial, Investig [ a0 i vor af fituite i momentul in
carevei atinge pragul de rentabilitate.

Probleme propuse

2. Un numar de dou cifre n baza 10 are cira zecilor de doud orl mai mare decat ciffa unitaflor, Determinati
‘acest numar, stind ca suma cifelor sale este egald cu

s X
obfine cAtul 2 53 i restul 3. Doterminatl numaru inifial,

citul 12 i restul 7. Determinati cele doud numere.

5. Peste 15ani -0 A Virsta are
Anaacy
6l 18 g cu3 camere

. el camere?

B cintaresc impreund 918 iograme. Ptru conainere cu maculatur cniresc ot att ct 6 conainere cu

plasti

124 de te,iar 7 101 i Dac fie-

Produsul cartezian
‘ntr-un sistem de axe ortogonale » Distanta ¢
functionale prin tabele, diagrame si grafice

Alte butoane folosite

in varianta digitala:
Cuprins

Ecran complet

Mod de afisare

2 pagini (tip carte)
Mod de afisare
pagina lata (pagina
sub pagina)

Mod de afisare
digital responsive

oRoRalx

Mod de afisare
comutare
automata

Notite

Ajutor
Navigare catre
pagina precedenta

Navigare catre
pagina urmatoare

[%]

Recapitulare si evaluare | =

nevide

Corespunzatoare rlspunsului corect, Pentru exercilile 3-11, scriefl

Pentru exercifiile 1-2, notati in caiet litera cof

rezolvarile complete. |

1. Daca (x, 3) = (4, 3), atunci x este egal cu;

a1

7. Indiagramadin Figura 21 sunt prezentate optiunile
ik celor 100 de elevidin clasele a Vi-a ale unel scoll
referitoare l studiul lmbilor moderne:

b. 2; e 3 Jord(A x B) este limba spaniold: 10 elevi
2cé cardA = 4, card B =6, atung!
woare lmba englozi: 300 ol
ERZ 3 2 Camploat spaymlllher pentru a abine o pro-
b P3;3); 1- pozitie adevar

8. Ingraficul urmator este prezentata repartfa note-

4. Se considers tabelul: lor obfinute de elevi unei clasela un tes

Cantate () 2 3 4
Pre () s 7 |y .
e adevirata. 3
Valoarea luiyeste..... =
5. In tabelul rmator este prezentatd repartitaelev : Ll
lor unei clase, dup sportul la care sunt inscrisi in
cadrulunui club sport ¥
Sportul Baschet |Fotbal |Handbal [ Vol _Preczat care dinte enunturile umatoare este
- adevirat i cae estefals:
CILEL 2. i3 i L g EQ\AV\MIMI b ﬁewmlml e Teslulavml
Stind ch fecae levface un singur sporticin susinuce

casi suntdof sevi care nu fac icun sport 4 56
determing numarl eleviorcin ace clas, 50 s i A =12 5 8-4.3
6o considers diagrama din ) Calculati A< 8516 xA.
ciskr s 10. Se considera punctele A(0, 2), 8(-2, 0), C(2, 0)
Completati spatiul liber pentru a £ 0.20,862.0,2, 0.
. Reprezentante-un sisem de axe ortogonale
onecoroate e i i
Porjunea mal desc punctele 4,85
e sy, Fgazo b, Colelt dtanle 48,45 66
11.So considers punctel Al, 51800, 4).
Detorminainumiry e x peniny core A8 5.
Fisa de observare sistematic
»

>

ocazional Trecvent rtolieasna
iogats ar
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UNITATEA 1
Multimea
numerelor reale
1.1,2.1,3.1,4.1,
5.1,6.1

UNITATEA 2
Ecuatii si sisteme
de ecuatii liniare
1.2,2.2,3.2,4.2,
5.2,6.2

UNITATEA 3

Elemente de organizare

a datelor

1.3,2.3,3.3,4.3,
5.3,6.3

UNITATEA 4
Patrulaterul

1.4,2.4,3.4,4.4,
54,6.4

UNITATEA 5
Cercul

1.5,2.5,3.5,4.5,
5.5,6.5

UNITATEA 6
Asemanarea
triunghiurilor
1.6,2.6,3.6,4.6,
5.6, 6.6

UNITATEA 7
Relatii metrice
n triunghiul
dreptunghic

1.7,2.7,3.7,4.7,
5.7,6.7

Cuprins

10

16
24
30
35
40

45
49

53
55

58
62

68
74

79
82

88

95

98
102
107

111
115
120
125
131
138

142
147
151
155
158
162

166
170
175
179

184

188
192
195
201
208

214

L1: Radacina patrata a patratului unui numar natural. Estimarea radacinii patrate
dintr-un numar rational pozitiv

L2: Multimea numerelor reale

L3: Reguli de calcul cu radicali

L4: Adunarea si scaderea numerelor reale

L5: Inmultirea si impértirea numerelor reale

L6: Puterea cu exponent intreg a unui numar real. Ordinea efectuarii operatiilor
cu numere reale

L7: Rationalizarea numitorului unei fractii

L8: Media aritmetica ponderata a doua sau mai multe numere reale. Media geometrica
a doud numere reale pozitive

L9: Ecuatia de forma x*=a, unde a € R

Recapitulare si evaluare

L1: Transformarea unei egalitati intr-o egalitate echivalenta. Identitati

L2: Ecuatii de forma ax+ b =0, unde a, b € R. Multimea solutiilor unei ecuatii.
Ecuatii echivalente

L3: Sisteme de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute

L4: Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor sau al sistemelor de ecuatii liniare

Recapitulare si evaluare

L1: Produsul cartezian a doua multimi nevide. Sistem de axe ortogonale Tn plan. Reprezentarea
ntr-un sistem de axe ortogonale a unor perechi de numere reale. Reprezentarea punctelor
intr-un sistem de axe ortogonale. Distanta dintre doua puncte Tn plan

L2: Reprezentarea si interpretarea unor dependente functionale prin tabele, diagrame
si grafice. Poligonul frecventelor

Recapitulare si evaluare

L1: Patrulaterul convex. Suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex

L2: Paralelogramul. Proprietati

L3: Aplicatii ale paralelogramului in geometria triunghiului. Linia mijlocie Tn triunghi,
centrul de greutate al unui triunghi

L4: Dreptunghiul. Proprietati

L5: Rombul. Proprietati

L6: Patratul. Proprietati

L7: Trapezul: clasificare, proprietati. Linia mijlocie n trapez

L8: Perimetre si arii

Recapitulare si evaluare

L1: Cercul. Coarde si arce Tn cerc. Proprietati
L2: Unghi Tnscris Tn cerc

L3: Tangente la cerc

L4: Poligoane regulate inscrise intr-un cerc
L5: Lungimea cercului si aria discului
Recapitulare si evaluare

L1: Segmente proportionale. Teorema paralelelor echidistante

L2: Teorema lui Thales

L3: Triunghiuri asemenea. Teorema fundamentala a asemanarii

L4: Criterii de asemanare a triunghiurilor. Aproximarea in practicd a distantelor
folosind asemanarea

Recapitulare si evaluare

L1: Proiectii ortogonale pe o dreapta. Teorema inaltimii

L2: Teorema catetei

L3: Teorema lui Pitagora

L4: Notiuni de trigonometrie Tn triunghiul dreptunghic

L5: Rezolvarea triunghiului dreptunghic. Calculul elementelor Tn poligoane regulate.
Aproximarea in practicd a distantelor folosind relatii metrice

Recapitulare si evaluare



Competente generale si specifice

Competente generale

1. Identificarea unor date, marimi si relatii matematice, Tn contextul in care acestea apar

2. Prelucrarea unor date matematice de tip cantitativ, calitativ, structural, cuprinse in diverse surse
informationale

3. Utilizarea conceptelor si a algoritmilor specifici in diverse contexte matematice

4. Exprimarea n limbajul specific matematicii a informatiilor, concluziilor si demersurilor de rezolvare
pentru o situatie data

5. Analizarea caracteristicilor matematice ale unei situatii date

6. Modelarea matematica a unei situatii date, prin integrarea achizitiilor din diferite domenii

Competente specifice

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.
2.1.
2.2,

2.3.

2.4.
2.5.
2.6.
2.7.

3.1.
3.2.
3.3.

3.4.
3.5.
3.6.

3.7.
4.1.
4.2,
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.
4.7.
5.1.
5.2,
5.3.
5.4.

5.5.
5.6.
5.7.
6.1.
6.2
6.3
6.4.
6.5.
6.6.
6.7

Identificarea numerelor apartinand diferitelor submultimi ale lui R

Identificarea unei situatii date rezolvabile prin ecuatii sau sisteme de ecuatii liniare

Identificarea unor informatii din tabele, grafice si diagrame

Identificarea patrulaterelor particulare in configuratii geometrice date

Identificarea elementelor cercului si/sau poligoanelor regulate in configuratii geometrice date
Identificarea triunghiurilor asemenea in configuratii geometrice date

Recunoasterea elementelor unui triunghi dreptunghic intr-o configuratie geometrica data
Aplicarea regulilor de calcul pentru estimarea si aproximarea numerelor reale

Utilizarea regulilor de calcul cu numere reale pentru verificarea solutiilor unor ecuatii sau sisteme
de ecuatii liniare

Prelucrarea unor date sub forma de tabele, grafice sau diagrame in vederea inregistrarii, reprezentarii
si prezentarii acestora

Descrierea patrulaterelor utilizand definitii si proprietati ale acestora, Tn configuratii geometrice date
Descrierea proprietatilor cercului si ale poligoanelor regulate inscrise ntr-un cerc

Stabilirea relatiei de asemanare intre triunghiuri

Aplicarea relatiilor metrice intr-un triunghi dreptunghic pentru determinarea unor elemente ale
acestuia

Utilizarea unor algoritmi si a proprietatilor operatiilor in efectuarea unor calcule cu numere reale
Utilizarea transformarilor echivalente in rezolvarea unor ecuatii si sisteme de ecuatii liniare
Alegerea metodei adecvate de reprezentare a problemelor n care intervin dependente functionale
si reprezentari ale acestora

Utilizarea proprietatilor patrulaterelor in rezolvarea unor probleme

Utilizarea proprietatilor cercului in rezolvarea de probleme

Utilizarea asemanarii triunghiurilor in configuratii geometrice date pentru determinarea de lungimi,
masuri si arii

Deducerea relatiilor metrice intr-un triunghi dreptunghic

Folosirea terminologiei aferente notiunii de numar real (semn, modul, opus, invers)

Redactarea rezolvarii ecuatiilor si sistemelor de ecuatii liniare

Descrierea in limbajul specific matematicii a unor elemente de organizare a datelor

Exprimarea in limbaj geometric a notiunilor legate de patrulatere

Exprimarea proprietatilor cercului si ale poligoanelor in limbaj matematic

Exprimarea in limbaj matematic a proprietatilor unor figuri geometrice folosind asemanarea
Exprimarea in limbaj matematic a relatiilor dintre elementele unui triunghi dreptunghic
Elaborarea de strategii pentru rezolvarea unor probleme cu numere reale

Stabilirea unor metode de rezolvare a ecuatiilor sau a sistemelor de ecuatii liniare

Analizarea unor situatii practice prin elemente de organizare a datelor

Alegerea reprezentarilor geometrice adecvate in vederea optimizarii calcularii unor lungimi de
segmente, a unor masuri de unghiuri si a unor arii

Interpretarea unor proprietati ale cercului si ale poligoanelor regulate folosind reprezentari geometrice
Interpretarea asemanarii triunghiurilor in configuratii geometrice

Interpretarea unor relatii metrice intre elementele unui triunghi dreptunghic

Modelarea matematica a unor situatii practice care implica operatii cu numere reale

. Transpunerea matematica a unor situatii date, utilizdnd ecuatii si/sau sisteme de ecuatii liniare
. Transpunerea unei situatii date Tntr-o reprezentare adecvata (text, formula, diagrama, grafic)

Modelarea unor situatii date prin reprezentari geometrice cu patrulatere
Modelarea matematica a unor situatii practice Tn care intervin poligoane regulate sau cercuri
Implementarea unei strategii pentru rezolvarea unor situatii date, utilizand asemanarea triunghiurilor

. Implementarea unei strategii pentru rezolvarea unor situatii date, utilizand relatii metrice in triunghiul

dreptunghic
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1 Multimea numerelor reale
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Lecti al Radacina patrata a patratului unui numar natural.
: Estimarea raddcinii patrate dintr-un numar rational pozitiv
Lectia 2 Multimea numerelor reale
9
-*
H Reguli de calcul cu radicali
Lectia 3

H Adunarea si scaderea numerelor reale
Lectia 4 ;

H Inmultirea si impéartirea numerelor reale
Lectia 5

Lectia 6 Puterea cu exponent intreg a unui numar real.
? Ordinea efectuarii operatiilor cu numere reale

H Rationalizarea numitorului unei fractii
Lectia 7

Lecti a8 Media aritmetica ponderata a doua sau mai multe numere reale.
? Media geometrica a doud numere reale pozitive

H Ecuatia de forma x’=a,unde a e R
Lectia 9

Recapitulare
si evaluare



Majoritatea numerelor pe care le utilizam
cotidian sunt numere reale. Printre acestea se
aflda: numarul banilor pe care 1i avem in portofel,
statisticile pe care le vedem la emisiunile
sportive, masurile din cartile de bucate. Apelam
la numere reale pentru a indica viteza vantului,
cantitatile de precipitatii, distantele, dar si
volumul de benzina din rezervor si pulsul cardiac.




Lectia 1: Radacina patrata a patratului unui numar natural.
Estimarea radacinii patrate dintr-un numar rational pozitiv

Cuvinte cheie

patrat perfect radacina patrata radical

Radacina patrata a patratului unui numar natural

[> Mate practica

Terenul din imagine are forma unui patrat, iar aria sa este egala cu
6400 m?.

Ce lungime are latura terenului?

Aria unui patrat este egala cu patratul lungimii laturii patratului.

Notand cu [ lungimea laturii terenului, exprimata Tn metri, aria terenului
este [* metri patrati.

Asadar, I’ =6400. Cum 80%*= 6400, obtinem [ =80 m.

Ce observam?

In anumite situatii practice, este necesar sa determinam un numar natural n cunoscand cat este patratul sau n’.
Aceasta operatie se numeste extragerea rdddcinii pdtrate a numarului n®.

Un numar natural care este patratul unui alt numar natural se numeste patrat perfect.

De retinut @
Fie a un numar natural patrat perfect. Se numeste rdddcina pdtratd a sa numarul natural n astfel incat n’*=a.
Numdrul n se noteaza va si se citeste radical din a. Astfel, se poate scrie:
Ja=n daca si numai daca n’=a.

Exemple
1. 4/0 =0, deoarece 0” = 0; 2. /25 =5, deoarece 5 = 25;
2.4121 =11, deoarece 11? = 121; 4. 729 =27, deoarece 27* = 729;
5.4/1024 =32, deoarece 32> =1024; 6. /7225 =85, deoarece 85° =7 225.
Observatie
Legatura dintre operatia de ridicare la patrat si operatia de extragere a radacinii patrate
D Din definitia radacinii patrate a unui numar natural patrat perfect rezulta imediat ca: adicarea la patra,
1. \/n_zzn, pentru orice numar natural n;
2. (\Ja )’ =q, pentru orice numar natural patrat perfect a. " v
Cu alte cuvinte, operatiile de ridicare la patrat si de extragere a radacinii patrate e)(”agerea radacini 9“3“&
sunt operatii inverse una celeilalte.
Exemple
1. J77:7, deoarece 7 =+/49 =7, 3. 457 =5, deoarece \/572:@:5;
2. (\J16) =16, deocarece (16> =42 = 16; 4. (\/81)’ =81, deoarece (/81)* =9* =81.

Radacina patrata a patratului unui numar rational pozitiv

10

In paragraful anterior, am vazut cd dacd un numér natural a se poate scrie ca patratul unui alt numar natural n,
atunci a se numeste patrat perfect, iar n se numeste radacina patrata (sau radicalul) lui a.
Vom extinde aceasta definitie si pentru patratele unor numere rationale pozitive.



Activitate pe grupe

1. Lucrand in echipe de cate 2 elevi, copiati si completati tabelul:

w|N

X 0,7 1,2 1,3 1,4 1,5 4,5

X 0,49 20,25

2. Transcrieti pe caiete tabelul de mai jos, verificati corectitudinea datelor si determinati, prin Tncercari, valo-
rile numerelor rationale pozitive x care trebuie scrise Tn cea de a doua linie a tabelului astfel Tncat sa existe

corespondenta indicata intre x* si x:

49 169 256

2 1 1,69 19 2,2 41 2 — — —
X 0,0 ,6 ,96 ,25 8, 30,25 5 81 625

X 0,1 2,9

wIN oA~

3. Comparati, Intre echipe, rezultatele obtinute, atat pentru primul, cat si pentru al doilea tabel, si analizati
legaturile ce exista Intre datele din cele doua tabele.

De retinut @

Fie a un numar rational pozitiv care se poate scrie ca patratul unui numar rational.
Numarul rational pozitiv x cu proprietatea x* = a se numeste rdddcina pdtratd a numarului rational a.

Ca maifnainte, x se noteazi a si se citeste radical din a. Astfel, daca numarul rational a > 0 este patratul unui
numar rational, se poate scrie:
Ja=x daca si numai daca x*=a six > 0.
fntrucat VO =0, relatia anterioara se scrie mai general, pentru a > 0, sub forma:
Ja =x daca si numai daci x*=a si x> 0.

40,04 =0,2, deoarece (0,2)*=0,04; \J11,56 =3,4, deoarece 3,4°=11,56;
9 3 3 9 121 11 11) 121
—=—,deocarece | = | =—; ——=_"",deoarece | — | =——.
49 7 7 49 729 27 27 729

Observatii

1. Dacd numarul rational a > 0 este patratul unui numar rational x, atunci a= x> =(-x)*.

2 2
Exemple: a. l:(%} =(—%J ; b. 5,76:(2,4)2=(—2,4)2.

Definitia de mai sus arata ca radacina patrata a lui a este un numar pozitiv. Ca urmare:
a. \/%:% si \/%;t—%; b. /5,76 =2,4 si /5,76 #-2,4.

2. Legatura dintre operatia de ridicare la patrat si extragerea radacinii patrate se pastreaza si in cazul numerelor
rationale, cu respectarea conditiei de pozitivitate de mai sus. Deoarece modulul unui numar rational este nene-
gativ si | -x|=| x|, pentru orice numar rational x, din definitia radacinii patrate rezulta ca:

2 . o . I . - .
a. (\/E) =a, pentru orice numar rational a > O care este patratul unui numar rational;

b. vx* =| x|, pentru orice numar rational x.
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D Pentru realizarea unui model de avion precum cel din imaginea alaturata, sunt

Radacina patrata a unui numar rational pozitiv

Mate practica

necesare patru piese identice din placaj, sub forma unor triunghiuri dreptunghice
isoscele cu catetele avand lungimea de 1 dm.

4

Piesele se pot obtine Tn doua moduri:
1. Desenam pe foaia de placaj un dreptunghi cu dimensiunile de 1 dm si 2 dm, il impartim Tn doua patrate de
latura 1 dm, apoi facem doua tdieturi pe diagonalele acestor patrate, ca in Figura 1, obtinand cele patru piese.

1dm 1dm

Figura 1 Figura 2
2. Observam ca piesele pot fi aranjate astfel incat sa formeze un patrat (Figura 2). Ne propunem sa aflam lungi-
mea laturii acestui patrat, pentru ca, decupandu-1 din alta bucata de placaj, sa nu facem risipa de material.

Deoarece patrulaterele din figurile 1 si 2 au aceeasi arie, de 2 dm?, lungimea laturii patratului este numarul
pozitiv x, cu proprietatea ca x* = 2. Cum nu exista niciun numar rational al carui patrat sa fie egal cu 2, cautam
0 aproximare a acestuia.

Deoarece 1% < 2 < 2%, deducem ca x trebuie sa fie cuprins intre 1 si 2.

De fapt, pentru cd 1,4°=1,96 si 1,5°=2,25, inseamna cd 1,4 < x<1,5. Mai precis, 1,41 <x < 1,42, intrucat
1,41*=1,9881<25si1,42?=2,0164< 2.

Ce observam?

Situatia practicd descrisa mai sus demonstreaza ca exista un numar pozitiv x, cu proprietatea x> = 2, a carui valoare,
chiar daca nu poate fi indicata cu exactitate, poate fi aproximata la un numar intreg sau la o fractie zecimala finita
Ccu una, doua sau mai multe zecimale.

Asemanator, putem arata ca, pentru orice numar rational pozitiv a, exista un numar pozitiv x al carui patrat
este a. Mai mult, se poate demonstra ca x este unicul numar cu aceasta proprietate.

Astfel, notiunea de radacina patrata se extinde la numere rationale pozitive oarecare.

De retinut @

Radacina patrata a unui numar rational pozitiv a este un numar pozitiv x, cu proprietatea x* = a.

Ca mai inainte, notam x =+/a si spunem ca x este radicalul numarului a (sau radical din a).
De asemenea, sunt valabile relatiile:

a. va =x daca si numai daca x*=q;
2 0 ~ 0
b. (va )’ =a, pentru orice numar rational a > 0;

c. Ja® =|al, pentru orice numar rational a.

Exemple
in problema practica de mainainte, lungimea x a laturii patratului verifica relatia x* = 2, deci, conform definitiei,
x=+2.

In mod asemanitor, alte probleme practice conduc la concluzia ci existd numerele pozitive «/§ \J3,14

/ 5
sau ,[—.
12



Estimarea radacinii patrate a unui numar rational pozitiv

A estima o cantitate Tnseamnd a indica o valoare aproximativa a acesteia, fard a cunoaste toate datele necesare

pentru a putea formula un raspuns exact. Pentru a putea utiliza in practica un numar de forma Ja, unde a este
numar rational pozitiv, vom folosi aproximari ale sale la numere intregi sau la fractii zecimale finite, incadrand
numarul rational a intre patratele a doua numere rationale.

Estimarea radacinii patrate a unui numar rational pozitiv
prin incadrarea intre patrate de numere rationale
Sa consideram, de exemplu, numarul rational 5,61. Incadram acest numar intre doua patrate perfecte conse-
cutive: 22 <5,61<3?, de unde rezulti ca 2 <+/5,61 < 3.
Prin urmare, aproximarea lui M la ordinul unitatilor este egala cu 2, daca aproximarea se face prin lipsa,
respectiv cu 3, daca aproximarea se face prin adaos.
Pentru a determina aproximarile lui \/ﬁ la ordinul zecimilor si al sutimilor, vom proceda astfel:
Pasul 1: Calculam patratele numerelor de forma 2,a,unde ae {1, 2,..., 9}.
Obtinem 2,3? <5,61<2,4% deci /5,61 =2,3....
Pasul 2: Calculam patratele numerelor de forma 2,3a, unde a e {1,2,...,9}.
Obtinem 2,36 <5,61<2,37%, de unde rezulta /5,61 = 2,36....

Continuand n acest fel se pot obtine aproximari cu oricate zecimale.

Utilizarea minicalculatorului pentru aflarea valorii aproximative a radacinii patrate

Folosind minicalculatorul (sau aplicatii mobile sau tablete), radacina patrata a unui
numar rational pozitiv se afla introducand in calculator numarul respectiv, in forma zeci-
mald, si apasand apoi tasta pe care este marcat semnul radical.

De exemplu, valoarea aproximativa a lui V2 seafla apasand, in ordine, tastele:

é —> — ( 1,4142135]

Daca numarul rational este dat sub forma unei fractii ordinare, atunci folosim tasta de
impartire pentru a aduce numarul la forma zecimald, apoi apasam tasta radical.

Portofoliu
Consultati manualul digital pentru a studia:
D- metoda babiloniana pentru determinarea valorii aproximative a radacinii patrate a unui numar rational pozitiv;

- algoritmul de extragere a radacinii patrate dintr-un numar rational pozitiv exprimat printr-o fractie zecimala
finita. Folosind algoritmul de extragere a radacinii patrate, calculati, cu doua zecimale exacte, radicalul dintr-un
numar natural care nu este patrat perfect.

of ©

Observatie
Tabel cu valorile radicalilor numerelor naturale cuprinse intre 1 si 25
Ji=1 J6=2,4494... J11 =3,3166... Ji6=4 J21=4,5825...
J2=1,4142... J7=2,6457... J12=3,4641... J17=4,1231... V22 =4,6904. ..
J3=1,7320... J8=2,8284... J13=3,6055... J18 =4,2426... J23=4,7958...
Ja=2 Jo=3 J14 =3,7416... J19=4,3588... 24 =4,8989...
J5=2,2360... J10=3,1622... J15=3,8729... J20=4,4721... J25=5



1.

2.

3.

Investigatie

Pe tabla sunt scrise numerele a=7,84 si b=1,44. Efectuati urmatoarele sarcini de lucru si verificati validitatea

raspunsurilor voastre prin discutii cu colegii, si apoi cu profesorul. Scrieti in portofoliul personal concluziile corecte.

Calculati cu doua zecimale exacte urmatoarele numere, eventual folosind calculatorul de buzunar:
Ja+B, N +B, NGB, ya b, \a b, \a-b, [ 5i 3E.
Decideti care dintre numerele va+b si Ja ++/b este mai mare. Faceti acelasi lucru pentrua—»b si Ja-+b,

pentru va-b si f \/E si apoi pentru \/75| —
4

Repetati cerintele de la sarcinile de lucru 1 si 2, daca a= 225 sib=—.
256 25

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1.

Aratati ca numarul a este patrat perfect, apoi calculati Ja:
a. a=25-13+25-20-25-17; b. a=12-(1+2+3+...+24); c. a=14%; d. a=3*.7".
Rezolvare:

a. @=25-13+25-20-25-17=25-(13+20-17)=25-16=5°-4* =(5-4)* =207, deci a este patrat perfect.
Obtinem apoi va =~/20° =20

b. a=12-(1+2+3+...+24)=12.

24;5 =12-%-25 =12.12-25=12%.5* =(12-5)* =60?, deci a este péatrat
perfect. Obtinem apoi v/a =v/60° =60.

c. a=14%* =142 =(14)?, deci a este patrat perfect. Obtinem apoi G T

d.a=3".7"%=(32)"-(7°)* =(3"-7°)*, deci a este patrat perfect. Obtinem apoi \/E:\/(312 ST =317

. Calculati:

2. 16 -+/9 +4100:4/25 ++/25-4/81 ; b, 4% .15+42.52 —4° |

Rezolvare:
a. Calculam mai ntai radicalii, apoi respectam ordinea efectudrii operatiilor cu numere rationale:

V16 49 +4100: /25 ++4/25-4/81 =4-3+10:5++/25-9 =12+ 2+/5?-32 =14 +/15 =

=14+15=29.

b NA2 1544757 —4° =4 (15+5° —4) =/4> 36 =4 - 6> =[24° =24

Probleme propuse

1.

w N

S
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Precizati care dintre numerele urmatoare este patrat perfect:

a. 9; h. 24; c. 63; d. 81; e. 196; f. 144; ¢. 336; h. 400; 1625,
. Scrieti patratele perfecte cuprinse intre 10 si 150.

. Copiati n caiet, apoi completati tabelul urmator:

X 3 7 9 15 23
X 49 100 400 625 900

. Stabiliti daca urmatoarele egalitati sunt adevarate sau false:

a JA=2: b 5=25: c 225=15; d. J100=50; e 64=4: . J144-=12.

Calculati:

a.\/E; b.\/a; c.\/I; d. +/400; e. ﬁ; f. 4/900.

. Calculati:

a. \/Z+\/£; b. x/E—x@; c. \/I+\/6+\/R; d. \/ﬁw@—\/g:&



Folosind eventual minicalculatorul, calculati:

V441 +961 ; V4096 —/1225 ; V2209 +2:4/1369; (17424 -\1024): /4.
Calculati:

NESE 14 ; 45° ; V5 NERE V2° 37 .
Calculati:

52 —32 4432+ 47 ; V9 1122 —312; V252207 :3+2.4/121 .
Calculati:

(V196 —+/169)-4/100 ++/225 ; (V400 -+/144):4+/196:7;

V3436 +416-/49 ; V6436 +9-/81 —420-4/25 .
Aratati ca numarul a este patrat perfect, apoi calculati Ja:

1+3+5+7+9+11; A+2+3+...+417):17; a=41-(1+2+3+...+81).
Efectuati:

@j 2254274 V3 15+43.14-3 .4 ; J10°-81+10°-18+10° ;

V20342011424 5 J5°.20-5-16+5° ; V6 13+6° .57 —6"-2 .
Calculati x din relatiile urmatoare:

x 36, 25 100 24121 499 V244196 o' <8

Vi oVie' o x o J1aa’ x Jea x 544400
Efectuati:

V367 V& .5 .27 V354 V567 V2° 3, V7107,

Folosind eventual minicalculatorul, efectuati:

(v/15129 ++/2116):4/169 — (/13225 ++/841):4/144 ;

(3:4/91809 ++/8281):(+/32400 +2-4/25600) : (v168100 —/166464).
Asociati fiecarui radical din prima linie valoarea sa din cea de-a doua linie:

|64 S e 529 2024 &
49 16 169 144 361 676

23 8 21 32 f] 1 1 7
12 7 13 19 4 24 26 4
Efectuati:
\/0,04; 0,36; 4/0,0001; 2,56; V1,44, yJ10,24.
Efectuati:
V144 36; 1’2?54; J4.0,36 0,04.0,49; %; ﬁ.
Minitest
1. Calculati:
a. \/16; b. \/3.24; c. \25+49-36; d. V6> +8° :\4.5.
2. Alegeti varianta corecta. Rezultatul calculului \/5 144 + 4400 +/16 :N3° =52 +2 —/8+/49 +7-/9 este:
a. 0; b. 1; c. 2; d. 3.

3. Calculati Ja, unde:
a. g=2*-3".5% b. a=17-(1+2+3+...+17); c. a=6"-47+6"-11+6°.




Lectia 2: Multimea numerelor reale

Cuvinte-cheie
numar natural numar irational axa numerelor numar intreg numar real
modulul unui numar real numar rational NcZcQcR opusul unui numar real

Numere irationale. Multimea numerelor reale

Situatie-problema
Dupa cum am vazut In Lectia 1, patratul din Figura 1 are latura de lungime V2.

Ce fel de numar este +/2?
Folosind calculatorul de buzunar, obtinem o aproximare cu 8 zecimale:

V2 =1,4142135....

Este posibil ca ecranul calculatorului sa afiseze cel mult 8 cifre; in acest caz putem
folosi o aplicatie a telefonului mobil, pentru a obtine 15 zecimale:

2 =1,414213562373095. . .
Utilizand o aplicatie de pe computer numita calculator stiintific, gasim:
2 =1,4142135623730950488016887242097... .
Zecimalele obtinute pana acum nu se repeta periodic, iar numerele rationale se pot scrie ca fractii zecimale

Figural

finite sau periodice. Asadar, ce fel de numar este \/5?

Ce observam?

Aproximarile facute arata ca este posibild existenta unor numere exprimate ca fractii zecimale neperiodice
(in care zecimalele nu se repeta periodic). Cu alte cuvinte, aceste numere nu sunt nici fractii zecimale finite, nici
fractii zecimale periodice (simple sau mixte), deci nu sunt numere rationale.

Istoria matematicii
D Chiar daca mai sus am identificat, prin diverse metode, un numar suficient de
mare de zecimale ale lui+/2, am studiat doar un numar finit de zecimale. Bazandu-ne

doar pe aceste estimari, oferite de calculator, nu putem decide daca V2 este numar
rational sau nu.
In cartea sa Elementele, Euclid (n. aprox. 325 1.H.) a demonstrat ca:

V2 nu este numar rational.
Intr-adevar, presupunand, prin absurd, ca V2 arfinumar rational, arexistanumerele

2
naturale nenule p si g, prime intre ele, astfel incat V2 =£, sau, echivalent, (Bj =2.
q q

Rezultd p®=2q? deci p este divizibil cu 2. Dacd p =2s, atunci 4s*=2¢?, adica
q° = 2s, deci si g este divizibil cu 2. Am obtinut cd numerele p si g au divizorul comun 2, contradictie cu faptul ca

p si g sunt prime intre ele. Presupunerea facuta este falsa, deci V2 nu este numar rational.

In consecint4, intrucat nu este numar rational, 2 se scrieca fractie zecimala infinita si neperiodica.

De retinut @
Numerele care se pot scrie ca fractii zecimale infinite si neperiodice se numesc numere irationale.
Astfel, v/2 Si —/2 sunt numere irationale.
Mai general, daca numarul natural n nu este patrat perfect, atunci Jn este irational.

Evident, daca x este un numar irational pozitiv, atunci Jx este irational. In consecint&, putem vorbi despre
radicalul dintr-un numar real pozitiv.



Raportul dintre lungimea cercului si diametrul sau este un numar irational, notat cu litera greceasca = (pi).
Valoarea aproximativa este 7= 3,1415926535....

Raportul de aur, notat cu litera greceasca ¢ (phi), este primul numar irational descoperit si definit in istoria
matematicii. Valoarea aproximativa este 1,6180339887... . Raportul de aur a fost descoperit de Euclid. Acesta a
Tmpartit un segment de dreapta Tn doua parti, pe care le-a numit ,,medie” si ,,extrema ratie”, astfel incat raportul
¢ dintre lungimea segmentului initial si cea a segmentului mai mare este egal cu raportul dintre lungimea
segmentului mare si a celui mai mic:

_a+b _a
a b

Studii contemporane aratd ca numarul de aur apare in proportiile corpului uman, la numeroase animale si
plante; Tn structura ADN-ului siin alcatuirea sistemului solar; in arte (pictura, muzica, sculpturd) siin arhitectura;
dar sin rata de crestere a populatiei si pe piata actiunilor.

Numarul A=1,010010001000010000010..., In scrierea caruia, dupa fiecare cifra de 1, numarul cifrelor de 0
creste cu o unitate, este numar irational.

Intr-adevar, dacd A ar fi o fractie zecimala periodica, cu perioada de n cifre, printre cele n cifre ar trebui sa se
afle neaparat cifra 1, pentru ca perioada nu poate contine doar cifra 0. Ca urmare, printre orice n zecimale conse-
cutive ale lui A ar trebui s se afle macar un 1. Insd imediat dupa cea de-a n-a cifra 1 din A urmeaza de n + 1 ori
cifra 0, deci A este irational.

De retinut @

Multimea numerelor reale, notata R, este reuniunea dintre
multimea numerelor rationale si multimea numerelor irationale.

Deoarece multimea numerelor reale contine multimea nume-
relor rationale, rezulta Q c R.

In consecint, are loc sirul de incluziuniNc Z c Q < R.

Multimea numerelor irationale se noteaza cu R\ Q. Asadar,

R=QuU R\Q).

V11

0,1211221112221...

Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor

D Dorim sa construim din hartie doud patrate cu ariile de 2 cm?, respectiv 3 cm®.

Laturile celor doua patrate au lungimile egale cu V2 cm, respectiv J3cem, asadar trebuie sa construim
segmente de aceste dimensiuni.

Consideram mai intai aproximarile lor: \/§=1,414..., \/§=1,732... .

Reprezentam aceste aproximari pe axa numerelor, pe care fixam unitatea de masura de 1 cm, si obtinem,

pe axd, punctele A si B (Figura 2). Segmentele OA si OB au lungimile aproximativ egale cu V2 cm, respectiv J3em.

V23
Figura 2 : gy Py ¢ X,
1,414 1,732

Ce observam?
Un numar irational se reprezinta printr-un punct pe axa numerelor. Pozitia acestui punct poate fi estimata
folosind o aproximare rationald, suficient de precisa, a numarului irational respectiv.

17
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De retinut

O dreapta pe care se fixeaza un punct numit origine, un sens de parcurgere de la stanga spre dreapta, indicat

de o sageata, numit sens pozitiv, si un segment numit unitate de mdsurd se numeste axa numerelor. Axa Ox are
originea Tn punctul O, iar sensul pozitiv de parcurgere a punctelor sale este de la O spre x.

Fiecarui numar real ii corespunde, pe axa numerelor, un singur punct. Reciproc, fiecarui punct de pe axa nume-

relor ii corespunde un unic numar real, numit coordonata sau abscisa punctului. Originea axei are coordonata
0 (zero). Abscisa punctului A de pe axa numerelor se noteaza cu x,. Scriem acest lucru astfel: A(x,).

Intuitiv, numerele reale ocupa toate punctele de pe ax&. Intrucat unor numere reale diferite le corespund

puncte distincte pe axa numerelor, putem identifica fiecare punct al axei cu un numar real.

Observatii

1.

Folosind teorema lui Pitagora, constatam ca ipotenuza acestuia are lun-

gimea de V12 + 12 =+/2 cm.

care sa coincida cu ipotenuza triunghiului precedent, si cu cealalta
cateta de lungime 1 cm, ca in Figura 4. Folosind teorema lui Pitagora,
deducem ca ipotenuza celui de-al doilea triunghi are lungimea de

Numerele reale care se reprezinta in dreapta originii se numesc numere reale pozitive, iar in scrierea lor
zecimald, Tnainte de prima cifra, se scrie semnul ,,+".

La fel cain cazul numerelor rationale, semnul unui numar pozitiv poate fi omis.

Multimea numerelor reale pozitive se noteaza R..

Exemple de numere reale pozitive: +3 = 3; +/6=+/6 ;+7,(51) =7,(51) etc.

. Numerele reale care se reprezinta in stanga originii se numesc numere reale negative, iar in scrierea lor

zecimald, Tnainte de prima cifra, se scrie semnul ,,—".
Multimea numerelor reale negative se noteaza R_.

Exemple de numere reale negative: -2; —+11 ; -7,1; -1,(3) etc.

. Numarul real 0 nu are semn (nu este nici pozitiv, nici negativ).

Multimea numerelor reale nenule se noteaza R*.
AvemR=R* U {0} =R U {0} UR,.

. Deoarece numerele irationale se exprima ca fractii zecimale infinite, aproximarile acestora prin lipsa sau prin

adaos, precum si rotunjirile la un anumit ordin, se fac dupa aceleasi reguli ca in cazul numerelor rationale.
De exemplu, aproximarile prin lipsa si prin adaos ale lui V2 la ordinul sutimilor sunt 1,41, respectiv 1,42,
iar rotunjirea lui J7 = 2,6457... la ordinul miimilor este 2,646.

@ In Figura 3, utilizand aproximarile zecimale, sunt reprezentate urmatoarele numere reale:

—~2=-1,414...; V3=1,732...; —-5=-2,236....
~5 2 V3

Figura 3 _.2 _=1

2,236 -1,414 1,732

o

4
N
x

Reprezentati un triunghi dreptunghic cu catetele de lungime 1cm.

Desenati un triunghi dreptunghic cu o cateta de lungime V2 cm,

Figura 4

(V2) +2 =2+ =45,

Continuand procedeul, construiti segmente cu lungimile de J4 cm, 5 cm, /6 cm, respectiv J7 cm.



Ce constatam?
Folosind echerul gradat si compasul, pentru orice numar natural n > 2, putem reprezenta cu exactitate un seg-

ment de lungime Jn cm. Utilizand compasul si acest segment, putem reprezenta exact pe axa numarul real Jn.

Stiati ca...?
Spirala prezentata mai sus a fost descoperita in secolul 5 1.H. de matematicianul Theodorus din Cyrene. Aceasta

se numeste spirala [ui Theodorus sau melcul lui Pitagora. Theodorus s-a oprit la reprezentarea lui V17, deoarece
credea ca pentru n > 18 ipotenuzele triunghiurilor se suprapun peste cele reprezentate deja.

In anul 1958, matematicianul Erich Teuffel a demonstrat ca oricat de mult am continua procedeul lui Theodorus,
ipotenuzele spiralei nu se suprapun.

Modulul unui numar real

Situatie-problema
In Figura 5 sunt reprezentate pe o ax3 punctele care corespund numerelor -3, —\/5, 2 si 3.
-3 -2 _5 -1 0 1 05 2 3
Figura 5 : : f : : | \/— : : X

Punctele corespunzatoare numerelor opuse —3 si 3 sunt situate la aceeasi distanta fata de origine. Punctele
care corespund numerelor —/2, v/2 sunt, de asemenea, la aceeasi distanta fata de origine. Deducem ca si nume-
rele —v2 si V2 sunt opuse.

Ce observam?
Orice numar real are un opus. Numerele reale opuse sunt situate pe axa numerelor la aceeasi distanta fata de
origine, de o parte si de cealalta a acesteia.

De retinut @

Doua numere reale nenule se numesc opuse daca pe axa humerelor le corespund doua puncte egal departate
de origine.
Daca x este un numar real, —x se numeste opusul lui x. Opusul numarului real 0 este 0.

Opusul lui 6 este —6. Opusul lui -=1,(5) este 1,(5).
Opusul lui J3 este /3. Opusul lui 3,5055055505... este —3,5055055505... .

De retinut @

Modulul unui numar real x reprezinta distanta de la origine la punctul ce ii corespunde numarului x pe axa
numerelor.
Modulul numarului real x, numit si valoarea absolutd a numarului x, se noteaza | x|.

Observatii

1. Din interpretarea modulului ca distanta (Figura 6),
rezulta cd modulul unui numar real pozitiv este numa-
rul Tnsusi, iar modulul unui numar real negativ este
egal cu opusul numarului respectiv.

Astfel, avem:

\

o
S
x

AN
[x'|=-x [x|=x
Figura 6

x,dacax>0
x| =1 0,dacax=0.
-x,dacax<0 D) 0 5

\/

2. Modulele a doua numere opuse sunt egale: —
|-x| = | x|, pentru orice x € R. [-2]=2 |2]=2
Un exemplu se poate observa in Figura 7. Figura 7



3. Proprietatile modulului unui numar real
a. Modulul oricarui numar real este mai mare sau egal cu O (este numar nenegativ):

| x| >0, pentru orice numar real x.

In plus, | x| = 0 daca si numai daca x = 0.

o

. Dacd a si x sunt numere reale, iar a >0, atunci | x|=a daca si numaidaca x=a sau x =-a.

. Orice doud numere reale opuse au acelasi modul: | x |=|—x |, pentru orice numar real x.

o o0

. Daca x si y sunt numere reale, atunci | x |=| y | daca si numai daca x =y sau x=-y.

. Vx* =| x|, pentru orice numar real x.

oo

Pe multimea numerelor reale se introduc operatiile de adunare, scadere, inmultire, Tmpartire si ridicare la
putere, extinzand in mod natural operatiile din multimea numerelor rationale.
i. Modulul sumei a doua numere reale este cel mult egal cu suma modulelor celor doua numere:

| x+yl<|x|+|yl, pentru orice doud numere reale x si y.
ii. Modulul produsului a doua numere reale este egal cu produsul modulelor celor douda numere:
| x-yl=|x]|-1yl, pentru orice doua numere reale x si y.

iii. Modulul raportului a doua numere reale este egal cu raportul modulelor celor doua numere reale:

x|_Ix| , < .
—| =-—, pentru orice doua numere reale xsiy,cu y #0.

yl 1yl
iv. Modulul puterii cu exponent intreg a unui numar real nenul este egal cu puterea modulului acestuia:

| x"|=|x|", pentru orice numar real nenul x si orice numar intreg n.

Exemple
Verificati proprietatile de mai sus folosind exemplele din urmatorul tabel:
X
X y x| Iyl Ix-yl M Ix+yl Ix|+1yl
2
2 3 2 3 6 5 5 5
3
3
-3 -2 3 2 6 = 5 5
2
0 -8 0 8 0 0 8 8
4 5 4 7 28 ; 3 11
1
243 6V3 2.3 63 36 3 a3 83
7 7 J7 J7 7 1 0 27

Observati in ce situatii se obtine egalitate in inegalitatea | x + y| < | x| + | y|. Justificati!

Compararea si ordonarea numerelor reale

Situatie-problema

D Care dintre numerele v2 si 1,5 este mai mare? Pentru a decide acest lucru, putem alege una dintre metodele
invatate la numerele rationale:

A. Comparam scrierile zecimale ale celor doua numere. Deoarece V2 =1,414. ., rezultd ca V2 <1,5.

B. Reprezentam 2 si 1,5 pe axa numerelor, ca Tn

Figura 8. -1 9 1 15 |2 X
Pentru ca 1,5 este situat in dreapta lui V2, nseamna NA
ca 1,5 este mai mare decat v/2. Figura 8
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Ce observam?

Stim ca dintre doua numere rationale reprezentate pe axa numerelor, mai mare este numarul aflat in dreapta
celuilalt. Observam ca acest lucru este valabil siin cazulin care unul dintre numere este irational sau daca ambele
numere sunt irationale.

De retinut @

Dintre doua numere reale diferite, este mai mare numarul reprezentat mai la dreapta pe axa numerelor.
Daca x si y sunt numere reale pozitive, atunci x < y daca si numai daca Ix < \/;

—/3<-0,5, deoarece, pe axa numerelor, punctul \/§>\/§ deoarece punctul corespunzator lui J5
corespunzator lui —0,5 este situat in dreapta punctu- este situat in dreapta punctului ce corespunde
lui ce corespunde numarului ~/3: numarului v2 , pe axa numerelor:
2 -1-05 0 1 X, i 9 o2 3 X
5 | ] | | vz B

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Dati doua exemple de numere:

a. reale negative; b. irationale pozitive;
c. rationale, care nu sunt intregi; d. rationale care nu sunt reale.
Rezolvare:
a. =1,6 si —/15; b. V5 si11;
.4 . . o .
c. 3,(2)si —7; d. Nu exista numere rationale care sa nu fie reale.

2. Dati doua exemple de numere reale:
a. opuse; b. care au modulele egale cu J6: c. care au modulele egale cu —5;

d. care se afla la o distanta de 6 unitati fata de origine pe axa numerelor.

Rezolvare:
a. 2si-2.

b. Numerele reale care au modulul egal cu J6 sunt —/6 si J6.

c. Modulul unui numar real este mai mare sau egal cu zero. Prin urmare, nu exista numere reale care sa aiba
modulul egal cu =5.

d. Numerele reale care se afla la distanta de 6 unitati fata de origine, pe axa numerelor, sunt numerele care au
modulul egal cu 6, adica —6 si 6.

3. Reprezentati pe axa numerelor, apoi ordonati crescator urmatoarele numere:

—2;-1,5; \/0,64; ,/%; V6.

Rezolvare:
Pentru a reprezenta pe axa numerele date, mai intai le calculam, iar in cazul numerelor irationale folosim
o aproximare a lor.

25 5 5
Astfel, -2 =-1,41..., /0,64 =0,8, =13 =§,\/€=2,44....

Folosind reprezentarea pe axa, ordinea crescatoare este: —1,5< ~2< 70,64 < J6 < \ /%TS

4. Incadrati fiecare numar real intre doud numere intregi consecutive:

a. <1,6< ; b. < —\/E < ; c. <4/6,25 <
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Rezolvare:
1<1,6<2.

Putem proceda in doua moduri:

1. Calculam cu aproximatie /10 : —/10=-3,16.... Rezultd cid -4<—/10<-3.

2. Determinam doua patrate perfecte consecutive intre care e cuprins 10. Acestea sunt 9 si 16. Obtinem deci
9<10<16, de unde rezultd ci V9 <+/10 </16, adici 3<+/10 <4 . Astfel, —4<—/10<-3.

Calculam mai intai /6,25 =+/(2,5)° =2,5. Obtinem 2<+/6,25<3.

Probleme propuse

Se considera numerele: —6; \/g; 0;-2,8; %; —\/g; 7;-10; +/15; 5,4(12). Precizati care dintre aceste numere sunt:

naturale; intregi; rationale; irationale; reale.
Precizati care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate si care sunt false:

0 este numar natural; 1,6 este numar intreg; —5,(4) este numar irational;

\/5 este numar real; \/Z este numar natural; —/8 este numar irational.
Precizati care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate si care sunt false:

9¢eN; 0eZ; 0¢Q; 1,7 € R;

_%GR; J15 e R\ Q; V152 eN; V(2,457 € Q.

Folosind eventual calculatorul, determinati:
aproximarile prin lipsa la ordinul zecimilor ale numerelor \/g si \/ﬂ;
aproximarile prin adaos la ordinul sutimilor ale numerelor ﬁ si \/@;
rotunjirile la ordinul miimilor ale numerelor v17 si J219.

Reprezentati pe axa numerelor urmatoarele numere reale, apoi scrieti-le in ordine crescatoare:
-3;4/3;-2,4; —/2;1,3; ~J6; \/5; g; ~2;\/4; -2,5;42; 1,5; —/6; g

Completati tabelul:

4 1,7 5
X J10 T

X 4,12 J18 -J13,1
[ x|

Precizati care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate si care sunt false:

|+3]=3; |-1,6] =+1,6; -9 =-9; N5 |=+/5;
[/13]= 13 —3 =%; 10]=0; |—7,51=7,5.

Aratati ca urmatoarele numere sunt rationale:

4 25 9
4. 2. 72, Jo,81.
9 81 16

Stabiliti care dintre urmatoarele numere sunt rationale si care sunt irationale:

3
27%; V5?22 [Ej ; J99.

2
Se considera multimeaAz{—é; %; ﬁ; —~12; 3,(4); \/24; O; 1,8}. Scrieti elementele multimilor: ANN,
ANZ,ANQ,ANR\Q),ANR, A\Q, A\R.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Incadrati fiecare numér real intre doud numere intregi consecutive:

a. <2,7< ; b. <46 < ; c. <—/20 < ;

< /%< ;o f. < f%< ; g. <4/751,3 < ;

a. Dati doua exemple de numere rationale cuprinse intre 3 si 4.

b. ,,Doud numere irationale cuprinse intre 3 si 4 sunt ... si ... .” Completati spatiile libere pentru a obtine

un enunt adevarat.
Determinati elementele multimilor:
a. A={xeN|2<x<4}; b B={xeN|2<x<4}; ¢ C={xeN|1<+/x <3}

Comparati numerele:

a. V2 sil,5; b. —/3 si-2; c. §$i\/0,36;
Ordonati crescator numerele:

a. —4;-3; 9; -2,(64); -3,89; -2,6; b, —/11; 10; +/8; —/10; V7;
Calculati:

a. |1-1,5]; b. ‘%—2‘; . IN2-1;

e 14-417; INERS] g |-B-el;

Consideram multimea A={v1;v2;+/3;...;+/30}.
a. Stabiliti cate numere rationale si cate numere irationale contine multimea A.
b. Calculati suma patratelor numerelor irationale din multimea A.

Aratati ca numarul Jx este rational Tn fiecare dintre urmatoarele cazuri:

a. x=3"+4% b. x=1"+2°+3*+4°+5% c. x=T+24%
Aratati ca urmatoarele numere sunt irationale:

2 N14243+..410; b 5P +60+1; e V107 4117 +12%,
Determinati numerele reale x, stiind ca:

a. |x|=+5; b. | x|=-+10: c. |x|<0;

Demonstrati ca daca x este un numar irational pozitiv, atunci Jx este irational.

d. <499 <

h. <—/5,4 <

d. —/34 Si —/35.
C1;4/3;2;42;1,5.
d. 163

h. |—\/§+2|.

d. x=7*°,

d. |x|>0.

FiemultimileA={XeZ|—\/E<|x| <M},B={X€Z|\/§<|X|<\/§}$iC={XEZ||X|S\/E}.

Determinati AnB, BNnCsi CNA.
Determinati valorile cifrei x din baza 10, astfel ncat:

a. \/meQ; b. @eR\Q; c. JSE—SX eQ;

Minitest

1. Reprezentati pe axa numerelor urmatoarele numere reale, apoi scrieti-le in ordine crescatoare:

1,5; —3; 0,5; J5; E.

2

. Multimea B={x e N|2 <+/x <3} este egala cu:

x2
d. \/;QQ.

. {5;6;7;8}; b. {4;5;6;7;8}; c. {4;5;6;7;8,9}; d. {5;6;7;8;9}.

Alegeti litera corespunzatoare raspunsului corect.

. Se considera multimeaAz{—él; \/5; —ﬁ; V10; -1,(25); %; 0; —11,6}.

Scrieti elementele multimilorr ANN,ANZ, AN Q,An (R\Q),AnR, A\Q, A\R.

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.




Lectia 3: Reguli de calcul cu radicali

Cuvinte-cheie
produsul radicalilor scoaterea unui factor de sub radical
catul radicalilor introducerea unui factor sub radical

Produsul radicalilor

Situatie-problema
Cautam o legatura intre radicalul produsului a doua numere reale pozitive si produsul radicalilor acelor numere.
Pentru numerele 4 si 9, obtinem: Ja.J9=2.3-6 $im=\/%:6.
Asadar, Ja9=1a9.
Analog, pentru 16 si 36, rezulta: V16 436 =4.6 =24 iar V16-36 =~/576 =24 . Deci V16 /36 =/16-36 .

Ce observam?
Produsul dintre radicalii numerelor 4 si 9 este egal cu radicalul produsului numerelor 4 si 9.
La fel se intdmpla in cazul numerelor 16 si 36.

Deretinut (¥

Produsul radicalilor a doua numere reale pozitive este egal cu radicalul produsului celor doua numere.
Altfel spus,

Ja-b=+ab, pentru orice numere reale a> 0, b > 0.
Egalitatea de mai sus se scrie si sub forma:
Ja-b=+a b (descompunerea unui radical in produs de radicali).

Exemple
1. Ja-vb=+a-b 2. Ja-b=+a-b
V2418 =12-18 =436 =6; \25.36 =425 4/36 =5.6=30;
M.J_=J242-50=J12100=110; J0,25-9=,/0,25-/9=0,5-3=1,5;
\f\/i = =V4-9=436=6; J4900 =+/49-100 =+/49 -1[100 =7-10=70.

Catul radicalilor

Situatie-problema
Cautam o legatura intre radicalul catului a doud numere rationale pozitive si catul radicalilor acelor numere.
Pentru numerele 36 si 4, obtinem: J36:\/4=6:2=3 Si J36:4=19=3.
Deci +/36:/4=+/36:4.

Analog, pentru 25 si 9, rezulta: —:% 1/ f
Deci @:JE .
J9 9

Ce observam?
Catul dintre radicalii numerelor 36 si 4 este egal cu radicalul catului dintre numerele 36 si 4.
La fel se intampla in cazul numerelor 25 si 9.
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De retinut

Catul radicalilor a doua numere reale pozitive este egal cu radicalul catului celor doua numere.
Altfel spus,

%= \/g, pentru orice numere reale a>0, b > 0.
Egalitatea de mai sus se scrie si sub forma:

\/% =£Z (descompunerea unui radical in raport de radicali).

i

ﬁ_\/E a_va

b \b b~ b

V3 _[3 _ g1 36 _V36 6.

0,03 V0,03 25 25 5

_\/ﬁ= §=JZ=2, 1,69 = ﬂz\'lf’gzg;

V7 N7 100 100 10
5

V405 _ |405° _ [81 _ 9. O e L

J500 V500 V100 10 9 V9 Jo 3

Observatie
Radicalul sumei a doua numere pozitive nu este egal cu suma radicalilor celor doua numere.
Mai exact, dacd a, b> 0, atunci Na+b =~a+b .
De exemplu, pentrua =16 si b =25, avem Ja++b=4+5=9, dar Ja+b=+34~583....

Scoaterea factorilor de sub radical

Situatie-problema

Dorim sa scriem un radical sub forma unui produs, astfel incat unul dintre factori sa fie diferit de 1 si produsul
sa nu mai contina radicali.

Observam c 20 =4 - 5, deci 20 =45 =+/4 -\/5 =2./5.

Intrucat 18 =9 - 2, putem scrie v/18 =4/9-2 =49 .42 =3.2.

Scriem 75 =25 - 3, de unde obtinem J75 =253 =425 .4/3 =54/3.
Cum 50 = 25 - 2, rezulta: /50 =+/25-2 =25 .2 =5-/2.

Ce observam?

Folosind faptul ca radicalul produsului a doua numere pozitive este egal cu produsul radicalilor numerelor,
putem scrie unii radicali sub forma unui produs dintre un radical si un factor diferit de 1, care nu mai contine
radicali.

De retinut

Pentru orice doud numere reale pozitive a si b, are loc egalitatea: va’b = a-b.

()

Scrierea numarului va®-b sub forma a-+/b se numeste scoaterea factorului a de sub radical.

Exemple: a.\5°.3=5{3
b. V7211 =711
c. \/373=\/ﬁ=3\/§
d. V7 = (7277 =77 =497

(am scos factorul 5 de sub radical);
(am scos factorul 7 de sub radical);
(am scos factorul 3 de sub radical);

(am scos o putere a lui 7 de sub radical).
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Observatii

1. Dacd a este un numar real oarecare si b este un numar real pozitiv, atunci are sens expresia va’b .

In acest caz, are loc relatia:
Jab =lal-+/b.

Exemplu: V=573 =1(-5) \3=|-5]-V3=5/3.

2. Daca sub un radical se afla un numar natural, scoaterea factorilor de sub radical este precedata, deseori, de
descompunerea in factori primi a numarului natural respectiv.

Exemple: a. Descompunerea n factori primi a numarului natural 12 este 12 = 2* - 3. Rezulta:
V12 =273 =427 /3 =2./3.
b. Numarul 54 se descompune Tn factori primi astfel: 54 = 2 - 3%, Atunci:

54 =2.3" =2.3.3 =/37.6 = 36.

Introducerea factorilor sub radical

Situatie-problema

D Care dintre numerele 2+/3 Si 342 este mai mare?
26

Metoda I: Folosim valorile aproximative: Metoda a IT-a: Folosim regulile de calcul cu radicali:
J3=1,732..., deci 24/3 =3,464..; 23=443=112;

V2=1,414.., deci 3v2 =4,242.... 3W2=+9.J2=118.

Se observa ci 243 <342. Cum /12 <+/18, rezulta 2/3 <3+/2.

Ce observam?
Pentru a compara cele doua numere printr-a doua metoda, am scris numerele 243 si 342 sub forma unui
singur radical. Se spune ca am introdus sub radical factorii din fata radicalilor.

De retinut
Pentru orice doua numere a, b > 0 are loc egalitatea: a-vJb=+ab.

Scrierea numarului a-~/b sub forma va®-b se numeste introducerea factorului a sub radical.

Exemple: a. 3W11=+/32.11=+/99 (am introdus factorul 3 sub radical);
b. 743 =+/72-3 =147 (am introdus factorul 7 sub radical);
c. 5/5=+/52.5= \/5_3 (am introdus factorul 5 sub radical);

: / { { 3
d. i\/z= £ -\/z= i\ﬁ= i-Z= e (am introdus factorul — sub radical).
4\5 4 5 16 \5 16 5 80 4

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Scrieti fiecare dintre numerele urmatoare ca un produs de doi radicali:

a. \/@; b. \/ﬁ; c. \/5_1; d. 4/187.
Rezolvare:

Folosim regula~/a-b =Ja b, pentrua>0, b>0.
a. A58 =+/2:29 =2 .4/29; b. V35 =+/5-7=+/5-/7;
c. V51 =417-3 =17 /3; d. V187 =+/17-11 =17 -4/11.

2. Scrieti fiecare dintre numerele urmatoare ca un cat de doi radicali:

a. ‘/2?4; h. v13:2; c. 4/0,147; d. v3,(5).



Rezolvare:

Ja

. a
Folosim regula ,|— =—, pentrua >0, b > 0.
S RN

0,147 _ 3.5) \/37_ 7=£

100 1000

TT

Scoateti factorii de sub radical, scriind conditiile de existenta a radicalilor, acolo unde este cazul:
24x°; 12x°; \J20x* 27Xy
Rezolvare:

Cum x> > 0, oricare ar fi numarul real x, expresia v24x> are sens pentru orice x
real. Atunci:

2 x>
Pax7 =\2° 3% =\/2_2-\E.\/§-\/x_2=2\£-|x|={ xJ6, dacax =0

—2x\/g, dacax <0

Conditia de existenta a radicalului este x* > 0, ceea ce conduce la x > 0. Avem:
V12 =4/22-3.x° =427 \f3-4/x* =2./3 - x+/x =2x+/3x.

Cum x*>0, oricare ar fi numarul real x, nu se impun conditii asupra lui x.
Insa trebuie indeplinita conditia y > 0. Atunci:

J20x'y =22 5. x* -y =22 Bx* -y =25 x [y =2x* By .

Conditia ce se impune este x° > 0, ceea ce conduce la x> 0. Cum y*> 0, oricare
ar fi numarul real y, nu se impun conditii asupra lui y. Obtinem:

\/27x5y2 =\/33-x5-y2 =x/373-\/?-\/?=3-\/§-x2-x/;-|y|=3x2 ly|+3x.
Introduceti factorii sub radical:
x5, x < 0; -a+10, a<0; —y*\7,y<0; —xy*\6,x<0,y>0.

Rezolvare:

Sub radicali se introduc doar factori pozitivi, deci trebuie sa fim atenti la indeplinirea acestei conditii.

Cum x < 0, rezulta ca —x > 0.

Astfel, x+/5 = —(—x)\/5 = —\/T)zf =—W =—Bx’.
Cum a <0, rezultd ca —a > 0. Astfel, —av10 = \/W\/E =(-a)*-10 =/10a’.
Avem y <0, dar y* > 0. Astfel, —y°\7 =—J(y*) 7 =—\(y*7 -7 =—\[7y".
Avem x < 0, deci —x > 0. Cum y > 0, rezultad cd y* > 0. Obtinem:
—xy*N6 =(=x7 (y?F Vo == () -6 = Joxy*
Comparati urmatoarele numere:

2\/7 cu 7\/5; —3\/5 cu —4x/§; 4\/5 cu'7; 6«/5—4x/7 cu 0.

Rezolvare:

Introducem mai intai factorii sub radical:

247 =~/22.7 =28, iar 72 =77 -2 =98. Cum /28 <98, rezulta ci 247 < 74/2.
33 =-4/32-3=127, iar -42 = —J4>.2 = —\/32. Cum /27 > /32, rezultd ca —3/3 > —4+/2.
43 =4?.3=1/48, iar 7=\/7_2=\/E.Cumx/ﬁ<«/5,rezultécé4x/§<7.

63 =+62-3=4/108, iar 47 =+4.7=112. Cum /108 <+/112, rezultd ci +108-+112<0, deci
63/3 - 447 <O0.
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Probleme propuse

Scrieti cu un singur radical:

V9 -43; V5 -V6; N7 2; V11 -4/15;
V10413 V2145 V19 e ; V2243
Calculati:
J1,2:45; V52,2 V31410 J1,12450 ;
35420 -J0,4.(~/15); J4,5-(—~24); /0,06 +/50..
Calculati:
3 1 3 ]2 4 |1
2-.=; —=-5; == 1l=3 1—-.2=;
3 35 (if 15
—0,5(=/1,(3)); V0,(5)-(=/1,1); V2,(2)4/0,75; \0,0(4)-413,5.
Aratati ca urmatoarele calcule au ca rezultat un numar natural:
V5-43,2; V6,254 ; -/0,9-(—/40); J200-4/0,32 ;
\/§~\/125; 1/1%\/0,7; v5,(3)-4/0,75; V2,1(3) 47,5 .
Scrieti fiecare dintre urmatoarele numere ca un produs de doi radicali:
V6 ; V35; Va9 ; V28 ; Va6 ; V88 ; V164 ; h. 250.
Scrieti utilizand un singur radical:
BN v SN N - N - - .S v SN 3,
3’ V2 V15’ 2 NI N Va2’ V280
Scrieti fiecare dintre numerele urmatoare ca un cat de doi radicali:
2 3 3 7
— —; 4—; 5—; 0,7; 1,325; 3,(2); 2,4(1) .
= V15 c 5 N V325 b V2,41)
Scoateti factorii de sub radical:
12; V20 ; 68 ; V60 ; NCPE V120 ; J200; \252.
Scoateti factorii de sub radical:
V223434 ; V22542425 ; V22324516 ; \V25-4-2425 ;
4121+2°-3; \V62-5+34/36 ; V152.2-64225 ; V67-22+5\361 .
Scoateti factorii de sub radical:
48 / 68 . f192 ) /& 450 864 748 875
25’ 144° 169’ 256" 81 121° 289" 441
Scoateti factorii de sub radical, scriind conditiile de existenta a radicalilor, acolo unde este cazul:
20x% ; \J45x%y ; J32x%y% \J68xy° .
Asociati fiecarui numar din prima linie scrierea sa echivalenta din cea de-a doua linie:
2\5 36 42 93 —2\7 45 510 . -7/6
243 J32 -28 J18 E. —250 F /80 G. —/294 H. 20 J54
Introduceti factorii sub radical:
ENZ 2.J20; =NV 2 a5 ;
3 5 7 3
5 3 81
0,3,/=; -1,(2),|—; 2,(1)4/0,81; 0,3(4),|— .
\/; ( ),/11 (1) ( ),/31
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14. Introduceti factorii sub radical:

a. xv2,x>0; bh. —x+/5,x<0; c. —x°410,x<0;
d. x*\J6,x<0; e. —xyﬁ,x<0,y20; f. —xsyzﬁ,x>0,y<0.
15. Comparati urmatoarele numere:
a. 245 cu 3V2; b. 247 cu 3V3; c. 42 cu 2410; d. =3J6 cu -24/14;
e. —2\/5 cu —4«/3; f. 3J7 cu 8; g. —4«/5 cu-9; h. 5\/5—11 cu 0.
16. Ordonati crescator elementele multimilor A si B:
A={232;\21;2V6;3v2;2/5;119}; B =1{21/7;34/3;5;24/10;5v2; 44/3}.

17. In Figura 1, pe axa Ox a numerelor reale sunt repre-

zentate punctele A, B, C, D, E, F si G care au, in alt&  ED B0 A ¢ G F X
ordine, abscisele 2\/5, —\/5, 0,25, —J§, -/0,64, -2 -1 0 1 2 3

2\/5, \/g Figura 1

a. Reprezentati pe axa punctele H(1), I(-3) si J(\/E) .

b. Determinati abscisele punctelor A, B,C,D, E, FsiG.

c. Scrieti perechile de puncte reprezentate pe axa ale caror abscise au produsul numar intreg.

Minitest
1. Calculati:

a NB10; b J12- /12 _V156, d. J5.(4)-3. (3p)

2. Rezultatul calculului |\/§—1|+|\/§—2|+|—1|este:
a. 2; b. 3; c. 2+4/3; d. 0. (3p)

Alegeti litera corespunzatoare raspunsului corect.

3. Puneti intre cele doud numere unul dintre semnele <, = sau >, astfel incat sa obtineti propozitii adevarate:
a. 3v2  2Je; b 247 -3V3; c. 3W11 10 d. 4/5-9 0. 3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.
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Lectia 4: Adunarea si scaderea numerelor reale

Cuvinte-cheie

adunare suma termeni asemenea scadere diferenta

Adunarea numerelor reale

al @

Situatie-problema

D Triunghiul din Figura 1 are laturile de lungime 2 dm, x dm si y dm, unde x si y sunt

numere reale.
Ne propunem sa determinam perimetrul triunghiului in fiecare dintre urmatoarele
cazuri:

1. x=2,23siy=1,41; 2. x=~5siy=+2.

2dm
Figural
In primul caz, cu x = 2,23 si y = 1,41, perimetrul este o sum& de numere rationale. Obtinem:
P=2+2,23+1,41=5,64dm.
In al doilea caz, cautam s& dam un sens expresiei V5 ++/2 . S& consideram pe axa numerelor punctele A si B,
de abscise +/2, respectiv /5, ca in Figura 2. Atunci OA=~/2 si OB= 5.
Construim apoi un punct C, la dreapta lui B, astfel incat BC =0A =+2. Intrucat OB + BC = OC, are sens si spu-

nem ci /5 ++/2 este acel numir real caruia fi corespunde pe axa punctul C.

J5

\/

0 A B C
Figura 2 V2 V2

Putem proceda asemanator si pentru a atribui un sens expresiilor 2 ++/2 sau /5 +2 sau chiar 2+/5 ++/2.

Ce observam?
Suma a doua numere reale este un numar real. Exemplul de mai sus arata cum putem determina punctul de pe
axa numerelor corespunzator sumei a doua numere reale pozitive.

De retinut @

Prin adunarea a doua numere reale a si b se obtine un numar real, notat a + b, numit suma numerelor a si b.
Numerele a si b se numesc termenii sumei.

Proprietatile adunarii numerelor reale
1. Adunarea numerelor reale este asociativa: 3. Numarul real O este element neutru:
(@a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c, pentru orice a+0=0+a=a, pentru orice numar real a.

numere reale a, b, c. 4. Oricare ar fi numarul real a, existd un numar real,

2. Adunarea numerelor reale este comutativa: notat —a si denumit opusul lui a, cu proprietatea
a+b=>b+a, pentru orice numere reale a si b. a+(-a)=(-a)+a=0.
Observatie

1. Calculul aproximativ al sumei a doua sau mai multe numere irationale

Pentru calculul aproximativ al sumei a doua numere irationale, putem Tncadra cele doua numere intre apro-
ximarile lor prin lipsa si prin adaos. Aproximarea (estimarea) sumei este cu atat mai exactd, cu cat aproximarile
termenilor sumei contin mai multe zecimale.



Sa analizam inca o datad problema prezentata mai inainte. Pentru x = J5 siy= \/5 avem:

Estimarea (pentru x si y) x=+/5 y:\/i X+y

cu eroare mai mica de 0,1 2,2<x<2,3 1,4<y<1,5 3,6<x+y<38

cu eroare mai mica de 0,01 2,23<x<2,24 1,41<y<1,42 3,64<x+y<3,66
cu eroare mai mica de 0,001 2,236<x<2,237 1,414<y<1,415 3,650< x+y <3,652

Utilizand datele aflate pe ultima linie, obtinem 5,650 < P < 5,652, adicd P~ 5,65 dm (primele doua zecimale
sunt exacte).

2. Calculul sumei a doua sau mai multe numere de forma a\/d_ (unde d este fixat)

Pentru a aduna mai multe numere reale de forma avd, d >0, care au acelasi numar sub radical, se aduna
factorii din fata radicalilor, iar rezultatul se Tnmulteste cu radicalul.
Cu alte cuvinte, daca q, b, ¢, d sunt numere reale si d > 0, atunci:

i. a d+b«/H:(a+b)\/J; ii. a d+b\/a+c\/3:(a+b+c)\/a.
32+ 72 =(3+7)-42 =104/2; 2J3+3/3=(2+3)-/3=5V3;
4J5 +8Y5 ++/5 = (4+8+1)-+/5 =135: V10 +6410 +410 = (1+6+1)-4/10 =8410.

Scaderea numerelor reale

Deretinut ()

Diferenta a doua numere reale a si b este numarul real d cu proprietatea a =b + d.

Diferenta numerelor a si b se noteaza a—b. Numarul a se numeste descdzut, iar b se numeste scdzdtor.
Operatia prin care numerelor a si b li se asociaza diferenta lor se numeste scadere.

Scaderea a douad numere reale se efectueaza adunand descazutul cu opusul scazatorului:

a—-b=a+(-b), pentru orice numere reale a si b.

Diferenta numerelor avd si bVd, d> 0, se efectueaza astfel:

ad - byd =(a-bWd.

Q2+V2)-V2=2+2+(~2)=2; 2. 6J6-25=(6-25=45; = 20V6-13\6-/6 =(20-13-1)\/6 =6+6.

Observatie

O succesiune de adunari de numere reale se numeste sumd algebricd de numere reale.
Opusul unei sume algebrice de numere reale este suma algebrica a opusilor termenilor sumei.

De exemplu, opusul sumei algebrice s = 243 /7 +5-3,(6) este suma algebrica:
§'=-5=-(23-7+5-3,6)) =243 +7 -5+3,(6).

Se observa ca semnul ,,minus” n fata unei paranteze schimba semnul termenilor din paranteza.

Investigatie

Desenati axa Ox a numerelor si reprezentati pe

|D q ] ] ] ]
ea punctele A, B, C, D, avand abscisele x, =+/2, SR 12 2 314202
X, =1+2:2, x. ==2six, =—1-+/2, ca’n Figura 3. Figura 3

a. Completati casutele urmatoare cu unul dintre semnele + sau —, astfel incat sa obtineti afirmatii adevarate:

! ! »

0 A B X
0

AL |x,—x.|=Ix,] | x.[; Bl. | x, —x,|=|x,] [x,; ci. |x, —x.l=1x,l [ x.;

A2. AC=0A 0oC; B2. AB=0B OA; c2. CD=0D oC.

(i)

*
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b. Comparati rezultatele de la A1 si A2, apoi pe cele de la B1 si B2 si de la C1 si C2 si faceti legatura intre acestea
si semnele numerelor x,, x,, X, X,. Ce constatati?

c. Justificati rezultatele obtinute si demonstrati urmatoarea proprietate generala:

Dacd A si B sunt doud puncte oarecare de pe axa numerelor, cu abscisele x,, respectiv x,, atunci distanta dintre
A'siBeste: AB=|x, — Xx,|-

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

Calculati:
25 -1+3V5+4; 47 +2/6 —\7 +3J6 - 247 ;
1,3+4410+2,7-10-4-310 ; (-2,5v3 +3,21/6)+0,3v3 +(0,8v6 +1,24/3).
Rezolvare:

25 -1+3V5+4=(25+35)+(-1+4) =55 +3.
87 + 246 —7 + 36 — 247 = (447 —\7 - 27) + (2\/6 +3/6) =7 + 56 .
1,3+4410+2,7-410-4-310 =(1,3+2,7-4) + (4410 -+10 - 34/10) =0+ 0=0..
(~2,5v/3 +3,246) +0,3v/3 + (0,86 + 1,24/3) = —2,5v/3 +3,2/6 + 0,3v/3 + 0,8v6 +1,24/3 =
=(=2,543 +0,3v3 +1,24/3) + (3,26 +0,8V6) = /3 + 46 .
Calculati, scotand mai Tntai factorii de sub radical:
V8 ++/50 -+/32; 227 -5\12 +/48 - 3,/108 .
Rezolvare:
V8 +4/60-+/32=22+5V2-4\2=(2+5-4)-\2=32.
227 512 + /48 3108 =2-3y/3-5-23+ 433643 =
=63/3-10+/3+44/3-18/3=(6-10+4-18)-/3=-183.

Calculati:
%\/5 —0,(4)V162 +0,572 ; %@ ~1,5v24 —2,(3)V/45 +0,4+/150 ;
2\/;+3 y+6\/;—3 y ,undex, y>0; 6\/a72—4«/a73+7\/a73—x/a72 ,unde a > 0.
Rezolvare:

%@-o,(zt)\/lez +o,5ﬁ=%-2ﬁ—g.9\/§+%-6\/§=\5—4ﬁ+3ﬁ=(1—4+3)~J§=0-J§=0 .

2 V20-1,524 -2,(3)45 +0,4150 = 2245 -2 -2/6 -1 36 + 2516 -

=335 -3v6 ~ 745+ 216 = (35 - 7/5) + (-3v/6 + 21/6) = ~4/5 +(—/6) = -4+ /6 .
2x + 3y +63x = 3Jy =(2Vx +63/x)+(3\Jy = 3.[y) =8Vx +0=8x .

Cum a> 0, avem Vo =|al=a Si Jad =ava. Obtinem

6Ja? - aN@ +TN@ —Ja? =6a-4ava +7ava -a=(6a-a)+(-4ava + 7ava) =5a+3ava .

Comparati numerele a si b, unde:

a=5-1,b=1; a=7+1,b=6-+7;
a=\/I+«/§+\/§+...+\/E, b=«/§+\/§+«/Z+...+\/%.
Rezolvare:

Calculam diferenta numerelor: a—b=+v5-1-1=6-2=+5-14>0.
Deoarece a— b >0, rezulta ca a > b.

Calculam diferenta numerelor: a-b=(7+1)-(6-7)=7+1-6+7=27-5=28 -/25>0.
Deoarece a — b > 0, rezulta ca a > b.

32



Calculam diferenta numerelor:
a-b=(1+v2+3+..4425)-(N2 +3+/4 +...+~/26) =
=JI+)Z+)/§+...+)%-)5-)K-)Z+...—\/%=JI-J%<0.

Deoarecea—b <0, rezultacaa<b.

Probleme propuse

Calculati:
5v2 +842; 67 +447; 5 -7+/5; 3046 —22+/6;
114/3 + 83 + 10V3; 1547 — 347 +54/7; 186 +24/6 —9/6; J3-53-243.
Calculati:
2\/§+5\/§+6\/§+4\/§; 6«/€+4ﬁ+\/€+12ﬁ; \/§+3\/§—\/§+4\/§;
187 - 4410 - 6+/7 - 44/10; —2082 +4/11 —11 +52; J6 —53 +64/6 —24/3.
Calculati:

3v6 + 1246 + (1046 —/6) +8V6:
~33+26 +(8v3 106 + 3v/3) - 6;
(3V15 —/13) = (4415 -9v13 —/15) +/13.

85 —(3v/5 + 4+/5) + 55 — 35
33— (442 -243) - (63 -3v2)-/3;
(V5 +37) +(8v5 =7 +3v/5) —/7;

Calculati, In fiecare caz, a + b si a — b, unde:
a=43+25, b=+5+443; a=632+4410, b=8v2-910;
a=10v7-36, b=186 -97; a=8v3+75-311, b=75-23+3V11.
Aratati ca rezultatul calculului a+b+c este numar intreg in fiecare dintre cazurile:
a=7V3+2v2, b=45-73, c=-2v2 - 45;
a=5V6-8V14, b=6-56, c=1+8V14;
a=7v15+4, b=3J15-2, c=8-10415.

,Lungimile laturilor unui triunghi sunt egale cu 3J6 cm, 46 cm si 56 cm. Perimetrul triunghiului este ... .”
Completati spatiul liber pentru a obtine un enunt adevarat.

@j ,Perimetrul unui dreptunghi ce are dimensiunile egale cu 45 dm, respectiv 245 dm este ...
Completati spatiul liber pentru a obtine un enunt adevarat.

Calculati, scotand mai ntai factorii de sub radical:

V12 +243++27;
V12 ++/75 —\/48 +427;
/32 /50 ++/128 -/200;

V20 -/80 +/45 ++/5;
V50 ++/98 ++/72 - \/18;

24 /54 —\/96 ++/150.

Copiati in caiet, apoi completati spatiile punctate pentru a obtine propozitii adevarate.

(/300 ++/1000) - (+/490 —/360) =...;

(\/60 ++/52) - (/135 —-/117) = .. ;

(v2000 ++/405) - (/845 +/128) =...;
Calculati:

4\/§+2\/E+5\/§;

6:/125 — 24/180 —34/80 +5+/320;

104/28 —24/63 +3v/112 + 44/252;

Calculati:

%m+%\/7_—g\/108;

%\/180 +%\/320 ~0,8+/500;

V242 —(\/99 + 704 —/396)=...:
J675 — (605 +432) -\720 =...;
J700 - (\/726 —~/1008 ++/2400) =....

5475 — 24108 + 4448 +2/147;
3424 — 454 + 5150 —2+/216:
6+/40 + 3250 — 44/90 —24/360.

%J% +%\/12 —%\/200 :
g\/% +%\/192 ~0,(3)V72 +1,(3)4/108:
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4

0,(2162 +1,5v800 — 2/250; 12 a5 -2,(a1567 - 1,24/500 +0,25448.
Calculati: ° 7

2\/;+3\/;—5\/;,x20; 5@-3@+2Jﬁ—@,x20;

3Vx =2y +Vx -3y, x>0,y>0; J25a —~/36b +~/64b —~/81a,a>0, b > 0;

@+@+\/ﬁ-m,azo; 2\/@+3\/ﬁ—2@+\/ﬁ,a20.
Calculati:

\F [18  [32 24 [54 [96 [125 [80 [245 \/ 47 \/ 19 \/ 127
— == +== — == — == = 2—+,/9——-,/5——.
9 V25 V81 25 \49 V1225 36 \81 \324 64 36 144

Comparati numerele a si b, unde:

a=x/g—2,b:3; a=x/E+1,b:2;
a:\/§+5,b:3—\/§; a:3+2\/7,b:11—\/7;

a=v1+\V2+V3+..4449, b=v2 +\3+4 +..+/50 .

Explicitati modulele:

1N10 -7 1; V14 -415]| 1245 -3v2; 142 -61;
133 +5]; 1214 -3V7]; |-2v6 -35]; |-632 +9].
Calculati:
J@-2) +(2 -1 ; JL+V3Y +(3-3);
Ja-32y +3V2-5) ; Jv10 +6) —\(—6-2410)" .
Maia si fratele ei Victor pleaca in acelasi timp de la scoald spre casa, pe drumuri B G ¢

diferite. Maia trece pe la gradinita, ca sa il aduca acasa pe fratele lor mai mic, iar
Victor trece pe la librarie, ca sa isi cumpere un caiet nou. Cele doua trasee sunt
desenate in Figura 4, in care ASBC este un dreptunghi, varful S reprezinta scoala

copiilor, varful C este casa lor, iar punctele G si L simbolizeaza gradinita, respectiv
libraria. Stiind ca SA=300m, SB =250 m, AL =BG =100 m, determinati care dintre
cele doua trasee este mai scurt. S A
Figura 4
Joc
Puneti paranteze, astfel incat egalitatile urmatoare sa fie adevarate:
1. 1242 =242 +52 +5¢2 =0; 2. 12 -/27 -\/48 = 33; 3. 15+/18 -5+32=10.
Minitest
1. Calculati:
a. 6v3+5y3; b. 1135 -445; c. 8v2-3J3+42+5(3.
2. Alegeti varianta corecta. Daca a =75 +32 -5 +42 si b= 82 +9v5 -2 —4/5 , atunci a + b este egal cu:
a. 11J5-1442; b. 1135 +142; c. —11/5+14V2; d. —-11/5-1442.
3. Efectuati calculele:
a. /B8+/18++/32+/72; b. /48 —+/20++/75 ++/80;
c. 554 -3y40+24250-296 ; d. %@ +0,44/12 —1%\/500 +0,(6)V/405 .
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Lectia 5: Inmultirea si impértirea numerelor reale

Cuvinte-cheie

inmultire produs inversul unui numar impartire cat

Inmultirea numerelor reale

Mate practica V5
Un teren are forma unui dreptunghi cu dimensiunile de
D p g \/E \/E

V5 dam, respectiv 2 dam, ca’in Figura 1.
a. Cati ari are suprafata terenului? Figura 1
b. Cati ari are suprafata unui teren cu lungimea de doua 2
ori mai mare, iar latimea de trei ori mai mare (Figura 2)?

Raspuns:
a. A =L-l=\/§.\/§=\/10damz.stimcélarzldamz, 2

teren

deci A :«/E ari.

teren

b. Al doilea teren are dimensiunile: L =2-+/5 dam Si [=3-+2 dam.
Observam ca al doilea teren este format din sase terenuri initiale. Deci suprafata lui este de 6 ori mai mare

Figura 2

decat suprafata primului teren, adica este egala cu 6-4/10 ari. Calculand aria pe baza formulei obtinem:
A.. =L-1=25.3\2 ari. Rezulta astfel ca (2-/5)-(3-4/2) =6-4/10.

teren

Ce observam?

Acest produs se poate calcula si astfel: (2:45)-(342) =4 649 2 =44.5.9.2 =360 =6:10.
Deci (24/5)-(3v2) =(2-3)v/5-2 =6+/10.

De retinut @
Prin Tnmultirea a doua numere reale a si b se obtine un numar real, notat a - b, numit produsul numerelor a si b.
Numerele a si b se numesc factorii produsului.
Proprietatile inmultirii numerelor reale
1. Inmultirea numerelor reale este asociativa: (a-b)-c=a-(b-c)=a-b-c, pentru orice a, b, ¢ € R.
Inmultirea numerelor reale este comutativa: a-b=b-a, pentru orice a, b € R.

2.

3. Numarul real 1 este element neutru: a-1=1-a=a, pentru orice a € R.

4. Oricare ar fi numarul real a= 0, existd un numar real, notat a™ si numit inversul lui a, cu proprietatea
a-at=a’-a=1.

. “ . .1 L. 1 .1 1
Inversul unui numar real a = 0 se noteaza si —. Asadar,a*==sia-===-a=1.
a a a a

5. Inmultirea numerelor reale este distributiva n raport cu adunarea si scaderea:

a. a-(b+c)=a-b+a-c, pentru orice a, b, c € R; b. a-(b—c)=a-b—a-c, pentru orice a, b, c € R.

Observatii .
1. Inmultirea numerelor reale are aceleasi proprietati ca si inmultirea numerelor rationale. =
2. Daca un factor al unui produs este 0, atunci produsul este egal cu O:
a-0=0-a=0, pentru orice numar real a.
3. Daca un produs este 0, atunci cel putin unul dintre factori este 0:

daca a-b=0, atuncia=0sau b=0.
4. Produsul numerelor reale avb si cv/d, unde b >0, d >0, se calculeaza folosind regula:

avb-cd =(a-c)-vb-d =acybd.
Dupa efectuarea Tnmultirii a doud numere reale ce contin radicali, daca este posibil, se scot factorii de
sub radical.
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Exemple

1. 445-6v11=4-6-4/5-11 = 24+/55; 2. 52-(-4y2)=[5-(-4)]-+/2-2 =-20-2 = -40;
2. 243.5412=(2.5)-4/3:12 =10+/36 =10-6 = 60; 4. 57634 =(5-3)-6-4 =15424 =15.2./6 =306 ;

5. (=63/5) 415 =(=6-1)-+/5-15 = —64/75 =—6.5y/3 =—304/3.

‘ Observatii

Analizand calculul:
BB (6 +1) =3B +3 N2 V6-1-3+ 46 6 -1-2,
se observa ca am folosit distributivitatea Tnmultirii fata de adunare in cazul primei paranteze, iar in cazul celei de-a

doua am procedat astfel: (W6 +1)=(-1)- (V6 +1)=(-1) /6 +(-1)-1=—/6 1.
Acest exemplu ne conduce spre urmatoarea regula:

semnul ,,—” scris In fata unei paranteze schimbd semnul termenilor din parantezd.

Impartirea numerelor reale

Situatie-problema

D Stimcadaca a-b=c, atunci a=c:b si b=c:a, undeaq, b, c sunt numere rationale nenule. Ne punem problema
daca aceste relatii raman adevarate si pentru numere reale.

Pornind de la egalitatea (2\/5)-(3\/5) :6\/ﬁ, putem deduce ca (6@):(2\/5):3\/5.

Efectuand Tmpartirea folosind regulile de calcul cu radicali, avem:
(6/10):(24/5)=+/36-10:/4-5 =360 :4/20 =+/360:20 =+/18 = 3+/2.

Ce observam?

Impartirea (64/10):(24/5) se poate efectua astfel: (63/10):(24/5) =(6:2)-4/10:5 = 3+/2.

Deretinut (¥

Catul a doua numere reale asi b, b # 0, este numarul real ¢ cu proprietateaa=>b - c.
A . < a L . VA
Catul numerelor a si b se noteaza a: b sau 5 Operatia prin care numerelor a si b li se asociaza catul lora : b se

numeste Impdrtire. Numarul a se numeste deimpdrtit, iar numarul b se numeste impdrtitor.
Catul a doua numere reale se determinad inmultind deimpartitul cu inversul impartitorului:

a:b =%=a% , pentru orice numere reale a si b, b # 0.

Catul numerelor avb si cvd, unde b, d >0, ¢ # 0, se efectueaza astfel:

(a/b):(cd) =(a:c)-~/b dsauMJ\f

Exemple @
1. V14:42=414:2=17; 2. (6v12):(243) = (6:212:3=3J4 =3.2=¢6; N %z 4;,@:@;
4. [0,3.JE];(0,(3).\FJ [3 \/EJ [3(3 ZJ (3 1} 12 2 (3 3} 5.9

5 5) (10 9 V5, \103/N\5 5 (10 1\'5 2 10

Exercitii

si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Calculati:

2. A2-(J14 +4/10); b. 25‘/_ 3*/_ c. (184/45):(=3v/3):(—12); d. (24415 +304/35-18/55):(6+/5).
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Rezolvare:

Aplicam distributivitatea Tnmultirii in raport cu adunarea:

V2 (V14 +410) =2 14 ++/2 10 =28 ++/20 =24/7 + 245.

25V14 37 _5V14 V7 _5V14.7 _5.7V2

3 3 1 7 7

7

V2.

(18«/%):(—3\/5):(—@#[18:(—3)~«/45:3}:(—2«/§)=(—6«/E):(—2\/§)=3x/§.
(24+/15 + 304/35 —18+/55) : (6+/5) = (24+/15) : (6v/5) + (30+/35) : (6+/5) — (18+/55) : (6+/5) = 4+/3 +5+/7 — 34/11.
Calculati a-b si a:b, unde: a=6y54+5\96, b=12/12 -2./363.

Rezolvare:

a=6+/54+5v96 =636 +5-4/6 =186 +20/6 =386;
a-b=386-2/3=76/18=76-3\2=228\2 si a:b=(386):(2+/3)=(38:2)1/6:3 =192.

Scoateti factorii de sub radical, apoi calculati raportul

Xy

b=12v12 -2/363=12-23-2.11/3 = 24/3.

, unde:

X =575 + 412 -24/48, y = 24/135 - 460 — 34/240, z = 24/180 —54/80 + 3+/20 +/720.

Rezolvare:

X =575+412-248 =5.5\/3+4.2y/3-2.4/3 =25\/3+83-83 =253.
¥ =24135 460 —3240 =2-3y15 - 4-24/15 - 3-44/15 = 6:/15 - 815 - 124/15 = ~144/15.
2=2/180 -5y80 + 320 +/720 =2.64/5 —5-44/5 + 3.24/5 + 124/5 = 124/5 —20/5 + 6+/5 + 12/5 = 104/5.

Xy _ 2543 -(-14+/15) _25-(-14) [3-15 _5-(-14) B3 ms () e

A. In fiecare caz, da cate un exemplu de dou& numere irationale a si b, pentru care conditia specificata sa fie

z 105 10 5
Portofoliu
adevarata:
a. a+beQ; b. a-beQ;

2

c. a+beR\Q;

-105.

>

d. a-beR\Q.

B. Demonstreaza cd dacdaeQsi beR\Q, atuncia+beR\Q, iar dacd in plus a0, atuncia-be R\ Q.

C. Compara rezultatele de la punctele A si B cu cele cunoscute din lectiile 4 si 5, din paragrafele referitoare la
suma si produsul a doua numere rationale, si adauga concluziile in portofoliul personal.

Aduna toate materialele pe care le realizezi intr-o mapa care va reprezenta Portofoliul tau la Matematica.

Probleme propuse

Calculati:
243-445; 5v2-9\7;
(-123)-(-510); 614 -(-543);
Efectuati urmatoarele inmultiri:
4\6-343; (-24/15)-5+5;

(-54/32)-(-3V18);

Efectuati urmatoarele impartiri:

J12:42; Va5 :43;
(1246):(-3v2);
Calculati:
1 3 .
ENGENT

(—/72)-(~2+/96);

(-15v45): (-5+/3);

[_%jm.%@;

-3J6-1045;
(—/15)-(-9V7);

~1147 -5413;
104/11-(-82).

104/18 -(-210);
(—8+24).4/125;

V20 -(-64/12);
5428 -(—+/112).

~J18:6; V28 :(—/14);
(-94/84)-(3V/14); (8\54):/48.

1,5+/28-0,(6)v/35:

ﬂ\ﬁé\ﬁ.
9Ve 4\3’
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Ja5:.—2_. (—26—5@):(2,5JE); %:(—\/363); N

J125 1014
Calculati, in fiecare caz, a-b si a:b, unde:
a=2V3+443, b=+3+12; a=+/56+126 , b=428-/63 ;
a=/640-+/40, b=3/45-/180; a=3v60+715-135, b=+/108-/48 .

»Aria unui dreptunghi ce are latimea egala cu 442 cm si lungimea de trei ori mai mare este egala cu ... .”
Completati spatiul liber pentru a obtine o propozitie adevarata.

Aratati, efectuand calculele, caa-(b+c)=a-b+a-c, unde:
a=+2+8-+32+18, b=1216 ++/24 -\/96, ¢ =/90 + 2424 —3/10 —/54;
a=+/56 +1/126 +4+/350, b=8160-2/10++/90, ¢ =+/810-+/360-2+/90.

Calculati:
V3-(/15-+6); 3v5-(+10 ++/5 -2); 24 .(-8/3 +/150 - 34200);
(\J75 60 +4/54) :/3; (/48 —2/135):4/12; 21782 : (\[792 —+/550).

Calculati raportul ﬂ, unde:
z

x =356 —/350 + 24126 —224, y =58 -2/32 + 4418 +3./128, z=363 +24/28 —/700 +/175;
X =24/10 + 240 —+250 ++/90, y =3245 —/80 —+/500 + 3v/45, z=+/200 ++/162 —~/242 ++/98.

Efectuati calculele:

V5-(2-+/3+316) +/15; (45 +5v8 -75)-(31/10);
(2424 /192 +24/80):8- (/5 —+/3); (3v120 ++/960 —+/420): (2/15).
Scrieti inversul fiecarui numar:
4 -6; 3, -0,3; J7; -243; 2.
5 2
Determinati x din egalitatile urmatoare:
x 12 Vis_ V5 V48 _ 3x V27 189
V2 3 x 46’ NGNS V50 Vx|
Determinati x, astfel incat egalitatile urmatoare sa fie adevarate:
x3=+12; (3v5)- x =+/135; x:(—/24)=+/54; 4,41 :x=0,7.
Joc
Patratul magic
Completati patratul alaturat, stiind ca produsul elementelor de pe linii, coloane si dia- 2
gonale este acelasi. 82 22 >
2
Autoevaluare
1. Calculati:
a. 3v2.247; b. v/3-10V5; c. (1215):(4V5).
2. Alegeti varianta corecta. Aria unui dreptunghi ce are lungimea egala cu 6+/5 cm si latimea de doua ori mai mica este:
a. 30 cm? b. 60 cm? c. 90 cm?; d. 120 cm?

3. Efectuati calculele:

a. 5-(J10 ++/15); b. 26 -(3v2 ++/30-4); c. (25420 +/600 —3+4/250): (5+/2).




Recapitulare si evaluare
Multimea numerelor reale « Opusul unui numar real « Modulul unui numar real « Compararea si ordonarea
numerelor reale ¢ Reguli de calcul cu radicali « Operatii cu numere reale

Pentru exercitiile 1-8, notati in caiet litera corespunzatoare raspunsului corect. Pentru exercitiile 9-14, scrieti
rezolvarile complete.

1. Radacina patrata a lui 25 este: 10. Determinati cel mai mare numar natural mai mic
a. 25; b. 5; c. —/5; d. 5. decat v/60.

11. Asociati fiecarei expresii din coloana A raspunsul

2. Opusul numarului real J7 este: )
corect din coloana B:

a. —\/7; b. ﬁ; c. 7; d. -7.

3. Dintre urmatoarele numere, este irational: A B
a. 7
a. =0,(7);  b. -4; c. \/8; d. g V3 +42 o 1o
[22 2 ’
4. Numarul mai mic decat /6 este: S c. 14
a. 6; b. \/3; c. V8; d. 3. V3 a2 d. 5
5. Rezultatul calculului V6 -7 este: 12. Determinati numerele a si b din tabelul urmator:

a. \/E; b. \/E; c. 6xﬁ; d. 7\/5.

6. Rezultatul calculului v45 :«/g este:

a. «/E; b. \/g; c. 9; d. 3. —6\/E —2\/§ o

7. /54 este egal cu:

a. 643; b. 24/6; c. 3/6: d. 1843.

a. 1si2; b. 2si3; ¢ 3si4; d. 4sib5. .
oo o o o 14. Calculati: J5.2-46)+/15-(2 -+/3).
9. Precizati care dintre enunturile de mai jos este

adevarat (A) si care este fals (F):
a. —243=412;

b. Modulul lui O este 0;

c. 4/0,81=0,9.

Defmpartit Impartitor cat

3245 b J20

Fisa de observare sistematica
» Am fost preocupat sa aflu lucruri noi despre metodele de rezolvare a problemelor.
» Participarea mea la orele de matematica a fost apreciata de colegi si de profesor.

Tntotdeauna

frecvent

ocazional

niciodata




Lectia 6: Puterea cu exponent intreg a unui numar real.
Ordinea efectuarii operatiilor cu numere reale

Cuvinte-cheie

putere cu exponent natural baza reguli de calcul cu puteri putere cu exponent intreg exponent

Puterea cu exponent intreg a unui numar real

Mate practica
@ Un teren are forma unui patrat cu latura egala cu 245 dam (cain Figura 1). 25

a. Cati dam’ are suprafata terenului?

h. Cati dam?” are suprafata un teren cu lungimea laturii de 3 ori mai mare?

Raspuns: 25
a. Aria terenului este: (245)2 =24/5-24/5 = 4.425 = 4.5 =20 (dam?).

b. Al doilea teren are latura: [ =3-2+/5 = 64/5 dam.

Calculand aria, obtinem: A__ =1 =(6x/5)* =6+/5 -64/5 =365 =180 (dam?).
Ce observam? Figural

Efectuand calculele, rezultd ca (24/5)2 =22 -(+/5), iar (64/5)° =67-(\/5).

De retinut

Fie a un numar real si n un numar natural, n> 2. Produsul a n factori egali cu a se numeste puterea a n-a
a numarului real a si se noteaza a":
a'=a-a-...-a.
%f_/

n factori
Prin conventie, a* =a si a® =1, pentru orice numar real nenul a. 0° nu se defineste (nu are sens).

< < . < L L 1
Daca a=0 este un numar real si n este numar natural, atunci, prin definitie, a" =—.
a

in scrierea o, unde p € Z, a se numeste baza puterii, iar p se numeste exponentul puterii.

Exemple
> 1 (27 =V242 2 =V22:2-242; 2. (~4v2) =(-442)-(-442) = 16V/4 =16-2=32;
G (BT
2 7 7 7 7) 7
1 1 1 1 1 1
N O e R S ey (3)7 = = = .
’ 2y 242 2 ’ (V37 (—/3):(—/3):(~3) 343
Observatie

Pentru a ridica un numar real de forma avb (a#0, b>0) lao putere numar natural, ridicam la puterea respec-
tiva atat factorul din fata radicalului, cat si numarul de sub radical, apoi Tnmultim rezultatele.

Exemple

a. (245 =2°/5° =8.5/5 = 40/5; b. (—%%J =(—§j Jor =163

81 9

Reguli de calcul cu puteri

40

Regulile de calcul cu puterile care au baza un numar rational si exponentul numar natural se transfera la puterile
n care baza este numar real, dand nastere unor reguli similare. In cele ce urmeaza, vom considera ca x si y sunt
numere reale nenule, iar m si n sunt numere intregi.



De retinut

1. inmultirea puterilor cu aceeasi bazi
Pentru a inmulti doua puteri cu aceeasi baza, se pastreaza baza si se aduna exponentii:

Xm .Xn = XITH-I].
Exemple: a. (+/2)*-(v2)° =(+2)** =(+/2)% b. (ﬁ)“-(ﬁ)-?:(ﬁ)“(-”:(ﬁ)*%’
2. impér;irea puterilor cu aceeasi baza
Pentru a imparti doud puteri cu aceeasi baza, se pastreaza baza si se scad exponentii:
X" ix"=Xx""
14 9 14-9 5
Exemple: a. [g] (%] =(%J =(§] ; b. (W72 :(N7Y =(N7)*" =(\7)* =+/7.

3. Puterea unei puteri
Pentru a ridica o putere la o alta putere, se pastreaza baza si se inmultesc exponentii:

(Xm)’l _ Xm-n.

Exemple: a. [(\/§)ST=(\/§)"’3=(J§)“; b. {[ %J } {\/ZJ(_”).O:[ %]:1.

4. Puterea unui produs. Produsul a doua puteri cu acelasi exponent
Pentru a ridica un produs la o putere, se distribuie exponentul fiecarui factor al produsului:

(X'y)n =Xn .yn.
Pentru a inmulti doua puteri cu acelasi exponent, se inmultesc bazele si se pastreaza exponentul:
X"yt =(x-y).
7 7
Exemple: a. (2-4/3)*=2°.(v/3)* =16-9=144; b. (\VB) (i] =(\/§.i] —al? il
V5 V5

5. Puterea unui cat. Catul a doua puteri cu acelasi exponent
Pentru a ridica un cat la o putere, se distribuie exponentul fiecarui factor al catului:

vk
y) oy
Pentru a imparti doud puteri cu acelasi exponent, se impart bazele si se pastreaza exponentul:
)

' \y)’

2, L 3y _{JET_{\EJS_(;)"’_A
a Wi 2) (aB) 2) w2

2° 8

Exemple: a. (%} =(\/§)3 &

Ordinea efectuarii operatiilor cu numere reale

Situatie-problema
@ In Figura 2, ABCD este dreptunghi, iar DEFG este patrat.
Cat este aria suprafetei hasurate? A E 5 D
Raspuns:
Aria suprafetei hasurate este diferenta ariilor dreptunghiului ABCD si J5

apatratului DEFG: A,_,..= Asop = Apers-

hasurata

G
AABcozL'l=3\/§'2\/g=6'5=30. 2\/g
ADEFG =P = (\/g)z =5. Rezulta ca Aha§uraté =30-5=25.
Calculul ariei se poate face rapid astfel:
2 B 35 c
Aha§uraté:2\/§'3\/g_(\/g) =30-5=25. Figuraz
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Ce observam?
Ordinea efectuarii operatiilor cu numere reale este aceeasi ca in cazul numerelor rationale.

De retinut

Intr-un exercitiu de calcul ce contine operatii cu numere reale, acestea se efectueaza astfel:
= maiIntai ridicarile la putere (operatii de ordinul al III-lea);

= apoi inmultirile si impartirile, in ordinea n care sunt scrise (operatii de ordinul al II-lea);

= apoi adunarile si scaderile, in ordinea in care sunt scrise (operatii de ordinul I).

Daca Tn exercitiu apar paranteze, mai intai se efectueaza calculele din parantezele mici (rotunde), apoi calcu-
lele din parantezele mari (drepte), urmate de calculele din acolade.

V24 +412:42 =26 ++J6 = 3V6;
(V3-v20) ~(V5) -(5)* :(BY 445 =1~ (B} 445 =1 45 + 8 =1,
VE(N3 =) =326 +Z) N2 N5 2 -4~3 246 ~3 -2 = A 42 67— NG ~-1042.

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Scrieti sub forma unei puteri cu exponent numar intreg:

a. (-2)*-8°-(-32)% b (V2)(—/8) -(\/128); c. (—ﬁj : [i] -(3)”.
Rezolvare:
a. (_2)4 _83 (_3 2)6 — 24 ‘(23)3 (25 )6 — 24 '29 ‘230 — 24+9+30 — 243.

b (V22 (—B) -(V128) =(V2F [(v2F | [W2Y | =(2) - (-2)* -(2)" =~(2)** =-2*.

(e ) 2] (2] (23]

2. Calculati:
-2
o 85040,2 —=_3,5.10; b. (4430 -+/180):(—/5)+ 1 5—( 1 ] .
10 [1L6)-067] | V7
Rezolvare:
- \/250 +0,2-F14-3\/§.\/E=15J§+0,2-10-15J§=2.

[1,6)-06)] | V7
=-4J6+6+1-7=-46.

. (44/30 —180): (—5) + — = [ 1 jz-m@):(@)@:(ﬁn%ﬂs(ﬂ] _

3 3

3. Inserati paranteze, astfel incat egalitatile urmatoare sa devina corecte:
a. —342-3/60:/162+6=4; b. N7+6-3V6:18+3V42=1.

Rezolvare:
2. (=3v2-3v50): 4162 +6 = (-3v2 = 15+/2) : (9v2) + 6 = (-18+/2): (9v2) + 6 = -2+ 6 = 4.
b. (N7 +4/6)-36 : (18 +3v42) = (7 - 36 + 6 - 3v6) : (18 + 3v/42) = (342 +18) : (18 + 34/42) = 1.

Probleme propuse

1. Efectuati:

-3
@J a. 4% b. (-11)% c. 0,1% d. (\/g)“; e. (—Zﬁ)z; f. 47 g. \/gfz; h. (—Ej .
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Scrieti sub forma unei puteri cu exponent natural:

(1,3)-(1,3); 7Y -(TY; (-2v3)*-(-2v3) (—7) (7
(a5 : (av5)"; (3477 T; EECHE {[(ﬁ)‘* ]5} .
Efectuati:
3)(3)(3). 8)" ( 8)" [ 8Y. i oy [Fy.
G G): 3 (5) (5 (o) oy (e
(632)° :(6v/2) " :(642); (35 ] :[345) ; WID* [y ]
Scrieti sub forma unei puteri cu exponent natural:
5.3, (-1,5) -(-4)’; (3)°-(v10)™; (Vo)™ -(243)* -(/2);
(4,5)°:(1,5)% (+20) : (/B)™; (%) :[%} ; (v/180)* : (25)* (-3)*
Scrieti ca putere cu exponentul 2 urmatoarele numere:
i; 5% 0,01; 67 5; 1; 7
25 2 4
Efectuati:
(-4)* +2-(-3); -36:(-3)"-8:2; 5% :(-5)*+(-2)-(-4); 64:(-2)°-(-2);
1.e V3 ; 0 2 N3 1
—:0,5°+1,(3)-(-6); —-(-6+2 6; 3W3: (W3 —J/15)% ———
5105 +1,(3)(-6) 5 (-6v2)+v6 V3:(//3) +(-/15) S
Efectuati:
J5(6++/30)-2(+/75 ++/10); (/90 ++/30):4/6 —+/2(3v10 -+/120) - /375;
(57108 —2\/1200):[i:\5j : (\/32 T Lo .\/%j -ﬁ.
V5 NG 4
Calculati:
\/294.[\/384—4ﬁ-(2\/8.\/§+6\@):2];
{[3\/375 ~/3° - (4/180 —\/%)] : 3}-3\/@
2420 {3\/120 - [5\/224 _J8-(V112 + \/252)J 10,257 -4*1};
{2\/%-05)*2 —[J192 -(\/%—\/128)—2\/486]}.\/5.
Calculati:
6-(567 —2428 —\112) +(44108) : (3v27 - /363 +/48);
V63 (7252 ++/7 —263)* +(3J11 —+/396 +/44)* : (—/11);
(V180 +/125 /720 -(—v6) -2 -(2v/12 —+/3 /480 : /10)’;
—6:/216 : (72 —54/8 +/50)° —5/540 : (24/45 —/80 ++/320).
Calculati:
1 73 (2 1)] = 12 82
—35-{—0,2-\/&1—5.(7—?)}.\6, [5@—2,(6)-@].{7~0,(3)+0,25-T .0,75.
e e V2 18 3\/52@_\/7A
Arata’glcanumarula—K\/g+?— > |~ «/RJF 3 25 este intreg.

Suma dintre patratul lui —6 si cubul lui 2 se Tnmulteste cu —4+2. Din rezultat se scade suma dintre —/72

si cubul lui ~3+2. Noul rezultat se imparte la 4.
Scrieti o relatie care sa ilustreze enuntul problemei, apoi precizati rezultatul final.
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13. Inserati paranteze, astfel incat egalitatile urmatoare sa devina corecte:

a. =32 ++2:448-5\3+227 :4/363 =-2; b5 =242 174 (24B) —42:7=1.
14. Se considera numarul real x = \/ﬁ3 -~/20-4/55.

a. Demonstrati ca J11=3,31.

b. Utilizand eventual calculatorul de buzunar, determinati valoarea aproximativa a numarului x, folosind apro-
ximarile prin lipsa la ordinul sutimilor ale tuturor radicalilor din fiecare dintre scrierile sale urmatoare:

A. x=+/1331-4/1100; B. x =+/11-4/11-4/11 —+20 -/55;
c. x=+1331-20-4/55; 0. x=+11-11-4J11-/1100.
15. Asociati fiecdruia dintre numerele reale din prima linie multimea din care face parte, aflata in cea de-a
doua linie: ,
_ 2 3 _ 4
a=(—6)-(—6) : (6) - (—/6); b=[\/(zﬁ—3)z %+|3ﬁ—4|:(2@} =B ﬁd}‘f i
A. R\Q; B. N; c. Q\z; D. Z\N.

16. Determinati cel mai mare numar intreg mai mic sau egal decat numarul real x, in fiecare dintre cazurile:

2 x=[\3-3-(6-1] (/3
o x=(2485 - 330y - T85O0,

Jo

e x=[ (o) : (VoY |:(Ve)* +3
Minitest
1. Calculati:

a (BF (B [(BF]; b (B (215" 32+(ﬁ)2+(§j : (3p)
2. Alegeti varianta corecta. Rezultatul calculului (v2)* (V2 +4/3) = (/3)*(+/3 ++/2) este:

a. 5—\/6; b. O; c. —5—\/5; d. \/g (3p)
3. Calculati:

a. @-[—\/?JMMZO:Z; b. 24196(\45 ++/20 +/80 -\125); . (»\/52+122 :%—4‘2-\/%}%. 3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.
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Lectia 7: Rationalizarea numitorului unei fractii

Cuvinte-cheie

rationalizare amplificare numitor radical

@ Un teren de forma dreptunghiulara, de arie egald cu 50 m?, este impartit in
6 parcele patrate, de arii egale, cain Figura 1.
Ce lungime are latura unei parcele?

Cati metri de sarma sunt necesari pentru a imprejmui terenul?

Raspuns: 50 25

Aria unei parcele este %3 m’. Notand cu a lungimea laturii unei parcele,

Figura 1

rezultd a® =? deunde a= / — metr|

Pentru a determina cati metri de sarma trebuie cumpérati calculém perimetrul terenului. Lungimea terenu-

luiesteegalacu L=3- \/, \/, metri, iar latimea [=2-— metri. In consecinta:

B

15 10} 25 50

NERRNC) R}

Observam ca, desi cunoastem valoarea aproximativa a lui \/§, si anume \/§=1,73..., este dificil de estimat
valoarea perimetrului, fie si cu aproximatie, intrucat algoritmul de impartire, invatat in clasa a V-a la fractii zeci-
male, presupune ca numarul de zecimale ale impartitorului sa fie finit.

In astfel de situatii este util ca numitorul sa fie exprimat printr-un numar rational (chiar natural). O modalitate
de arealiza acest lucru este amplificarea cu un numar ales convenabil.

R )
fntrucat v/3-4/3 =3, amplificam cu +/3 fractia obtinuta. Astfel, rezulta: S0 _ 50V3 =%.

B BB 3
In acest caz, putem determina valoarea aproximativa a perimetrului astfel:
5043 50-1,73... 86,5...
teren 3 3 3
In concluzie, sunt necesari cel putin 29 de metri de sarma.

metri.

teren

P.=2-(L+)=2- (

=28,83....

Ce observam?
Pentru a determina valoarea aproximativa a unui numar real exprimat printr-o fractie al carei numitor este un
radical, este indicata amplificarea fractiei astfel incat numitorul sa devina numar rational.

In exemplul dat, numitorul fractiei >0 devine rational prin amplificare cu V3.

V3

Observatie

@ A rationaliza numitorul unui raport de numere reale, daca numitorul este irational, inseamna a amplifica rapor-
tul cu un numar irational, astfel incat numitorul raportului sa devina rational.

Daca numitorul unui raport de numere reale este un numar irational de forma avb, unde a si b sunt numere

rationale nenule, iar b >0, pentru rationalizarea numitorului se poate amplifica raportul cu Jb. In acest caz,
Vb) B X'\/E B X\/B
ab avbb  ab’

avem:




Exemple

. P7_ N2 T2, , Pe _ 6y3 _ 63 _ 243,
N2 (2p 2 53 5(BF 53 57
L9 P9 9B 95 _9\5. L a7 a7 V11477 _ 477
"J20 25 2.(f52 25 10’ ©3J11 3.(Y11) 3-11 33

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Aratati ca urmatoarele numere sunt rationale:

> -3 8 2-5 \/Z_ 3 J6-3\2
a. =0 b. ———,|—; c. A =
J3 5 \5 V12 24
Rezolvare:
V3)
\/_ \/_3 \/_ 3\/7 \/_ \/_ 0 care este numar ratlonal

P2-5 [a J_(z V5) B4 2y5-5 26 2/6-5-25 -5
5 5‘ (5) N 5 5 =
.3 Jo-32_ "3 #V6-3V2 33 Vo-Vo-V6-3v2 3 6-3/12
\F 24 2[ 2.6 2.3 2.6 2 12

f632ff6(1x/—)f1f)5+1)5

b. = -1, care este numar rational.

, care este numar ratlonal.

12 12 2 2
2. Calculati:
B S N (1 20 15}(28+25j
V12 27 108’ V3 Vas 75) (3V147 375 )
Rezolvare:
R T S S S S 3’\f z’f V3 _3V3+2/3+43 _6V3_+3
12 27 108 23 33 63 18 18 18 3
(P21, 20 15 ( 28 25 ] V3 P20 ®15) (P28 ®25 )
\ V3 "Vae V75 ) \3vaar 37 a3 53 ) 3743 353

=(§+20\/§+15\/§J_(4J§+5\/§]=\/§+5\/§+3\/§_9\/§=9x/§_ﬁ=2£
. :

3 43 53 9 9 3 9

Activitate pe grupe

146 VBa-18  N2-V5 B-VB JB-V11 J11-y14
2 s Jfio  Jao  Jes Visa

Elevii clasei se impart Tnh doua grupe, care calculeaza in mod
diferit numerele x si y, astfel:

Elevii din grupa 1: rationalizeaza fiecare fractie, apoi aduc la
acelasi numitor fractiile obtinute si efectueaza calculele, scotand
factorii de sub radical si apoi reducand termenii asemenea.

Elevii din grupa 2: scriu fiecare fractie ca diferenta a doua
fractii, simplifica fractiile obtinute, efectueaza calculele, redu-
cand termenii asemenea, iar la final rationalizeaza numitorii.

Fie x

Comparati cele doua metode de calcul si decideti cand este
mai avantajoasa utilizarea uneia sau alteia dintre acestea.
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Probleme propuse

1. Rationalizati numitorul urmatoarelor fractii:

a 5 . b i' c _i' d _L' e 6 . f i' g E' h. — 9
V2’ V7 V5’ Vi1© 55 3J7’ 72’ 45
2. Rationalizati numitorul urmatoarelor fractii:
B, 13 4B V85 A1 52 | (104420
B N TN Y S BN SN
3. Rationalizati numitorul urmatoarelor fractii:
RER L3 o 23 L 36
is’ .y N 53
i J72. . J12+2, 245, ) J18 +/54
ENCES o2 © 2107 BEENC)
4. Aratati ca urmatoarele numere sunt rationale:
. 55 6 e .6 3-8 5 _\Be
V5 V6 NEPRINE] J125 180
5. Efectuati calculele urmatoare, dupa rationalizarea numitorilor:
4 9 15 425 15 6 8 15
TR sE sk " V2 V2o V5
16 36-Vi6 14 . 24 25 36 15
“ B 2 s J24 150 216 54
6. Efectuati:
14 40 35 56 2 30
a. == b | =27 |-|3-——;
b HE ) 7 H o 2m)
30
[—+2J (1"1‘ ]; d. l_@_Fi +[2,5+E]_
180 2 3 150 V6
7. Efectuati:
{ﬁ]2[7+21].2ﬁ "(1)3+ 1]3(3 4}
a |5 |- : ; o =~ - ;
3 ) \J28 2V63) 3 V2) \V3) V72 a8
V3+2 V243 | Je+e Vo6 9 V12 2J3-3 1-3
c. 2 +3. +6- ; a | X2 2 X2 3y +
2T T 126 2 N RMNE
8. Calculati:
a. [\/0 3+— J [«/0 (2)+4/ J
15 5)..3(1 V12
b. 1= 40,1(6) + +1—| —- ;
( 2\/15 rj (\/5 2\/EJ
(37 (4 Z(L_L]+@. 271 )
2J14 314 3V3 221

o

J8 J72 248

{12+1o\/— 4\/§+2J (6—2&_4-2&}
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9. Aratati ca urmatoarele numere sunt intregi:

i

NE 50 27
14 (647 18 30 ) (3 15 24
b'@'[ 7 T‘@J F =R
e V6 (1V3 V2141243 -3V2 ) - [J_ J_j 6y
| [f 1,3-V2 Va3 Jﬁ@j
V2 J6 Ji2o 7 J9goo )
10. Se considera numarul real a :(%:%—%-%Y. Determinati cea mai mica valoare a numarului natural

b

nenul b, astfel incat — sa fie un numar intreg.
a

E
11. Se considera numarul real a = 1 Je . Determinati cea mai mica valoare a numarului
1 1 (P7+d12 '
J18 B0
s S :
natural nenul b, astfel incat T sa fie un numar rational mai mare ca 3.
a
Minitest
1. Rationalizati numitorii urmatoarelor fractii:
a. i; b. L; c. —&; d. £ (3p)
V2 J18 45 5120
2
2. Alegeti varianta corecta. Rezultatul calculului N ,/ 23\/_ este:
' V2 Jos V162 ) 36
a. \/5; b. 2—\/5; c. 1; d. 3v2. (3p)
3. Calculati:
[i 1_2]( 60 9 ]
2 B) ko v
Jo,(2) + J f{ +40, (5)j J5;
( 3V2 Ja5

cos{E-E{( L]+ &-2]+(2-Z] @)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.



Lectia 8: Media aritmetica ponderata a doua sau mai multe
numere reale. Media geometrica a doua numere reale pozitive

Cuvinte-cheie

media aritmetica media geometrica pondere media aritmetica ponderata

Media aritmetica ponderata a doua sau mai multe numere reale

Mate practica

Membrii unui club de robotica sunt in faza de testare a robotului echipei lor. Acesta
trebuie sa sorteze piese de trei culori diferite timp de doua minute.

Dupa 30 de teste, acestia au constatat ca la 9 dintre ele, robotul a sortat 16 piese,
iar de alte 13 ori cate 14 piese, un rezultat foarte bun.

In celelalte 8 teste, robotul a sortat doar cate 11 piese. Vom calcula media aritme-
tica a rezultatelor pentru a vedea scorul mediu de pana acum:

9 ori 13 ori 8ori
m (16+16+...+16)+(14+14+...+14)+(11+11+...+11) 9-16+13-14+8-11 414
. 30 - 30 30

Ce observam?

Intre cele 30 de rezultate, 16 apare de 9 ori, 14 apare de 13 ori, iar 11 apare de 8 ori. Vom spune ca valorile 16,
14 si 11 au ponderile 9, 13 si, respectiv, 8.

In general, daca intr-un anumit set de valori numerice, valorile a, b si ¢ au ponderile m, n, respectiv p, atunci
media aritmetica a celor m + n + p valori se numeste media ponderatd a numerelor a, b si ¢ cu ponderile m, n, p
si se poate calcula cu formula:

=13,8.

m termeni n termeni p termeni
_(a+a+..+a)+(b+b+...+b)+(c+C+...4+4C) m-a+n-b+p-c
* m+n+p m+n+p

Conceptul de medie ponderata se poate extinde si pentru cazul in care ponderile sunt numere reale pozitive
(nu neaparat numere naturale).

Deretinut ()
Fie n>2 un numar natural si p,, p,, ..., p,> 0 . Numarul real:
p,-a,+p,-q+...+p, -0,
P, +p,+...4P, i
se numeste media aritmeticd ponderatd a numerelor reale a,, a,, ..., a,, cu ponderile p,, p,, ..., p, .
(q,+a,+...+a,)
n

map=

Dacap,=p,=...=p,, atunci se obtine media aritmetica m, =

Dacaa,<a,<..<a,atuncia,<m_<a,.

In Franta, nota unui absolvent de liceu la examenul de bacalaureat din anul 2024 a fost format& dintr-o medie
C (controlul continuu) a notelor acestuia din ultimii doi ani la anumite materii (in functie de profilul clasei sale si
de materiile optionale alese), cu ponderea 40, din notele FS si FO obtinute in anul anterior la proba scrisa si la
cea orald a examenului de limba franceza, fiecare dintre acestea avand ponderea 5, si din notele de la exame-
nele finale: la filozofie, nota F cu ponderea 8, la ,,marele oral” (unde a raspuns dintr-o materie de specialitate
aleasa in cursul liceului), nota MO cu ponderea 10, si la doud materii de specialitate, S, si S,, fiecare avand
ponderile 16.

Notele, Tn scolile din Franta, sunt de la 0 la 20, iar o medie de cel putin 16 la examenul de bacalaureat este
insotita de mentiunea ,foarte bine”.

Media unui candidat la examenul de bacalaureat din Franta a fost calculata Th 2024 dupa formula:

C-40+FS-5+FO-5+F-8+M0-10+S,-16+S,-16
40+5+5+8+10+16+16 '

medie bacalaureat =
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Jean-Paul a avut media de 16,5 la controlul continuu, a obtinut notele 16 si 18 la examenul scris, respectiv
la cel oral de limba franceza, 16 la filozofie, 17 la ,marele oral” si notele 14 si 18 la materiile de specialitate.
Media lui Jean-Paul de la examenul de bacalaureat este:

16,5-40+16-5+18-5+16-8+17-10+14-16+18-16 1640

=16,4.
40+5+5+8+10+16+16 100

2. Media aritmetica ponderata a numerelor 4 si -6, cu ponderile 5, respectiv 3, este:
_4.5+(- 6)3 20-18 2 1

} ===0,25.
» 5+3 8 8 4
3 2
3. Media aritmetica ponderata a numerelor 25, 845 Si 6+/5, cu ponderile 0,5, — respect|v 3 este:
25-0,5+8V5- *+6‘f 3 5+6\5+45 1145 12 _1325
Moy = 5 T 1,32 23 =152 =03
0,5+—+— +=+=
4 3 24 3 12
Media geometrica a doua numere reale pozitive
Situatie-problema
Dina are de rezolvat urmatoarea problema:
Care este lungimea x a laturii patratului din mijloc, P, astfel incat
raportul dintre latura patratului mic P, si latura patratului P sa fie p
acelasi cu raportul dintre latura lui P si latura patratului mare P, P :
(Figura 1)? P,
Ce observam?
4 x 4cm xcm 9cm
Conditia problemei se scrie VY altfel spus, x este valoarea Figura 1

comuna a mezilor unei proportii in care extremii sunt 4 si 9, iar mezii
sunt egali. Obtinem x*=4-9=36, deci x =+/36 =6 cm.

Mai general, putem constata ca, daca 122 este o proportie cu termeni pozitivi, atunci x =a-b.
a x

Deretinut (¥

Media geometrica (sau media proportionald) a numerelor pozitive a si b este egala cu radacina patrata a

produsului lor:
m,(a,b)=~a-b.
Cand nu exista pericol de confuzie, media geometrica se poate nota, mai scurt, cu m,.

Exemple
1. Media geometrica a numerelor 10 si 40 este m, J10-40 =+/400 =20.

V3)
2. Media geometrlcaanumerelor = $i0,(7) este m, ‘/ -0,(7) = ‘/ ‘/ 7 = 7 7I

Observatii
1. Media geometricd a doud numere pozitive este cuprinsa intre cel mai mic si cel mai mare dintre cele doua numere:
daca0<a<b,atunci a<+a-b <b (cu egalitate pentru a = b).

Exemple: a. Pentrua=8sib=18,avem m, =+/8-18 =V144 =12si a <~ab <b.

5
b. Pentru X—ZSI y=— avem m, — = 4:—5| X>A/Xy >Y.

c. Pentru p=«/§ si q=\/§, avem m, =\/«/§~\/§=«/§$ip=\/ﬁzq.



2. Media geometrica a doua numere reale pozitive este mai mica sau egala cu media aritmetica a celor doua numere:

Ja-b < a42-b, pentru orice a, b > 0.

Aceasta relatie, in care egalitatea are loc daca a = b, se numeste inegalitatea mediilor.

Exemple: a. Media geometrica a numerelor 27 si 75 este m, =+/27-75 =+/2025 = 45, iar media aritme-

. 27+75
ticaestem, = >

=51. Evident, m,<m,.
b. Media geometricd a numerelor 6 si 8 este m, =v6-8 =48 = 4+/3, iar media lor aritmetici

este m = 7. Se verifica relatia 43 <7 (deoarece 43 =+/48 <[49 = 7).

Cultura matematica
Media geometrica in practica. Raportul de aspect

D Raportul de aspect (in engleza aspect ratio) al unui ecran repre-
zinta raportul dintre dimensiunile acestuia, mai precis dintre latime
si inaltime. De-a lungul anilor, au fost utilizate mai multe tipuri de
formate (formatul TV 4:3, formatul CinemaScope 2,35:1 etc.).
In prezent, se utilizeaz Th mod obisnuit ecranul lat (widescreen),
al carui format este 16:9.

Cautati pe internet pentru a afla cum a fost utilizata media geometrica de catre inginerul american Kerns Powers
pentru alegerea acestui format.

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Media aritmetica a trei numere reale este egalad cu +/80. Dacd doua dintre numere sunt egale cu 20, respectiv
V245, determinati cel de-al treilea numar.
Rezolvare:

Notam numarul necunoscut cu x. Media aritmetica a celor trei numere este:

2\/§+7\/§+x=4\/—

5.
3

Mai departe, 9J§+x =3-4\/§, adica 9\/§+x = 12\/§. Obtinem x = 12«/5—9\/5, adica x =3\/§.

\/E+\/3245 + X :\/%.

Scoatem factorii de sub radical si obtinem:

T y L .- < 2 . : :
2. Determinati x stiind ca media aritmetica ponderata a numerelor 3’ 57 si x, cu ponderile 6, 5, respectiv 4, este

egalacul,4.
Rezolvare: 2 6451 .54x.4
Media aritmetica ponderata a celor trei numere este: 3 =1,4.
6+5+4
& . 4+1+4x o .
Efectuand calculele, obtinem —= - 1,4, de unde rezultd 5+4x=15-1,4, adica 5+4x =21.

Rezultd ca 4x =16, ceea ce Inseamna ca x = 4.
3. Determinati numerele naturale x si y daca se stie ca media geometrica a numerelor 2* si 5’ este egala cu 20.

Rezolvare:
Media geometricd a numerelor 2* si 5" este 4/2* -5” =20. Aceasta inseamna ca 2* -5’ =207, adica 2* -5 =2 .5%,
Cum x si y sunt numere naturale, rezulta cax=4siy=2.

Probleme propuse

1. Calculati media aritmetica si media geometrica a urmatoarelor numere:

@j a. 4si8; b. gsi Z; c. ﬂsi E; d. 3,6si6,4;
' 33 57 4 ’
c. 0,165i4; . V5 si 45, <. 18 si J50; h. %g _V12°8
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2. Calculati media aritmetica ponderata a numerelor:

a. 4si 6, cu ponderile 2, respectiv 8; b. 5,65si12, cu ponderile 3, 5, respectiv 2;

c. =10 si 3, cu ponderile 4, respectiv 16; d. 0,4 si1,(6), cu ponderile 0,5, respectiv 1,5.
3. Calculati media aritmetica ponderata a numerelor a si b, cu ponderile p,, respectiv p,:

a. a=5y3, b=33,p,=3,p, =6; b. a=~/8,b=+32,p,=4,p,=2;

c. a=~24,b=—/54,p =5, p,=3; d. a=0,1\7 , b=2,5\7, p, =10, p, =6.

4. Se considera numerele a=2+72 +128 +/50 si b=28++/32 -3./18 ++/200. Calculati media geometrica
anumerelor asib.

5. Calculati media geometrica a numerelor a si b, dacd a=3-4/1,5-4+2/576 , iar b=4/0,(6)-3+2+121.

6. Calculati media aritmetica ponderata a numerelor a si b, cu ponderile p,, respectiv p,, daca:

a=[2.0,6)+1,6)]-3v3, b:o,z-[(3£+@)-¢ﬁ—(ﬂ+ﬂ)-ﬁ], p,=2,p,=4.

7. Verificati relatia m, < m,, pentru urmatoarele perechi de numere:

a. 155si24; b. 2%$i4; c. 2 si4/18; d. %$i\/§.

NG

8. Determinati numarul real x, daca media aritmetica a numerelor 43, 643 si x este egala cu 3.

9. Determinati numarul real pozitiv x, daca media geometrica a numerelor 6 si x este egala cu 6+/3.

o . < 2 . . . — <
10. Media aritmetica ponderata a numerelor 3 1,5 six, cu ponderile 6, 4, respectiv 5, este 2. Determinati numarul
real x.

11. La Tnceputul lunii decembrie, angajatii unui supermarket ambaleaza
diferite tipuri de bomboane de pom, in mod egal, in pachete de cate
1 kg. Stiind ca ei au la dispozitie 25 kg de praline a 60 de lei kilogramul,
35 de kilograme de fondante a 56 de lei kilogramul, 40 de kilograme de
caramele a 42 de lei kilogramul si 60 de kilograme de jeleuria 35 de lei
kilogramul, determinati costul unui pachet.

12. Media geometrica a doua numere naturale este 7.
Determinati numerele.

Minitest
1. Calculati media aritmetica si media geometrica a urmatoarelor numere:

a=350 —3v/32 +/98 si b=2+/8 +5:/72 — 24/200. (3p)
2. Alegeti varianta corecta. Media aritmetica ponderata a numerelor 5 1% si 2,4, cu ponderile 12, 10, respec-

tiv 5, este:

4 1 3
.= b. 1; .= d. —. 3

? 3 ¢ 5 4 (3p)

3. Media geometrica a numerelor 53 si x (x> 0) este egala cu 24/15. Determinati numarul real x. (3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.



Lectia 9: Ecuatia de forma x*=a,undea e R

Cuvinte-cheie
ecuatie multimea solutiilor patrat solutii radical
Situatie-problema

D In Figura 1 este reprezentat un péatrat in care lungimea laturii este notata cu x.
Determinam valoarea numaruluireal x, stiind cd aria patratuluieste egalacu1369 m?.
Aria unui patrat este patratul lungimii laturii, deci x> = 1369.

Observam ca un numar care, ridicat la patrat, da 1369 este 1369 =37.

Avem 37° =(-37)* =1 369, deci am putea crede cd x =37 sau x=-37. 1369m’

Deoarece lungimea laturii unui patrat nu poate fi un numar negativ, singura posi-
bilitate este x = 37.

Ce observam?
Pentru orice numar real pozitiv a, egalitatea x*> = a este verificatd de doud numere

xm
reale opuse: x, = Ja Six, = —Ja. Figura 1

De retinut @

Fie a un numar real. A rezolva ecuatia x> =a Tn multimea numerelor reale inseamna a determina toate valorile
reale ale lui x pentru care egalitatea x*> =a este adevarata.

Valorile lui x care verifica egalitatea x*> =a se numesc solutiile ecuatiei. Multimea solutiilor ecuatiei se noteaza,
de regula, cu S.

Exemple
Rezolvati urmatoarele ecuatii in multimea numerelor reale:
1. x* =25 2. 3x%=21; 3. 5x*=0; 4. —2x*=32.
Rezolvare:

1. Exista doua numere reale al caror patrat este 25 si anume v25 =5 si —25 =-5. Ecuatia are solutiile x, =5
si x, =-5. Putem scrie si cd multimea solutiilor ecuatiei este S = {-5, 5}.

2. Daca 3x* =21, atunci x* =21:3, adica x> =7, deci S ={—x/'7;ﬁ}.

2. Din 5x* =0 rezultd x* =0:5, adicd x*> =0. Exista un singur numar real al carui patrat este egal cu 0, acesta
fiind 0. Asadar x =0. Putem scrie S = {0}.

4. Obtinem x* =32:(-2), adica x* =-16. Nu exista niciun numar real al carui patrat sa fie —-16, deoarece patra-
tul oricarui numar real este mai mare sau egal cu 0. Ecuatia nu are nicio solutie. Scriem si S =& (multimea
vida).

Observatie
@ Fie a un numar real arbitrar. Atunci:
1. Daca a <0, ecuatia x* = a nu are solutie.
2. Dacd a =0, ecuatia x* = a are solutia unica x = 0.

3. Dacd a > 0, ecuatia x* = a are doua solutii: x, = Ja Si X, = —a.

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Rezolvati urmatoarele ecuatii, unde x este numar real:
a. 0,2x*+0,8=4; b. 5(x* ++/3) =/75; e (x-17=16; d. x*=2-+5.
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Rezolvare:
0,2 +0,8=4<0,2x=4-0,8<0,2¢=32<x"=3,2:02 X =16 ©x e {-4;4};

Mai intai scoatem factorii de sub radical: +/75 =5+/3. Ecuatia data este echivalenta cu:
5(x2++4/3)=5v3 @ x> +/3=5v3:5= x* +/3=V3 = x* =33 x¥=0=x=0;
(x-1’=1l6eox-1=4saux-1=-4<x=5saux=-3 < x e {-3;5};

x> =2-+/5. Observam c& 2—\/§<0, deci nu exista niciun numar real al carui patrat sa fie egal cu 2-5.
Prin urmare, ecuatia nu are solutii reale.

Un teren are forma unui patrat cu aria de 64 m®. Cu cati metri trebuie sa se mareasca fiecare laturd a terenului,
astfel incat aria noului teren sa fie cu 36 m* mai mare decat a terenului initial?

Rezolvare:

Terenul este un patrat. Rezulta ca A, = I, unde [ reprezinta latura patratului.

Obtinem astfel I* = 64 m?, de unde rezulta ca [=8 m, deoarece [ > 0.

Aria terenului obtinut dupa marire este egald cu 64 m*+ 36 m*=100 m’.

Noul teren are, astfel, forma unui patrat cu aria de 100 m?. Deci latura noului teren va fi de 10 m (deoarece
100=10%.

Cum 10 m -8 m=2m, Inseamna ca fiecare latura a terenului trebuie marita cu 2 metri pentru a indeplini
cerinta problemei.

Solutia problemei se poate rescrie astfel, folosind ecuatia atasata acesteia:

notand cu x numarul de metri cu care trebuie sa se mareasca fiecare latura a terenului, obtinem ecuatia

(V64 + x)* =64 + 36, adica (8 + x)* =100. Cum x >0, obtinem 8+ x =10, deci x=2 m.

Probleme propuse

Precizati care dintre urmatoarele ecuatii admit solutia x = 1:

x> =2; 5x* =5; x> +9=11; -x*+14=15; (x+4)Y +4=5"+2%
Rezolvati ecuatiile, unde x este numar natural:

x? =36, x*=100; x? =-25; 2x*=18; x> +2=27, x*=8.
Rezolvati ecuatiile, unde x este numar intreg negativ:

x> =16; 3x*=75; x*+3=3; x*-12=37, 3x* =36; -x*>=09,
Rezolvati ecuatiile, unde x este numar real:

x* =81, 4x*=900; 2x*+7=9; -x*-4=-4, 6x°:5=12; 20: x*=10.

@j Determinati latura unui patrat ce are aria egald cu 196 m?.

Rezolvati ecuatiile, unde x este numar real:

x> =1,69; 2x*>=1,28; 0,5x> =0,98; -1,3x* =5,2.
Rezolvati ecuatiile, unde x este numar real:
o144, w31 X 2 13, 5,._ 10
49 4 5 3 3 6 27
Rezolvati ecuatiile, unde x este numar real:
0,25x* +5,32 =5,41; x*-0,(3)=5,(3); 1,(5)x*:2=0,(7); —x>+2=0,(2).

Rezolvati ecuatiile, unde x este numar real:

3x2 =12: 3v/2x? +4/8 =+/50; 4(5x* —5) =/80; 0,5x>+4/0,25 =1.
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Autoevaluare @
1. Rezolvati urmatoarele ecuatii, unde x este numar real:
a. xX’=9; b. 5x*=125; c. 0,2x*+10=25. (3p)

2. Alegeti varianta corecta. Numarul real pozitiv care este solutie a ecuatiei 7(J6x> —[64) =6:294 este:

a. 6; b. 3; c. V6; d. 1. (3p)
3. Suprafata unui teren este impartita in 3 parcele egale, fiecare avand forma unui patrat.
Determinati lungimea laturii patratului, daca aria terenului initial este egala cu 675 m* (3p)

Nota. Se aloca 1 punct pentru fiecare subpunct rezolvat corect. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.

Recapitulare si evaluare

Puterea cu exponent intreg a unui numar real « Ordinea efectuarii operatiilor cu numere reale
« Rationalizarea numitorului unei fractii « Media aritmetica ponderata « Media geometrica
 Ecuatia de formax’=a,undea e R

2

Pentru exercitiile 1-8, notati in caiet litera corespunzatoare raspunsului corect. Pentru exercitiile 9-14, scrieti
rezolvarile complete.

1. Patratul numarului /3 este: 9. Precizati care dintre enunturile de mai jos este
a O b. 3: c. 6 d. 15. adevarat (A) si care este fals (F):
. .y . . 3
2. Media geometricd a numerelor 4 si 9 este: a. [(\/g)z] —(\3)y
a. 6; b. 6,5; c. 13; d. V13.
3 b. (\J4) =8
3. Rationalizand numitorul fractiei —=, se obtine:
VE] c. By =1
a. 3; b. -3; c. V/3; d. —/3. o . )
10. Asociati fiecarei expresii din coloana A raspunsul
4. Calculand (—\/5)3, se obtine: corect din coloana B:
a. 4; b. —24/2; c. 242;  d. 8. A B
5. Calculand (v/5)* : (+/5)%, se obtine: .
uland (5) (J‘)ﬁ i A B BB a1
a. \5; b. (V5); c. 5; d. 25. b. 25

B. V5 +v/5+/5++/5

6. Calculand [(—?n/g)“]o, se obtine: oo T c.~20
C.|(2v5—+/5):~/5
a. -3vJ5; b, 34/5; c. 0; d. 1. [ ] d.~/80

7. Calculand (—/4)? se obtine: o 5
11. Scrieti inversul numarului TS

a. i; b. 16; c. 4, d. 1 . . L .
16 4 12. Calculati media aritmetica ponderata a numerelor
-2
3. Numarul [QJ este: V20 si v245, cu ponderile 2, respectiv 3.
13. Rezolvati ecuatia, unde x este numar real:
a. natural; b. Intreg; 2x*+15=35.
c. rational; d. irational. 14. Media geometrica a doua numere naturale este

egaldcu12.Unuldintre numere este 9. Determinati
celalalt numar.
Fisa de observare sistematica
» Am fost preocupat sa aflu lucruri noi despre metodele de rezolvare a problemelor.
» Participarea mea la orele de matematica a fost apreciata de colegi si de profesor.

Tntotdeauna

. vent
ocazional frec

niciodata



Lectial
Lectia 2

Lectia 3

Lectia 4

Recapitulare
si evaluare

Ecuatii si sisteme
de ecuatii liniare

9

Transformarea unei egalitati intr-o egalitate echivalenta. Identitati

Ecuatii de forma ax + b =0, unde g, b € R. Multimea solutiilor unei ecuatii.
Ecuatii echivalente

Sisteme de doua ecuatii liniare cu doud necunoscute

PP I_'.._‘ '._?fi:l_;--.f--._; m}‘i“-

Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor sau al sistemelor de ecuatii liniare
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Dronele se afla in aer, in timp ce pilotii lor se afla
la sol, in siguranta. Aceste aparate functioneaza
datorita capacitatii oamenilor de a programa un
set de actiuni (decolare, viraj, aterizare), pentru
care se utilizeaza ecuatiile liniare. Aceste ecuatii
sunt folosite in calcularea vitezei, distantei si a
timpului miscarii unui obiect.




Lectia 1: Transformarea unei egalitati
intr-o egalitate echivalenta. Identitati

Cuvinte-cheie

echivalent

egalitate

membri operatii

Relatia de egalitate. Recapitulare si completari

Doua numere reale a si b sunt egale daca numerelor a si b le corespunde acelasi punct pe axa numerelor.
Scriem a = b. Ne reamintim ca, pe multimea numerelor rationale, relatia de egalitate este reflexiva, simetrica si
tranzitiva. Aceste proprietati se extind si pe multimea numerelor reale.

Astfel, relatia de egalitate pe multimea R are urmatoarele proprietati:

1. Reflexivitatea:
2. Simetria:
3. Tranzitivitatea:

X =X, pentru orice numar real x (altfel spus, orice numar real este egal cu el Tnsusi).
daca x si y sunt doud numere reale astfel incat x =y, atunci y = x.

daca x, y, z sunt trei numere reale astfel incat x=y siy =z, atunci x=2z.

In general, prin egalitate vom intelege un enunt in care intervin doud expresii matematice intre care se scrie
semnul = (egal), care semnifica faptul ca expresiile au aceeasi valoare.

Intr-o egalitate, expresia scrisd Tn stanga semnului de egalitate se numeste membrul stdng al egalitatii, iar
expresia scrisd Tn dreapta semnului de egalitate se numeste membrul drept al egalitatii.

Exemplu: 6-5-/16:2=3-6+5-2.

membrul stang membrul drept

Observatii

Exemple:
. \/a_z—b+c=a—(b—c), undea, b, c e N;
. a-b+3=\/6_4—5+b-a, undea, b, c € Q;

4

1. Un enunt (o afirmatie) in care intervine semnul egal poate fi adevarat sau fals.
Exemple: Afirmatia 2+8=13- J9 este adevarata, iar afirmatia 152 :3=2-4 este falsi.

2. In anumite cazuri, unii dintre termenii unei egalitati sunt numere reale care se reprezinta prin litere, precum

@ a, b, ¢, x, y, z etc. Altfel spus, aceste litere, numite variabile, tin locul unor numere reale. In astfel de cazuri,

trebuie precizata multimea valorilor pe care le pot lua variabilele. Daca nu se face nicio precizare asupra
multimii, se considera ca multimea valorilor variabilelor este R.

ca+ad’=a’+a’,undeac {-1,0,1};

e X’ +2x+1=1+x(x+2),unde x € R.

Transformarea unei egalitati intr-o egalitate echivalenta

Mate practica

Urmatoarele desene schematice ne sugereaza ca un cub cantareste tot atat cat doua bile.
Orice doua cuburi din aceste imagini au masele egale; de asemenea, masele oricaror doua bile sunt egale.

s @B o+x=bH+x
P - ~ (@)
a=b —>| &8 o-x=bH-x

- Daca adaugam un cub pe ambele talere, balanta
ramane in echilibru (relatia (1)).

- Daca eliminam un cub de pe ambele talere, balanta
ramane n echilibru (relatia (2)).
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— AR a-y=b-y
bl -~ = (3)
a=b | — a:y=b:y
- - (4)

« Daca marim de doua ori numarul cuburilor de pe pri-
mul taler si numarul bilelor de pe al doilea taler tot
de doua ori, balanta ramane in echilibru (relatia (3)).

- Daca micsoram de doua ori numarul cuburilor de pe
primul taler si numarul bilelor de pe al doilea taler tot
de doua ori, balanta rdméane n echilibru (relatia (4)).



Din imaginile precedente putem observa ca, daca a, b, x sunt numere reale astfel incat are loc egalitatea a = b,
atunci are loc si egalitatea a + x = b + x, dar si reciproc, daca are loc egalitatea a + x = b + x, atunci are loc si ega-
litateaa=0b.

Spunem ca egalitatile a=b si a + x=b + x sunt echivalente siscriema=b < a + x=b + x. Semnul < se citeste
»echivalent”.

De retinut @

Fiind data o egalitate, se obtin egalitati echivalente prin urmatoarele transformari:
< adunam sau scadem acelasi numar real din ambii membri ai egalitatii;
« inmultim sau Tmpartim ambii membri ai egalitatii cu un numar real, nenul;
- ridicam la o putere cu exponent intreg nenul ambii membri ai unei egalitati intre doua numere pozitive;
extragem radacina patrata din ambii membri ai unei egalitdti intre numere reale nenegative.
Cu alte cuvinte, au loc urmatoarele echivalente, numite proprietdti de compatibilitate intre relatia de egalitate
si operatiile cu numere reale:

Regula generala Exemplu
a=b<a+x=b+x,oricarearfixe R a=be a+\5=b++5
a=b<a-x=b-xoricarearfixeR a=b<a-3,7=b-3,7

a=b<a-x=b-x,oricarearfixeR,cux=0 a=bh< a-\/§=b-«/§

a=b<a:x=b:x,oricarearfixeR,cux=0 a=b<:>i=L

-25 -25
Dacda>0,b>0sine Z* atuncia=b<a"'=b" n+2=m+1l<n+2)=mMm+1)>*nmeN
Dacaa>0sib>0,atuncia=b < \/E:\/E. n+5=m-1< +Jn+5=4Ym-1,ne N, m e N*

De retinut @

Fiind date doua egalitati, se pot obtine noi egalitati astfel:
- cele doua egalitati se aduna sau se scad, membru cu membru;
« cele doua egalitati se inmultesc sau se Tmpart (daca este posibil), membru cu membru.
Altfel spus, pentru orice numere reale a, b, ¢ si d avem:
a+c=b+d
atunciia-c=b-d ; . dacé{a_b ,undec, d=0, atunci 2=2
c=d c d

=b
. dacé{g_d ,
- a-c=b-d

Dacax,y, z, t, u, vsunt numere reale astfel incat x + y = 35, u — v=-25siz— t = -5, atunci:

X+ +U-v)=35+(-25)<x+y+u—-v=10 x+y:3_5 PN X+y=_7
z-t -5 z—t
u-v =25 u-v
z-t -5 z-t

X+y)—-(U-v)=35-(-25) < x+y—u+v=60
X+y)-(z2-)=35-(-5) = K+y) - (z-1)=-175

Identitati

De retinut

O afirmatie Tn care intervin semnul de egalitate si una sau mai multe variabile (numere reale reprezentate prin
litere), care este adevarata pentru orice valoare a variabilelor din multimea de valori, se numeste identitate.

@ a-(b+c)=a-b+a-c,undeaq,b, csunt numere reale, este o identitate.
Ja-b=+a-/b,undea si b sunt numere reale nenegative, este o identitate.

Enuntul a++/25 =7 nu este o identitate, deoarece, de exemplu, pentru a = 4, afirmatia 4 + 5 = 7 este falsa.

e e
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Exercitii si probleme rezolvate

Se considerd numerele: a=1,5, b=2+/3, c=g, d=+/12. Fara a efectua operatiile, stabiliti daca urmatoarele

afirmatii sunt adevarate sau false:

=£; a+b=c+d; a:b=c:d, —§b= g

a+3=c+3; a ——d.
2 3 2 2

Rezolvare:
Observam maiintdicia=csib=d.
Adunam 3 ambilor membri ai egalitatii a = c si obtinema+ 3 =c+ 3.

Impartind ambii membri ai egalitétii a = ¢ la 2, obtinem 9_C cumcx 0, avem E;éE, deci g;t%.
Deoarecea=csib=d, rezultacaa+b=c+d.

Deoarece a=csib=d, iar b sid sunt nenule, rezultacaa:b=c:d.
Inmultim cu —g ambii membri ai egalitatii b = d si obtinem —gb = —gd.

Asadar, afirmatiile a, c, d si e sunt adevarate, iar b este falsa.

Se considera numerele reale q, b si ¢, astfelincat a + 2b =5 si b — 3¢ = -7. Determinati:
a+3b-3c; a+b+3c; 3a+8b - 6¢; a+ 6c.

Rezolvare:
Adunamcele doudegalitati, nembrucumembru.Obtinem(a + 2b) + (b — 3c) =5 + (-=7),adicaa + 3b - 3c=-2.

Scadem cele doua egalitati, membru cu membru. Obtinem (a + 2b) = (b —3c) =5 - (-7),adicaa + b + 3c =12.

Inmultim membrii primei egalitati cu 3 si obtinem 3a + 6b =15. Inmultim membrii celei de-a doua ega-
litati cu 2 si obtinem 2b—6c¢c=-14. Adunam apoi cele doua egalitati obtinute, membru cu membru:
(3a+6b) +(2b - 6¢) =15 + (-14), de unde rezultd 3a + 8b — 6¢c =1.

Inmultim membrii celei de-a doua egalitati cu 2 si obtinem 2b — 6¢ = —14. Sciddem membru cu membru ega-
litatile a + 2b = 5 si 2b — 6¢ =-14. Obtinem (a + 2b) — (2b - 6¢) =5 - (-14), de unde rezultd a + 6¢ = 19.

Aratati cd egalitatea +/(n+2)* ++/16 =2(n+3)—n este o identitate, oricare ar fi numarul natural n.
Rezolvare:

: Cumn e N, rezultd cd n+ 2 >0, deci [n + 2| =n + 2. Membrul stang al egalitatii se rescrie:

Jn+2) +416 =|n+2|+4=n+2+4=n+6 (1).

Efectuand calculele Tn membrul drept al egalitatii, obtinem 2(n+3)—n=2n+6-n=n+6 (2).
Din relatiile (1) si (2), aplicand proprietatea de tranzitivitate a relatiei de egalitate, rezulta ca

\J(n+2)* +4/16 =2(n+3)—n, oricare ar fin e N.

Probleme propuse
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Se consider& numerele reale a si b, astfel incat a + b = 2. inmultiti ambii membri ai egalitatii date cu 2. Ce ega-
litate se obtine?

Pornind de la egalitatea a — 2b = 5, unde a si b sunt numere reale, scrieti egalitatile ce se obtin inmultind ambii
membri ai egalitatii cu:

2; 3 4; 10; -2; -5.

Se considera numerele reale x si y, astfel incat 2x + 2y = 8. Determinati:

X+Y; 3x+ 3y; 5x + 5y; -X-V; —2X = 2V; -9x —9y.
Stabiliti daca urmatoarele egalitati sunt adevarate sau false:
J16=4; V25 =-5; %:o,zs; -%: -0,75; 1,(2)=1?0; J324 =18.



5. Se considerda numerele: a =%, b=+/18,c=0,(3), d =32 .Faraaefectua operatiile, stabiliti daca urmatoarele

egalitati sunt adevarate sau false:

a.a+2=c+2; bh.b-5=c-5; c. 3a=4c; d.a+b=c+d; e. b:5=c:5.
6. Se considerd numerele reale a, b, c, astfelincat a + b=3, b+ ¢ =5 si a + ¢ = 8. Determinati:
a. a+2b+c; b. 2a+2b + 2c; c.a+b+c d.oa-c; e. b-c.

7. Se considera egalitatea~/20 =24/5 . Pornind de la aceasta egalitate, scrieti trei egalitati echivalente. Pentru
aceasta, adunati, inmultiti, respectiv impartiti ambii membri ai egalitatii date cu acelasi numar real nenul.

3. Folosind proprietatile relatiei de egalitate, justificati echivalentele urmatoare:
a. 2x-5=112x=11+5<2x=16 ©x=3_§;

b 2127 227+1 & X228 ©x=8. 2o x=16;
2 2 2
c. AX=5=2X+9<4x-2x=9+5o2x=1dox=14:2x="7.
9. Fie numerele reale x si y astfelincat x + y=4 si x —y = 2. Aratati ca x = 3.
10. Aratati cda, daca x si y sunt numere reale astfel incat 0,1x — 0,2y = 0, atunci x = 2y.

11. Daca a si b sunt numere reale astfel Incat 3a + 2b + 12 =4x si a + 2b = 2x, arataticaa + 6 = x.
12. Demonstrati identitatea +/(2n+3)* + J4 =2(n+3) -1, oricare ar fi numarul natural n.

Minitest
1. Stabiliti daca urmatoarele egalitati sunt adevarate sau false:
a. gzq,z ; b. 49 =7; c. 245=52; d. -3v2=-18. Gp)

2. Daca q, b, c sunt numere reale, astfelincata+b=8,b+c=11sia+c=9,atuncia+ b+ c este egal cu:
A. 10; B. 12; c. 14; D. 16. (3p)
Notati in caiet litera corespunzatoare raspunsului corect.

3. Se considera numerele reale x, y, z, astfel incat x + 2y =5, y + 2z=10 si 2x + z= 6. Determinati:
a. 3x+3y+ 3z b. x+y-2z c. 4y -z d. 2x-y—-2z. (3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.
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Lectia 2: Ecuatii de forma ax + b =0, unde a, b € R.
Multimea solutiilor unei ecuatii. Ecuatii echivalente

Cuvinte-cheie
ecuatie echivalent solutie necunoscuta coeficient termen liber
Situatie-problema "
X+

O curte are forma patrulaterului din figura alaturata. Lungimile laturilor patrulate-

rului, notate pe figurd, sunt exprimate Tnh metri.
X
a. Determinati numarul natural x stiind ca lungimea gardului ce inconjoard curtea 2x
D este egala cu 83 de metri.

b. Determinati numarul rational x stiind ca lungimea gardului ce Tnconjoara curtea

este egald cu 94 de metri. Numarul x este natural? 2y 6

c. Exista un numar real x, astfel Tncat lungimea gardului ce Tnconjoara curtea sa fie
egala cu 11 metri?

Rezolvare:
Perimetrul patrulaterului este egal cux + (x + 11) + 2x + (2x + 6) = 6x + 17 (metri) si coincide cu lungimea gardului.

a. Daca lungimea gardului este de 83 de metri, obtinem relatia 6x + 17 = 83. Atunci 6x =83 — 17, adica 6x = 66,
de unde rezulta x =11, iar 11 este numar natural.

b. Daca lungimea gardului este de 94 de metri, obtinem 6x + 17 =94, de unde 6x =77, adica x =%, care nu
este numar natural.

c. Obtinem relatia 6x + 17 =11, care implica 6x = -6, de unde x = -1, ceea ce este imposibil, deoarece x, repre-
zentand o lungime, este numar pozitiv. Deci nu exista niciun numar real (in mod necesar pozitiv) astfel incat
lungimea gardului sa fie egala cu 11 metri.

Ce observam?
Pentru a determina solutia problemei, am recurs la rezolvarea unei ecuatii. In stabilirea raspunsului final, a fost
necesar sa luam Tn considerare multimeain care se rezolva ecuatia. Observam ca o ecuatie nu are intotdeauna solutii.

Ecuatia ax + b = 0, unde a, b € R. Multimea solutiilor unei ecuatii

De retinut

O ecuatie de forma ax + b =0, unde a si b sunt numere reale, a # 0, se numeste ecuatie de gradul I cu o necu-
noscuta.

Numarul x se numeste necunoscuta ecuatiei, iar numerele reale a si b se numesc coeficienti: a este coeficientul
necunoscutei, iar b se mai numeste termenul liber.

Denumirea de ecuatie de gradul I provine de la faptul ca necunoscuta x apare in ecuatie cu exponentul 1.

Ecuatia 2x+5 =0, x € R, reprezinta o ecuatie de gradul I cu necunoscuta x. Coeficientul necunoscutei este 2,
iar termenul liber este 5.

Egalitatea 2 - 4 — 1 =7 nu reprezintad o ecuatie.

De retinut @

Un numar real se numeste solutie a unei ecuatii daca, inlocuind necunoscuta cu acest numar in ecuatia data,
se obtine o afirmatie adevarata.

A rezolva o ecuatie in multimea numerelor reale inseamna a determina toate solutiile sale.

Aceste solutii formeaza multimea solutiilor ecuatiei date, multime care se noteaza, de regula, cu S.
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Daca dupa o ecuatie urmeaza o precizare de forma x € M, unde M = R, aceasta indica multimea Tn care ia valori
necunoscuta. Se spune ca ecuatia data este definita pe multimea M sau ca se rezolva in multimea M. Se mai spune
ca M este domeniul ecuatiei.

Daca nu se face nicio precizare, se considera ca M =R.

Exemplu

Care dintre ecuatiile urmatoare admite solutia —4?

1. 3x+12=0,x € {-5,-4,-1,0}. 2. %X+3=O,XER. 3. —x+4=0,xeZ.
Raspuns:

1.3:(-4)+12=0«-12 + 12 =0, adevarat, deci —4 este solutie.
2 %~(—4)+3 =0 < -3 +3 =0, adevarat, deci -4 este solutie.
3 —(-4)+4=04+4=0<8=0, fals, deci -4 nu este solutie.

Algoritm pentru rezolvarea ecuatiei de gradul I cu o necunoscuta

Se considera ecuatia ax+ b =0, unde a si b sunt numere reale, a # 0.
Pasul 1: Se scade b din ambii membri ai ecuatiei si se aduce ecuatia la forma ax =—b (altfel spus, se separa
necunoscuta in membrul stang, trecand termenul liber in membrul drept, cu semn schimbat).

N . L - . . “ . b
Pasul 2: Seimpart ambii membri ai ecuatiei ax =—-b prin a si se gaseste solutia x =——.
a

Pasul 3: Se scrie multimea solutiilor ecuatiei: S = {—2} .
a

Practic, au loc urmatoarele echivalente:

ax+b=0<ax=-b < x=—§c> S:{—E}.

Exemple: 1. 2x+6=0&2x=-6< x=—g o x=-3<S5={-3}.

2. J3:x-3/12=0 = 3-x=3J12 = x:ﬂ = x:3-@ ox=6<S5=1{6}.

J3
Ecuatii echivalente

De retinut

Doua ecuatii definite pe aceeasi multime se numesc echivalente daca au aceleasi solutii.
Pentru a obtine o ecuatie echivalenta cu o ecuatie data, putem aplica urmatoarele reguli:
« trecem, cu semn schimbat, termeni dintr-un membru in celalalt;

« adunam/scadem acelasi numar din ambii membri ai ecuatiei;

= Tnmultim/impartim ambii membri ai ecuatiei cu un numar real nenul.

Exemple

1. Ecuatile2x-4=0,x e R, si 3x -6 =0, x € R, sunt echivalente?

2x-4=02x=4x=2S5={2}.

3x-6=0=3x=6ox=2<S5={2}.

Observam ca cele doua ecuatii sunt definite pe aceeasi multime (pe R) si au aceeasi multime de solutii, deci
ecuatiile sunt echivalente.

2. Ecuatiile V2x-6=0,x e R, Si V3x+9=0, x € R, sunt echivalente?

V2x-6=0 & 2x=6 & x=v6:12 & x=3 < S={/3}.

V3) _
S3x4+920 & VB3x=-9 & x=— =2 o x=-33 & S={-33}.

NG
Observam ca cele doua ecuatii sunt definite pe aceeasi multime si anume pe R, dar nu au aceeasi multime de
solutii. In consecinta, aceste ecuatii nu sunt echivalente.




Ecuatii reductibile la ecuatiaax + b =0

De retinut

Deseori intalnim ecuatii in care necunoscuta x apare doar la puterea intai, dar care nu au formaa - x+b =0 (1)
saua-x=>b(2).
Folosind proprietatile relatiei de egalitate, se poate arata ca unele dintre aceste ecuatii sunt echivalente cu o
ecuatie de forma (1) sau (2). Vom spune ca aceste ecuatii sunt reductibile la ecuatii de gradul I.
Pentru a rezolva o ecuatie reductibild la o ecuatie de gradul I, se procedeaza astfel:
Pasul 1: Seaduce ecuatia la o forma mai simpla, folosind diverse artificii de calcul (aducere la acelasi numitor,
eliminarea numitorilor, desfacerea parantezelor etc.).
Pasul 2: Se separa termenii, pastrand, de reguld, in membrul stang termenii care contin necunoscuta, iar in
membrul drept termenii liberi (cei care nu contin necunoscuta) si se aduce ecuatia la forma a - x=b.
Pasul 3: Se determina solutia/solutiile si se scrie multimea solutiilor ecuatiei.
La final, se poate efectua verificarea solutiei Tn ecuatia initiala pentru justificarea rezultatului gasit.

Pentru a rezolva in multimea numerelor intregi ecuatia

, procedam astfel:

x-2 1 \/18
+—-=x-05-——
3 2 2
Pasul1: Se aduce ecuatia la o forma mai simplg, folosind diverse artificii de calcul.
Transformam termenii in fractii ordinare si aducem fractiile la acelasi numitor:

x-2 1 _x 1 32 x-2 1 x 1 3 _2x-2) 3_6x 3 18

= o —+ =
3 212 2 3 2 1 21 6 6 6 6 6
Inmultim ambii membri ai ecuatiei cu numitorul comun si elimindm numitorii:
2(x—2)+§_6_x 3 18

2|6 =2(x-2)+3=6x-3-18.
6 6 6 6 6

Desfacem parantezele, folosind distributivitatea inmultirii fata de scadere, si efectuam calculele:
2x-2)+3=6x-3-18=2x-4+3=6x-21<2x-1=6x-21.

Pasul 2: Separam Tn membrul stang termenii care contin necunoscuta, iar in membrul drept termenii care nu
contin necunoscuta (termenii liberi) si aducem ecuatia la forma a - x = b:
2x—1=6x-21|+1<2x=6x-20|-6x < —-4x=-20.

Pasul 3: Determinam solutia/solutiile si scriem multimea solutiilor ecuatiei, tinand cont de multimea in care
se rezolva ecuatia: 20
-4x=-201: (-4) & X=—p ox= 5.

Deoarece x =5 si 5 € Z, multimea solutiilor ecuatiei din enunt este S = {5}.
Efectuam verificarea (acest lucru ne ajuta sa remediem eventualele erori).

5.2 1 1 32 31 1 3 1 1
_+_:5 + _

3 2 72k T3727°271 2

= Observatii

Exista situatii in care obtinem o ecuatie de forma ax + b =0, fara a sti daca numarul real a este nenul.

< . o . . b <
1. Dacaa # 0, prin transformari echivalente obtinem succesiv: ax+ b =0 < ax=-b < x =——, care este un numar

real si reprezinta singura solutie a ecuatiei. Scriem S = {—2} .
a

2. Dacaa=0, ecuatiadevine0-x+b=0«<0-x=-b, cub e R. Distingem doua cazuri:
a. daca b =0, ecuatia devine 0 - x=0, egalitate care are loc pentru orice numar real x, deci S =R;

b. daca b = 0, relatia O - x=—b nu se verifica pentru niciun numar real x si atunci S = .

Rezolvam urmatoarele ecuatii in R:
J3-x-2=10; 2(x —/9)=2x-6; 2(x-3)=3x-8-x.
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Rezolvare:
1.43:x-2=10 & B3-x=12 & x=1—2=¥=4\6 :>S={4\/§}.

3

2. 2(X—\/§)=2X—6<:>2X—6=2X—6<:>2X—2X=6—6<:>0'X=0<:>S=R.
3.2x—=3)=3x-8-x2Xx-6=2Xx-82x-2x=6-8<=0 - x=-2<=S=0.

Estimarea solutiei unei ecuatii

A estima solutia unei ecuatii inseamna a evalua cu aproximatie aceasta solutie sau, intr-o exprimare echiva-
lentd, a aprecia ordinul de marime sau valoarea solutiei, folosind diverse metode. Estimarea este adesea folosita
n activitatile comerciale si in economie, atunci cand intervin prea multe variabile pentru a putea determina cum
vor evolua situatiile cu grad mai ridicat de complexitate.

Exemple

/9999

1. Consideram ecuatia 4x —,/9 999 = 0. Aceasta se rescrie 4x =,/9 999, de unde x = 1

Cum /9999 = /10000 =100, estimam ci solutia x a ecuatiei este aproximativ egal cu

1720, adica x = 25.

{9299
Folosind eventual calculatorul electronic, gasim ca i 24,9987..., ceea ce confirma

ca estimarea facuta este destul de apropiata de valoarea exacta a solutiei.
2. Ecuatia 1998x =40 007 are solutia x = 40 007. Putem scrie x =M.
' ’ 1998 2000-2
Observam ca numerele 2 si 7 sunt mult mai mici decat 2 000 si 40 000. Putem aprecia ca valorile 2 si 7 sunt

40000+7 40000

neglijabile (ca ordin de marime) in raport cu 2 000 si 40 000, deci x = = =20.
’ 2000-2 2000
. . - - y - 40007
Estimarea facuta este suficient de apropiata de valoarea exacta a solutiei, deoarece 3 =20,0235....
Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative
1. Rezolvati ecuatiile:
a. A(x+3)-10=2x+12; b. 2x-1=0,xe Q; c. N2x++4/18=432,x e {-2,-1,1, 2}.

Rezolvare:
a. Ax+3)-10=2x+124x+12 - 10 = 2x + 124x + 2 = 2x + 124X - 2x=12 - 262x=10x =55 = {5}.

Verificare: 4(5+3)-10=2:-5+12<4-8-10=22 < 22 =22 (adevarat).

h.2x-1=02x=1< x=%e@ = S={%}.

Verificare: 2%—1:1—1:0 (adevarat).
c. \/§X+\/E=\/3_2 = \/§X+3\/§=4\/§ = \/5X=4\/5—3\/5 P \/5X=\/§ = X=\/§Z\/§ < x=1.
Cumle{-2,-1,1,2} = S={1}.
Verificare: v2-1+v18 =2 +3v2 =442 =432 (adevarat).
2 Rezolvati ecuatiile:
a. 2(x+3)-5=x+6; b.

4 3 12 6

5x-3 3x—1=15 4x—1; e [2x+3|=5.

Rezolvare:
a.2x+3)-5=x+62x+6-5=x+6=2x+1=x+6 = 2x-x=6-1x=5<S={5}.

Verificare: 2(5+3)-5=5+6<2:-8-5=11 < 11=11 (adevarat).
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5x-3 3x-1 5 4x-1 15x-9 12x-4 17 8x-2
= =1—+ = = S——d
4 3 12 6 12 12 12 12
©15x-9-12x+4=17+8x-2<3x-5=8x+15<3x-8x=15+5 < -5x=20 & x=-4 < S={-4}.
5.(-4)-3 3-(-4)-1 17 4-(-4)-1 -23 -13 17 -17 -69 52 17 -34
= =—+ = = =—+ = t—==—t—
3 12 6 4 3 12 6 12 12 12 12

< (A5x-9)-(12x-4)=17+(8x-2) &

Verificare:

—ﬂ = —ﬂ (adevarat).
12 12
[2x+3|=5 < 2x+3=5sau 2x+3=-5 < 2x=5-3 sau 2x=-5-3 < 2x=2 sau 2x=-8 < x=1 sau
x=-4=S={-4;1}.
Verificare: |2 - (-4)+ 3| =5« |-8+ 3| =5« |-5| =5 (adevarat).
[2-1+3|=5<12+3|=5«15|=5 (adevarat).
2

Rezolvati ecuatia > =—.
xX-3 X

Rezolvare:
Se impun conditiile: x = 3 # 0 < x # 3 si x # 0. Deoarece nu se precizeaza multimea in care se rezolva ecuatia,
consideram ca aceasta este R. Avand in vedere cele doua conditii, deducem ca x € R\{0; 3}. Avem:

53 :g Sbhx=2-x-3)obx=2Xx-65x-2x=-6 = 3x=-6 < x=-2.
X — X

Deoarece x = -2 si-2 e R\ {0, 3}, deducem ca S = {-2}.
Rezolvati ecuatia (3x —6)(2x +5)(5x + 20)(\3x-3)=0 in multimea:
N; Z; Q R.

Rezolvare:
Stim ca un produs de factori este egal cu 0 daca si numai daca (cel putin) unul dintre factori este 0.

(3x—6)(2x+5)(5x+20)(J§x—3)=0 < 3x—6=0 sau 2x+5=0 sau 5x+20=0 sau \/§x—3=0 < 3x=6
sau 2x=-5 sau 5x:—20sau\/§x:3 <:>X=258.UX=—2,558.UX=—458.UXZ\/§<:>XE{—4;—2,5;\/§;2}.

inN, s={2}. inz,S={-4;2}. c InQ S={-4;-2,5;2}. IR, $={-4;-25:3;2},

Probleme propuse

Precizati care dintre urmatoarele relatii sunt ecuatii:

x—-8=0; X+9; 2-3+8=14; X+ 6<10; §+5=0.
Copiati pe caiet, apoi completati tabelul, conform modelului:
Ecuatia 3y-1=0 2x+3=0 —%a+§=0 b+1,7=0 JBx—42 =0
Necunoscuta y
Coeficientul 3
necunoscutei
Termenul liber -1

Scrieti ecuatia ax + b = 0 pentru:

a=3,b=1; a=-2,b=5; a=%,b=—2; a=+3,b=14; a=-=,b=+6.

Dati doud exemple de:
ecuatii cu coeficientul necunoscutei egal cu 2;
ecuatii cu termenul liber egal cu -3;
ecuatii cu coeficientii opusi.
Verificati daca:
numarul 1 este solutie a ecuatiei 2x -2 =0; numarul 1,5 este solutie a ecuatiei 4x — 5 =0;



c. numarul -2 este solutie a ecuatiei 3x + 6 = 0; d. numarul % este solutie a ecuatiei 4x -4 =0;
e. numarul /5 este solutie a ecuatiei v20x =10.

6. Precizati care dintre ecuatiile urmatoare admit solutia 3:

a. 3x=9; b. By-3=12;  c. §+o,5=2; d. Bx+\27=0; e %%:-1.
7. Rezolvati ecuatiile:

a. 2x=6,xe{-2,-1,0, 3}; b. y+2=0,ye{-1,0,1,2,3}; c. 3z-4=0,ze N;

d. —x+0,4=0,x e Q; e. J2a-/18=0,a ¢ N; f. 0,5b-2=0,beR.
3. Rezolvati ecuatiile, apoi verificati solutia gasita:

a. 2x+5=x+17, h. x+8=12-x; c. 5-3x=12-4x;

d. 2x+1+x=4x-10; e. 2X+3=2x+8+x; f. 2(x+4)=16.

9. Stabiliti daca urmatoarele ecuatii sunt echivalente:
a. 3x+1)-2=4,xeR,si2(2x-1)+3=5,x e R;
b. 3x+4(x+1)=4(x-1)+5,xeR,si2(x+2)+3(x—2)=3x-6,x e R.

10. Rezolvati ecuatiile:

a. i=§; b. E:Z—X; c. X—+1:Z; d. 5:4X_5; e. x—1:2X+1.
6 2 5 3 3 2 3 3
11. Rezolvati ecuatiile:
a. x-0,3=2,5; h. 3x=1,44; c. 1,2x+4=2,8;
d. 2,6 -x=1,8; e. 4 5+3x=—x+9; f. 3,6(x+1)—-1=2x+2,6.
12. Rezolvati ecuatiile:
a. ﬁx:ﬁ; b. J§x+2=@+ﬁ; c. 2x/7x+4=\/7x+11;
0. V12x++27x =12 ++/3x; e, V2(x+1)—/8 =x(\2-2); f. V2(x=/3)=+/54 +24/2x.
13. Rezolvati ecuatiile:
% N 2X_5—x—l=1; b, 7X_2—2X+1=x+1; N 3x+1+2:§+2x—4;
4 2 3 2 2 2 2
5 2 .1 55 )5 1 111 5(1 1
d. =(x+1)+1-=3—; x| = f.1=| =+=| —x+—||=5.
U DrIg =3, : (2 2 ) 272 2{23(10“10]}

14. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatiile:

a. [3x+7|=11; b. 8 =£;
X

— L (x—-4)-(2x+5)(\2x +/18) =0.

(2]

Minitest
1. Dati un exemplu de:
a. ecuatie cu termenul liber egal cu 7;
b. ecuatie in care coeficientul necunoscutei este egal cu —2;
c. ecuatie Tn care coeficientii sunt numere intregi opuse. (3p)

2. Notati Tn caiet litera corespunzatoare raspunsului corect.
Ecuatia 7(x + 1) + 2(5 — x) =5 + 2(x + 3) are solutia:

A.-2; B. -1; c. 1; D. 2. (3p)
3. Rezolvati ecuatiile:
a. 1,5x+4=x-2; b. §_5+XT_7:1_TX+%; c. 2x(3+\/§)—6x=\/%—\/§. (3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.
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Lectia 3: Sisteme de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute

Cuvinte-cheie

sistem echivalent ecuatie necunoscute solutie

Ecuatia cu doua necunoscute

Situatie-problema

Un dreptunghi (care nu este patrat) are perimetrul egal cu 16 metri. Determinati lungimea si latimea dreptun-
ghiului stiind cd, exprimate in metri, acestea sunt:
a. numere naturale; b. numere reale.

Rezolvare:

Daca dreptunghiul are lungimea de L metri, iar [atimea de [ metri, atunci L > [> 0, iar perimetrul P (exprimat Tn

metri) se obtine din relatia P=2L + 2[. Asadar, 2(L + ) =16, deci L+ [=8.

a. Daca L, ! e N, problema are trei solutii: L=7m,[=1msaul=6m,[=2msaul=5m,[=3m.

b. Daca L, [ € R, exista o infinitate de posibilitati si anume: L = 8 — t metri si [=t metri, unde t este un numar real
astfelincat 0 <t<4.Deexemplu: L=6,1m,[=1,9msaul=5,28m,[=2,72msaul=4,75m, [=3,25 m etc.

Ce observam?
In functie de multimea Tn care o rezolvam, ecuatia L + [ = 8 are trei solutii, respectiv o infinitate de solutii.

De retinut @

O ecuatie de forma ax + by + ¢ =0, unde a, b si c sunt numere reale, cu a # 0 si b = 0, se numeste ecuatie liniard
cu doud necunoscute.

Numerele reale x si y se numesc necunoscutele ecuatiei, numerele a si b se numesc coeficienti, iar c se numeste
termen liber.

O pereche (x,, y,) de numere reale pentru care egalitatea ax, + by, + ¢ = 0 este adevarata se numeste solutie a
ecuatiei ax + by + c=0.

A rezolva o ecuatie cu douad necunoscute inseamna a determina multimea S a solutiilor ecuatiei.

O ecuatie liniara cu doua necunoscute are o infinitate de solutii.

O}

O solutie a ecuatiei x+2y—5=0 este perechea (1, 2), deoarece 1+2 -2 -5=0. Perechea (2,1) nu este
solutie, deoarece 2 + 2 - 1 — 5 # 0. Se observa insa ca ecuatia mai are si alte solutii:

perechea (3, 1) este solutie, deoarece 3+2 -1 -5=0;

perechea (5, 0) este solutie, deoarece 5+2 - 0-5=0.

Sisteme de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute
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De retinut
Un ansamblu de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute, de forma
{alx+ by=¢ unde a,a,b,b,c,c,eR

ax+by=c, s
se numeste sistem de doud ecuatii liniare cu doud necunoscute.
Numerele reale a,, b,, a,, b, se numesc coeficientii necunoscutelor, c,, ¢, sunt termenii liberi, iar x si y sunt necu-
noscutele sistemului.
O pereche (x,, y,) de numere reale se numeste solutie a sistemului daca este solutie pentru fiecare ecuatie
a sistemului (altfel spus, este o solutie comuna a celor doua ecuatii ale sistemului).

2x+5y=19

Consideram sistemul de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute: .
’ 8x—-2y=10



Inlocuind necunoscuta x cu 2 si necunoscuta y cu 3 in ecuatiile sistemului, obtinem:
2:2+5-3=19 < 19=19 (adevarat), deci perechea (2, 3) este solutie a primei ecuatii;
8:2-2-3=10«10=10 (adevarat), deci perechea (2, 3) este solutie a celei de-a doua ecuatii.
Asadar, perechea (2, 3) este solutie a sistemului deoarece este solutie a fiecarei ecuatii.

Inlocuind necunoscuta x cu -3 si necunoscuta y cu 5 in ecuatiile sistemului, obtinem:

2:(-3)+5-5=19 <19 =19 (adevarat), deci perechea (-3, 5) este solutie a primei ecuatii;

8:(-3)-2-5=10«-34=10 (fals), deci (-3, 5) nu este solutie a celei de-a doua ecuatii.

Ca urmare, perechea (-3, 5) nu este solutie a sistemului deoarece nu este solutie a ambelor ecuatii ale siste-
mului (chiar dacd aceasta pereche este totusi solutie a primei ecuatii).

De retinut

A rezolva un sistem de ecuatii inseamna a determina multimea S a solutiilor sale.
Multimea solutiilor unui sistem de ecuatii este intersectia multimilor solutiilor celor doua ecuatii.
Doua sisteme de ecuatii liniare se numesc echivalente daca au aceeasi multime de solutii.
Transformand una sau ambele ecuatii ale unui sistem Tn ecuatii echivalente se obtine un sistem echivalent cu
sistemul dat. Pentru a exprima faptul ca doua sisteme sunt echivalente putem folosi simbolul < (citit echivalent).
3x+ y=9 3x+ y=9]-(-2) —-6x—2y=-18
18x+15y=81|:3<:>{6x+5y=27 { 6x+5y=27

Exemplu: {

Metode de rezolvare a sistemelor de doua ecuatii cu doua necunoscute

Metoda substitutiei

De retinut

Metoda substitutiei este o modalitate de rezolvare a unui sistem de doua
ecuatii liniare cu doua necunoscute, care consta in inlocuirea unei necu-
noscute, intr-una dintre ecuatiile sistemului, cu expresia ei in functie de
cealalta necunoscuta, dedusa din cealalta ecuatie.

substitutie =nlocuire
(din substitutio,
T limba latind)

Algoritmul de rezolvare a unui sistem de doua ecuatii liniare
prin metoda substitutiei

Pasul 1: Dintr-o ecuatie a sistemului se alege o necunoscuta si se
exprima in functie de cealalta.

Pasul 2: 1Incealaltd ecuatie, se Tnlocuieste (se substituie) necunoscuta
aleasa cu expresia sa determinata la Pasul 1 si se obtine astfel
0 ecuatie cu o singura necunoscuta.

Pasul 3: Se rezolva ecuatia in care s-a efectuat inlocuirea, afland astfel
una dintre necunoscute (una dintre componentele solutiei).

Pasul4: Se inlocuieste valoarea necunoscutei aflate la Pasul 3 in
expresia de la Pasul 1 si se determina cealalta necunoscuta
(cealalta componenta a solutiei).

Pasul 5: Se scrie multimea solutiilor sistemului.

Verificare. Pentru verificarea corectitudinii calculelor si remedierea eventualelor greseli, inlocuim compo-
nentele solutiei obtinute Tn ecuatiile initiale ale sistemului.

2x+3y=1

rin metoda substitutiei, procedam astfel:
Ax+y="7 P el P

Pentru a rezolva sistemul de ecuatii {

Pasul 1 Il exprim&m pe y in functie de x din a {2X+3}/=1 ©{2X+3Y=1
doua ecuatie. Ax+y="17 y="7-4x

Il inlocuim pe y cu 7 — 4x in prima ecua- {2x+ 3y=1 {2x+ 3(7-4x)=1
Pasul2 fie, care devine o ecuatie de gradul T cu o “ly=7-ax T ly=7-4ax <
singura necunoscuta (si anume x).
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Pasul 3

Pasul 4

Pasul 5

Rezolvim aceasti ecuatie si aflam necu- {ZX +21-12x=1 {—10)( =-20

noscuta x (o componenta a solutiei). y="7-4x < y="7-4x
Inlocuim valoarea gésita pentru x n _
S EC B x=2 x=2
a doua ecuatie si aflam necunoscuta y 7_4.2
(cealalta componenta a solutiei). y=7=%" y=-1
Scriem multimea solutiilor sistemului. ~ S={(2, -1)}

Verificare: Inlocuim componentele solutiei obtinute in ecuatiile initiale ale sistemului:

Inprimaecuatie: 2:2+3-(-1)=1<4-3=1<1=1 (adevarat)
Inadouaecuatie: 4:-2+(-1)=7<8-1=7<«<7=7 (adevdrat)

Observatii

{x:2
=N =N

y=7-4x

1. Daca in urma Tnlocuirii lui y (sau a lui x), ecuatia Tn necunoscuta x (sau y) nu are solutii, atunci sistemul nu are
solutll deci S=0.

2 Daca Tn urma inlocuirii lui y (sau a lui x) se obtine o identitate, atunci sistemul se reduce la o singura ecuatie,
cele doua ecuatii fiind echivalente. In acest caz, sistemul are o infinitate de solutii.

Metoda reducerii

Algoritmul de rezolvare a unui sistem de doua ecuatii liniare prin metoda reducerii

Verificare:

Pentru a rezolva sistemul de ecuatii {

Pasul 1

Pasul 2

Pasul 3

Pasul 4

Se inmultesc ambii membri ai uneia dintre cele doua ecuatii cu un numar real nenul si, daca este
cazul, membrii celeilalte ecuatii cu un alt numar real nenul, astfel incat coeficientii uneia dintre

necunoscute sa devina opusi (sau egali).

Adunam (respectiv scadem, dupa caz) cele doua ecuatii si obtinem o ecuatie cu o singura necunos-
cuta, pe care o rezolvam, afland valoarea acestei necunoscute (una dintre componentele solutiei).
Intr-una dintre ecuatiile sistemului, se inlocuieste necunoscuta cu valoarea determinata la pasul al
doilea si se rezolva ecuatia obtinuta, determinand astfel valoarea celei de-a doua necunoscute (cea-

lalta componenta a solutiei).

Daca la pasii 2 si 3 se obtin valorile x =X, si y = y,, unde x, y, € R, atunci perechea (x,, y,) este solutia

sistemului. Scriem multimea solutiilor sistemului: S= {(x,, y,)}-

solutia sistemului.

5x+3y="7

rin metoda reducerii, procedam astfel:
Ax+y="7 P P

Inmultim a doua ecuatie cu -3, pentru ca termenii careil  [5x+ 3y =7
contin pe y sa se reduca. Ax+ y=7]-(=3)

Adunam membru cu membru ecuatiile din al doilea
sistem si obtinem o ecuatie cu o singura necunoscuta, pe -7x=-14 < x=2
care o rezolvam.

Inlocuim necunoscuta x cu valoarea obtinuté la Pasul 2 in
a doua ecuatie a sistemului initial si aflam valoarea lui y.

Scriem multimea solutiilor sistemului. S={(2,-1)}.

Verificare: Inlocuim componentele solutiei obtinute in ecuatiile initiale ale sistemului:
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Inprimaecuatie: 5-:2+3-(-1)=7<10-3=7 < 7 =7 (adevarat).
Inadouaecuatie: 4:-2+(-1)=7<8-1=7«< 7="7 (adevarat).

2

Inlocuim x cu x, si y cu y, in ecuatiile initiale ale sistemului si stabilim dac perechea (x,, y,) este

De retinut

Metoda reducerii este o modalitate de rezolvare a unui sistem de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute, care
consta in transformarea uneia sau a ambelor ecuatii ale sistemului in ecuatii echivalente, astfel incat coeficientii
uneia dintre necunoscute sa devind opusi (sau egali) in cele doua ecuatii, urmata de adunarea (respectiv scaderea)
membru cu membru a ecuatiilor obtinute, astfel incat sa se obtind o ecuatie cu o singurd necunoscuta.

Pasul 1:

Pasul 2:

Pasul 3

Pasul 4

5x+3y=7

-12x-3y=-21

4.2+y=7<8+y=7T<y=-1



Observatii
'

1. Pentru rezolvarea unui sistem de doua ecuatii cu doua necunoscute, putem alege oricare dintre cele doua
metode prezentate. Indiferent de metoda aleasa, solutia este aceeasi.

2. Un sistem de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute poate avea o singura solutie, o infinitate de solutii sau

nicio solutie.

. 3x-2y=19 . . . . .. .
Sistemul 3x+3y=9 are solutia unica S = {(5, —2)}, care se poate determina prin metoda reducerii sau prin
metoda substitutiei.

. 3x—-6y=9 e a A o .. . . .

Sistemul x-2y=3 are o infinitate de solutii, intrucat cele doua ecuatii sunt echivalente, iar sistemul se
D reduce la o ecuatie cu doud necunoscute, avdnd multimea solutiilor S={(2t+ 3, 1) | t € R}.

. Adx+ 3y =17 . N . . . A .

Sistemul 8x + by =22 nu are solutie, deoarece Tnmultind prima ecuatie cu 2 si scazand apoi cea de-a doua
ecuatie, obtinem relatia 0-x+0-y=12, care nu este verificata de nicio pereche (x,y) de numere reale.
Asadar, S=@.

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

Determinati numarul real t pentru care perechea (t; t — 2) este solutie a ecuatiei 2x — 3y = 1.

Rezolvare:
Perechea (t; t — 2) este solutie a ecuatiei 2x — 3y =1 daca si numai daca, inlocuind x=t si y=t -2 in ecuatia
datd, se obtine o afirmatie adevarata. Obtinem succesiv:

2t-3(t-2)=1<2t-3t+6=1<-t=-5<t=5.

Verificare: Pentru numarul real t =5, perechea (t; t — 2) = (5; 3). Deoarece 2 - 5-3:-3=10-9=1, deducem
ca perechea (5; 3) este solutie pentru ecuatia 2x — 3y = 1. Deci t = 5 convine.

Rezolvati sistemele:
{9x+y=—15. \/§~x+\/§-y=5, {2(X+1)—3(y+1)=2
6x+5y=3 "’ J3-x-\2.y=0 3x+y)-2(y-1)=2,8(3)°

Rezolvare:
Atunci cand una dintre necunoscute are coeficientul 1 sau —1 este preferabil sa aplicam metoda substitutiei.

9x +y=-15 < y=-9x - 15. Inlocuindu-l pe y cu =9x — 15 in a doua ecuatie, rezolvdm ecuatia obtinut:
6X+5:(-9x—-15)=3 < 6x—-45x-75=3<-39x=78 < x=-2.Reiesecay=-9-(-2)-15=18-15=3.
Sistemul are solutia unica S = {(-2, 3)}.

Verificare: 9 - (-2) +3=-18 + 3 =-15 (adevarat), deci (-2; 3) este solutie pentru ecuatia 9x + y =-15.
6-(-2)+5-3=-12+15= 3 (adevarat), deci (-2; 3) este solutie pentru ecuatia 6x + 5y = 3.
Fiind solutie pentru ambele ecuatii, perechea (-2; 3) este, intr-adevar, solutie a sistemului.

Atunci cand unii dintre coeficienti sunt numere irationale este preferabil sa aplicdm metoda reducerii.

V2. x+43-y=5 12 |2x+6-y=5\2
{ﬁ-x—ﬁ-y=0|-\/§©{3x—\/€y=0 '

Prin adunare membru cu membru rezultd ci 5x =5v2 < x =+/2. Inlocuind in prima ecuatie, obtinem:
V22+43-y=552+{3.y=5 = 3.y=3 o y=43.

Sistemul are solutia unica S = {(\/5 \/5)}

Verificare: 2 -v2++/3:4/3=2+3=5, respectiv\/g-\/ﬁ—\/i\/g:\/g—\/gzo.

Fiind solutie pentru ambele ecuatii, perechea (\/5 \/5) este solutie a sistemului considerat.
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_ 17
3x+y)-2(y-1)=2,8(3) < 3x+3y_2y+2=M < 3x+y+2:? < 3x+y=§

{2(x+1)—3(y+1):2 2X+2-3y-3=2 {2X—3y=3 2x-3y=3
6

Di=dy=2 3 5 11 1.
& 5 . Adunand membru cu membru, obtinem: 11x==+= < 11lx=—— < x =—. Inlocuind in
9x + 3y =35 ’ 2 2
ecuatia 3x+y—E obtinem §+y—§ & y—g—§ & y—E—2 = y——i = y——Z
’ 6" 2 6 6 2 6 6 6 3’
Asadar, S = 1;—g .
’ 2 3
Probleme propuse
Precizati care dintre urmatoarele relatii reprezinta ecuatii cu doua necunoscute:
X+y=2; 2x+5-7=0; 3y+2y=10; 2a+1,5b-2=0.
Verificati daca perechea (1, 2) este solutie a ecuatiei:
X+y—-3=0; 2x+y+4=0; xX+3y—-7=0; dx-3y+1=0.
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Pentru ecuatiile de forma ax+by+c=0, a, b, ¢, x, y € R, copiati pe caiet, apoi completati tabelul, conform
modelului:

Ecuatia x-2y-4=0 3x+y+1=0 —x+%y+5=0 \/§X+2y—\/§=0 \/§x—y=0
a 1
-2
o -4

Se considera ecuatiax + 2y -8 =0.
Scrieti doua perechi de numere reale care sa fie solutii ale ecuatiei date.

Scrieti doua perechi de numere reale care sa nu fie solutii ale ecuatiei date.

Se considera ecuatia ax + by + 4 = 0, unde a si b sunt numere reale.
Pentru a =1, determinati b astfel incat perechea (2, —3) sa fie solutie a ecuatiei.
Determinati a si b pentru care (-1, —1) si (0, —4) sunt solutii ale ecuatiei.

Precizati care dintre urmatoarele relatii reprezinta sisteme de doua ecuatii cu doua necunoscute:

x-1=3 2x-y=3 x=5 ) x*-9=0

2x=4 ' x+3y=5 2x+3y =16’ X+3=6"
Verificati daca perechea (2, 3) este solutie a sistemului de ecuatii:

0,5x+3y =10

2x+y =7 x+3y=11 -X+2y=5 XI Y

x+4y =14 2x+y =10’ 2x-2y=-2' 2x-2y=3
Rezolvati urmatoarele sisteme de ecuatii prin metoda substitutiei:

x+4y=8 -2X+y=-2 —2x+3y=-2, 2x+4y =14

2x+3y =11 3x-4y=-2 3x+y=14 x-2y=5

Rezolvati urmatoarele sisteme de ecuatii prin metoda reducerii:

@J {x+y=7‘ {—x+2y=—1_ {2x+4y=—4 . {5x+3y=4

x-y=1' —2x+3y=3' —3x+5y=-16' 2x+4y =10



10. Rezolvati urmatoarele sisteme de ecuatii:

1 2
§x+§y=3 0,5x+0,2y =0 3(x—2)+025y:—1 2(x+1)+y=6
2 3 P 1Bx—y=6 © C1X*2.5_ gy x=2(y+1)=-20
FX—gy=-1 2 18
3 5
11. Scrieti un sistem cu doua ecuatii cu coeficienti reali si doua necunoscute care sa aiba solutia unica:
a. x=2siy=5; b.x=—1$iy=\/§; c.x=0$iy:—\/§; d.x=1—\/§$iy:0.
12. Determinati multimea solutiilor urmatoarelor sisteme de ecuatii, Tn multimea numerelor reale:
X-2y=-3 L [x-2y=-3 J_x 2y = 2J_ L [o4x-32y=7
a. ; . ; . .
-2x+4y =6 2x-4y =6 ~Bx+y=-2 0,1x-0,8y =1,8

13. Determinati numerele intregi k si n, astfel incat |2k — 3n| + (-k + 2n)* =
14. Rezolvati urmatoarele sisteme de doua ecuatii:
{fx+5y 15 b. {\/§X+\/Ey=9. . {\/@x—«/gy:%’ J {\/§X+3y:5—\/f
«/_x+2y 6 \/EX+\/§)/=8, . \/7X+\/Ey=50’ ' \/EX—\/E}/=5\/§+6.

Minitest
1. Verificati daca perechea (2, 4) este solutie a:
. . . L 3x—-y=2
a. ecuatiei 2x+y—-9=0; b. sistemului de ecuatii Xy . 3p)
2x+5y =24
o . . |Ax+3y =2
2. Solutia sistemului de ecuatii este:
X-2y=6
={(2,2)}; B. S={(-2,2)}; c. S={(2,-2)}; D. S={(-2,-2)}. 3p)
Notati in caiet litera corespunzatoare raspunsului corect.
2(x-1)+3y=-5
3. Se considera sistemul de ecuatii (x-1)+3y .
T Ax+3(y+2)=-3
a. Rezolvati sistemul de ecuatii prin metoda substitutiei.
b. Rezolvati sistemul de ecuatii prin metoda reducerii. 3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.
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Lectia 4: Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor
sau al sistemelor de ecuatii liniare

Cuvinte-cheie

problema necunoscute ecuatie sistem solutie

In problemele practice, relatiile care intervin intre datele cunoscute si cele necunoscute se pot exprima
adeseori prin una sau mai multe ecuatii liniare. Astfel, determinarea solutiei problemei revine la rezolvarea unei
ecuatii sau a unui ansamblu de ecuatii (adica un sistem).

De retinut @

Strategia de utilizare a ecuatiilor si sistemelor in rezolvarea problemelor presupune parcurgerea cu atentie
a urmatoarelor etape:

( Se transpunin ) ( Y S )
limbaj matematic
Se identifica Se noteaza relatiile dintre Se rezolva Se inter-
datele marimile valorile marimilor modelul preteaza Folosind
cunoscute, necunoscute necunoscute, matematic practic ipoteza
cerinta = cu litere si se folosind una sau = (ecuatia rezultatele = blemei
problemei [T" precizeaza | [mai multe ecuatii [T respectiv obtinute sise [T° P e‘f' el
si se stabilesc multimea (un sistem) ot I?n Ld formuleaza sle verea,
marimile careia i care formeaza sistemu’ de solutia solutia gasita.
. ecuatii). 7
necunoscute. apartin. modelul ’ problemei.
matematic
\ al problemei. y \ YA )
Situatie-problema

Din suma pe care o administra, un broker a investit 60% in titluri de stat
si 25% in actiuni. I-au ramas 12 000 de lei. Ce suma administra, initial,
brokerul respectiv?

Rezolvare:
Notam cu s suma (exprimata in lei) pe care a avut-o initial. In titluri de
stat a investit 60% - s, iar n actiuni a investit 25% - s. Obtinem ecuatia

s=60%-5+25%-s+12 000 lei. Deoarece s:1~s:%-s:100%-s,

putem scrie: 100% - s =(60% + 25%) - s + 12 000 < 100% - s=85% - s +

+12000<=15% -5s=12000<s5s=12000:15% < s=12000:% <:>s=12000-11—05O < s=80000, decila

inceput, brokerul a avut Tn administrare suma de 80 000 de lei.

Verificdm solutia gasita. In titluri de stat a investit 60%-80 000 lei =16T00-80 000 lei=48000 lei, iar in actiuni
ainvestit 25%-80 000 lei = % -80000 lei=20000 lei.

I-au ramas 80 000 lei — 48 000 lei — 20 000 lei =12 000 lei, ceea ce valideaza corectitudinea rezolvarii.

Situatie-problema

Vlad si Tavi au fost la supermarket pentru a cumpara mere si portocale. Niciunul dintre ei nu a pastrat bonul.

Vlad spune: ,,Pentru 2 kilograme de mere si 4 kilograme de portocale am platit 22 de lei.”

Tavi afirma: ,,Am cumparat 3 kilograme de mere si 2 kilograme de portocale, pentru care am platit 17 lei.”

Considerand afirmatiile lor adevarate, determinati cat costa un kilogram de mere si cat costa un kilogram de
portocale.
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Rezolvare:

Notam cu x (lei) pretul unui kilogram de mere si cu y (lei) pretul unui kilogram de portocale.

Afirmatia lui Vlad arata ca are loc egalitatea 2x + 4y = 22, iar cea a lui Tavi ca 3x + 2y =17. Putem forma astfel

un sistem de doua ecuatii cu doua necunoscute, pe care il rezolvam, de exemplu, prin metoda reducerii:
2x+4y =22 2x+4y = 22 2x+4y = 22 2x+4y =22 x=3 x=3

= = & = & .
3x+2y=17[-(-2) 7 |-6x-4y=-34 " |-4x =-12  |x=3 2-3+4y=22 " |y=4
—4x =-12
Asadar, un kilogram de mere costa 3 lei, iar un kilogram de portocale costa 4 lei.
Verificare: 3 -3lei+2-4lei=17lei,iar2-3lei+4 -4 lei=22 lei.

Situatie-problema

O gospodina are la dispozitie o saramura cu concentratia de 25% si o saramura cu concentratia de 30%.
Cati litri trebuie sa amestece din fiecare solutie pentru a obtine 20 de litri de saramura cu concentratia de 28%?

>

Rezolvare:

C,-X+C,-y

Vom aplica media aritmetica ponderata: c.a. = , unde x reprezinta cantitatea de solutie cu concentra-

X+y
tia ¢, y cantitatea de solutie cu concentratia c,, iar c.a. reprezinta concentratia amestecului. Obtinem sistemul:
x+y=§2(y 30%. y < x+y=20 - x+y=20 - x+y=20 -
28% =222 XS0 o500 x 130%.- y =28%(x + ) | |25x+30y =28-20  |5x+6y =112

X+y
—-5x -5y =-100 xX+y=20 x=8

& = .
bx+6y= 112 y=12 y=12

Gospodina trebuie sa amestece 8 litri cu concentratia de 25% cu 12 litri cu concentratia de 30%.

Gandire critica
(rezolvare comparativa cu ajutorul
unei ecuatii/unui sistem de ecuatii)

In Sdptdmana Verde, cei 27 de elevi ai unei clase si-au propus sa par-
ticipe la o actiune de curatare a unei zone poluate. In ziua respectiva au
participat la actiune inca 3 prieteni: o fata si doi baieti. Astfel, numarul
baietilor a devenit doua treimi din numarul fetelor. Cati baieti si cate fete
erau in clasa respectiva?

Rezolvare cu ajutorul unui sistem de ecuatii:
Notam cu f numarul fetelor si cu b numarul baietilor

Rezolvare cu ajutorul unei ecuatii:
Notam cu x e N* numarul baietilor din clasa.

Atunci numarul fetelor este egal cu 27 — x.
Deoarece s-au alaturat Tnca o fatd si doi baieti,
deducem ca numarul baietilor care au participat la
actiune a fost egal cu x + 2, iar cel al fetelor a fost
egal cu 28 — x.

Obtinem ecuatia x +2 =%-(28 —X), pe care o rezol-
vam pentru a determina necunoscuta x:
x+2=%~(28—x)|-3 &3 (x+2)=2-28-x

< 3x+6=56-2x<5x=50<x=10.
Asadar, Tn clasa erau 10 baieti si 27 — 10 =17 fete.

din clasa, unde f, b € N*. Atunci f+ b =27.

La actiune au participat Thca o fata si doi baieti,
deci au fost Tn total f+ 1 fete, respectiv b + 2 baieti.
Obtinem sistemul:

f+b:27 f=27_b
2 < :
b+2=§'(f+1) 3-(b+2)=2-(f+1)

Inlocuindu-l pe fcu 27 — b in cea de-a doua ecuatie,
obtinem:3b+6=54-2b+2 < 5b=50<b=10.
Caurmare, f=27-b=27-10=17.

In clasa erau 10 baieti si 17 fete.

Verificare: 10 +17=27;10+2=12; 17 + 1 =18, respectiv %-18 =2-6=12.
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Proiect

Odata cu cele Tnvatate in aceasta lectie, pentru rezolvarea problemelor avem la dispozitie o serie intreaga de
strategii si metode, pe care le putem grupa in urmatoarele doua categorii:
« metode aritmetice: metoda reducerii la unitate, metoda comparatiei, metoda figurativa, metoda mersului
invers, metoda falsei ipoteze;
- metode algebrice: utilizarea ecuatiilor si a sistemelor de ecuatii.

Tema de proiect

I. Pentru fiecare dintre problemele 1-4, prezentate Tn continuare, redactati doua solutii: una prin metode aritme-
tice, iar cealalta prin metode algebrice. Analizati, prin comparatie, cele doua rezolvari si precizati avantajele,
respectiv dezavantajele fiecarei metode de rezolvare, din perspectiva proprie.

In analiz& puteti sa aveti in vedere urméatoarele aspecte:

« rapiditatea rezolvarii;

« cat de usor se face verificarea;

- cat de usor se poate prezenta solutia (eventual oral), unui interlocutor.

I1.Compuneti doud probleme, una in care sa apara o singura marime necunoscutd, iar alta in care sa apara doua
marimi necunoscute, si rezolvati-le prin metoda preferata.

Pentru realizarea proiectului, se formeaza echipe de cate 4-5 elevi.

Resurse: se pot folosi cele oferite public pe internet.

Prezentare: realizati o prezentare PowerPoint, cu text si imagini.

Evaluare: se va tine cont de calitatea analizei, originalitatea si calitatea problemelor propuse, acuratetea
prezentarii, modul de lucru in echipd, opiniile exprimate de colegi Tn urma prezentarii proiectului si calitatea
raspunsurilor oferite la intrebarile acestora.

1. George are 30 de ani, iar fiica lui, Adina, are 4 ani.

a. Este posibil ca, peste un anumit numar de ani, George sa aiba cuun an
mai mult decat triplul varstei Adinei? Justificati raspunsul dat.

b. Determinati peste cati ani varsta Adinei va reprezenta o treime din
varsta tatalui ei.

Metodele de rezolvare pe care le veti utiliza la punctul b:
» metoda figurativa;
« rezolvarea cu ajutorul unei ecuatii.

2. La o librarie, orice coald de hartie coloratd avea acelasi pret. De asemenea, orice cariocd avea acelasi pret. Pentru
a cumpara materiale necesare pentru un proiect, Adi si Eva au mers la aceasta librarie. Baiatul a cumparat 4 coli
de hartie colorata si 7 carioci, pentru care a platit 47 de lei. Eva a cumparat 6 coli de hartie colorata si 5 carioci,
pentru care a platit 43 de lei. Determinati cat a costat o coala de hartie si cat a costat o carioca.

Metodele de rezolvare pe care le veti utiliza:
» metoda comparatiei;
« cu ajutorul unui sistem de ecuatii, prin metoda reducerii.

3. Un bilet la teatru costa 55 de lei, iar un bilet la cinema costa 32 de lei. Radio Mate ofera, din partea unui
sponsor, 12 bilete castigatorilor unui concurs, in valoare totala de 545 de lei. Cate bilete din fiecare fel au fost
oferite?

Metodele de rezolvare pe care le veti utiliza:
- metoda falsei ipoteze;
« cu ajutorul unui sistem de ecuatii, prin metoda substitutiei.

4. Tulia a cheltuit o suma de baniin trei zile. In prima zi a cheltuit 30% din suma, in a doua zi a cheltuit doua cincimi
din suma ramasa, iar in a treia zi a cheltuit restul de 630 de lei.

a. Este posibil ca suma initiala sa fie egala cu 1 200 de lei? Justificati raspunsul dat.
b. Determinati ce suma a avut Iulia initial.

Metodele de rezolvare pe care le veti utiliza la punctul b:
» metoda mersului invers;
« rezolvarea cu ajutorul unei ecuatii.



Investigatie

Pragul de rentabilitate intr-o afacere prin care se comercializeaza oua

Etapal

Planul afacerii tale este sa cresti 15 gaini dintr-o anumita rasa in curtea familiei si sa vinzi
ouale produse. Pentru demararea afacerii, costul este de 825 de lei pentru un cotet de
pasari si 25 de lei pentru fiecare gaina. Hrana pentru gaini va costa 10 lei pe zi si speri ca
fiecare gaina va oua zilnic un ou. f'gi propui sa vinzi fiecare ou cu un leu.

Afacerea ta atinge pragul de rentabilitate cand vanzarile totale sunt egale cu cheltuielile
totale.

1. In cate zile vei atinge pragul de rentabilitate?
(Presupui ca vei reusi sa vinzi toate ouale, fard sa se piarda vreunul).

2. Folosind cunostintele nvatate in clasa a V-a, traseaza un grafic cu linii pentru a arata cum vor evolua costurile
si profitul in primele 80 de zile.

Etapa aII-a

Dupa ce te documentezi mai bine, afli ca gainile din aceasta rasa fac oua n doar patru zile din cinci, dar afli
ca poti cumpara gaini speciale, din alta rasa, la pretul de 45 de lei fiecare, care nu doar ca vor face cate un ouin
fiecare zi, dar la fiecare patru zile vor face cate douad oua pe zi. Le-ai expus parintilor planul tau si ai primit cadou
suma de 1440 de lei pentru a cumpara cotetul si 15 gaini. Determina cate gaini din fiecare rasa poti cumpara.

Extindere
1. Sora ta nu este foarte incantata de faptul ca doar tu folosesti curtea pentru afacere sifti solicitd 10% din profit.
Tinand cont de acest lucru, calculeaza ce suma vei castiga in 365 de zile.

2. De ziua ta primesti 1 490 de lei. Vei castiga mai mult Tn primul an, care nu este bisect, dacd mai cumperi un
cotet si 15 gaini, sau daca li investesti cu un profit de 6%? Daca ai primi o suma diferita de bani, investigheaza
cum ti-ar determina aceasta cea mai buna optiune.

Extindere +

Gandeste-te la o afacere si descrie costurile si preturile produselor si serviciilor. Calculeaza cand vei atinge
pragul de rentabilitate.

Schimba planul de afaceri cu un coleg siincercatifiecare dintre voi sa concepeti schimbari care ar afecta afacerea
celuilalt. Investigheaza felul in care schimbarile propuse de colegul tau iti vor afecta profiturile si momentul in
care vei atinge pragul de rentabilitate.

Probleme propuse

1. Clubul Prietenii muntelui are 45 de membri, care sunt fie alpinisti, fie schiori. Numarul schiorilor este cu 23 mai
mare decat numarul alpinistilor. Determinati numarul alpinistilor din club.

2. Un numar de doua cifre in baza 10 are cifra zecilor de doua ori mai mare decat cifra unitatilor. Determinati
acest numar, stiind ca suma cifrelor sale este egala cu 12.

3. Un numar se mareste cu 4, iar rezultatul se mareste de 5 ori. Noul rezultat micsorat cu 5 se imparte la 4 si se
obtine catul 2 533 si restul 3. Determinati numarul initial.

4. Diferentaa doud numere naturale este egald cu 392. Impartind numarul mai mare la numéarul mai mic obtinem
catul 12 sirestul 7. Determinati cele doua numere.

. Peste 15 ani varsta Anei va fi de 4 ori mai mare decat varsta pe care a avut-o Ana acum 6 ani. Ce varsta are
Ana acum?

o1

6. Intr-un bloc de locuinte sunt 118 camere, repartizate in 50 de apartamente cu dou3, respectiv cu 3 camere.
a. Este posibil ca’in bloc sa fie 28 de apartamente cu trei camere? Justificati rdspunsul dat.
b. Determinati numarul apartamentelor cu doua, respectiv cu trei camere din acel bloc.

7. In cadrul unui proiect ecologic, o scoala a colectat 8 containere cu maculaturd si 5 containere cu plastic, care
@J cantaresc Tmpreuna 918 kilograme. Patru containere cu maculatura cantaresc tot atat cat 6 containere cu
plastic. Determinati cat cantareste un container cu maculaturd, respectiv un container cu plastic.

8. Sase carasi aurii si 8 pesti-paun costa 124 de lei, iar patru carasi aurii si 7 pesti-paun costa 101 lei. Daca fie-
care caras auriu, respectiv fiecare peste-paun are acelasi pret, determinati cat costa un peste-paun.
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Daca elevii unei clase s-ar aseza cate doi n banca, atunci doua banci ar rdmane libere, iar un elev ar sta singur
n banca. Daca aceiasi elevi s-ar aseza cate trei in bancd, atunci ar ramane sapte banci libere.

Este posibil can acea clasa sa fie 25 de elevi si 15 banci? Justificati raspunsul dat.
Cati elevi si cate banci sunt in clasa respectiva?

La un concurs de matematica au fost propuse 10 probleme. Pentru fiecare rezolvare corecta se acorda
10 puncte, iar pentru fiecare rezolvare eronata se scad doua puncte. Ilie a primit 76 de puncte. Determinati
numarul problemelor rezolvate corect de catre Ilie la acel concurs.

Paul a cumparat 40 de actiuni: o parte dintre acestea la o fabrica textila, cu 15 euro bucata, iar altele, la
o fabrica de péine, cu 12 euro bucata, achitand in total 552 de euro. Cate actiuni de fiecare fel a cumparat?

La un magazin s-au adus tricouri pentru vanzare. In prima zi s-au vandut 30% din tricouri, a doua zi s-au
vandut doua septimi din tricourile ramase, iar a treia zi s-au vandut cele 30 de tricouri ramase. Cate tricouri
s-au adus pentru vanzare la acel magazin?

Un turist a parcurs un traseu in trei zile. In prima zi a parcurs un sfert din lungimea traseului si inca 4 km.
A doua zi a parcurs trei cincimi din restul traseului, iar a treia zi a parcurs restul distantei, adica 8 km.

Este posibil ca distanta parcursa in a doua zi sa fie egala cu 15 km? Justificati raspunsul dat.
Determinati lungimea traseului parcurs.

O veverita parcurge distanta vizuina—alun-vizuind in 4 minute. Fara alune, ea alearga cu 6 metri pe secunda,
iar cu alune alearga cu 3 metri pe secunda. Determinati distanta de la vizuina la alun.

Untren lung de 35 dam intra pe un pod. Ultimul vagon iese de pe pod dupa 7 minute. Daca viteza eracu 100 m
pe minut mai mare, atunci ultimul vagon ar fi iesit de pe pod dupa 6 minute. Ce lungime are podul?

Un farmacist are doua sticle cu solutie de acid boric: una cu concentratia de 6% si alta cu concentratia de 3%.
Determinati cati mililitri din fiecare solutie trebuie sa amestece farmacistul pentru a obtine 600 de mililitri de
solutie cu concentratia de 4%.

Printr-un sondaj de opinie s-a observat ca doua treimi dintre consumatori prefera produsul Y si restul produ-
sul X. Dupa o campanie publicitara pentru produsul X, un nou sondaj in randul acelorasi consumatori a aratat
ca o cincime dintre consumatorii care preferau initial produsul Y aleg acum produsul X. Dupa ultimul sondaj,
numarul celor care au preferat produsul X este cu 60 mai mic decat al celor care au preferat produsul V.
Cati consumatori au participat la acel sondaj?

impértind numarul @, scris In baza 10, la numarul E, obtinem catul 8 si restul 1.
Este posibil ca ac sa fie egal cu 25? Justificati raspunsul dat.
Determinati numerele abc.

Cu ocazia zilei de 8 Martie, Dan a cumparat 3 buchete de garoafe si 7 buchete de lalele, Tn total 56 de fire.
Fiecare buchet de garoafe avea acelasi numar de fire, numar prim, si, de asemenea, fiecare buchet de lalele
avea acelasi numar de fire, numar prim. Determinati numarul garoafelor din fiecare buchet.

Compuneti trei probleme astfel: una sa se rezolve cu ajutorul unei ecuatii, iar celelalte doua sa se rezolve cu
ajutorul unui sistem de ecuatii prin metoda substitutiei, respectiv prin metoda reducerii.

Autoevaluare
1. Intr-o clasé sunt 28 de elevi. Numarul fetelor este de trei ori mai mare decat numarul béietilor. Cate fete si cati
baieti sunt in clasa?

2. La o florarie, 7 fire de lalele si 3 fire de trandafiri costa 55 de lei, iar 5 fire de lalele si 7 fire de trandafiri costa
83 de lei.

a. Este posibil ca un fir de trandafir sa coste 12 lei? Justificati raspunsul dat.
b. Determinati pretul unui fir de trandafir si pretul unui fir de lalea.

3. Alex a cheltuit o suma de bani in patru zile. In prima zi a cheltuit 25% din intreaga suma, in a doua zi 35% din
suma ramasa, n a treia zi cu 8 lei mai putin decéat in a doua zi, iar Tn a patra zi a cheltuit restul de 62 de lei.
Determind suma de bani cheltuita de Alex in cele patru zile.
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Recapitulare si evaluare

Egalitati « Ecuatii cu o necunoscuta - Ecuatii cu doua necunoscute « Sisteme de ecuatii
« Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor sau al sistemelor de ecuatii

Pentru problemele 1-9, notati in caiet litera corespunzatoare raspunsului corect. Pentru exercitiile 10-17, scrieti
rezolvarile complete.

1.

10.

12 este egal cu:
a. 6; b. 24/3; c. \6; d. \/3.
. Daca a+b=5,atunci 3a + 3b este egal cu:
a. 5; b. 10; c. 15; d. 20.
. Solutia ecuatiei 2x — 6 = 0 este numarul:
a. 1; b. 2; c. 3; d. 4.
. Numarul -2 este solutie a ecuatiei:
a. 2x+1=0; b. 3x=6;
c. x—=2=0; d. 3x+6=0.
. Un exemplu de ecuatie cu doua necunoscute este:
a. X+2y=2; b. 3a+5=38;
c. 4°=09; d. 4+5=09.
. O solutie a ecuatiei 2x + y — 4 = 0 este perechea:
a. (3,0); b. (2,1); c. (0,2); d. (1, 2).
. Suma dintre un numar si dublul lui este 24. Numa-
rul considerat este:
a. 6; b. 7; c. §; d. 9.
. Daca 0,5x = 8, atunci x este egal cu:
a. 4; b. 8; c. 12; d. 16.
1X+15 =5
. Fie sistemul {3 Y= , unde xeR, yeR.

-3x+y=13
Solutia sistemului este:
a. (=3;2); b.(3;4); c (=3;4); d. (3;-4).
Precizati care dintre enunturile de mai jos este
adevarat si care este fals:

a. 5 este solutie a ecuatiei 2(x +3) = 5=x+ 6.

b. Perechea (1, 2) este solutie a ecuatiei
3x—-2y+2=0.

c. —2 este solutie a ecuatiei |4x+7|=1.

Fisa de observare sistematica
» Am fost preocupat sa aflu lucruri noi despre metodele de rezolvare a problemelor.

» Participarea mea la orele de matematica a fost apreciata de colegi si de profesor.

niciodata

ocazional

11. Asociati fiecarei ecuatii din coloana A solutia din
coloana B:

A B
i. 3x—8=5x+10 a. 14
ox 7 b. -9
ii. ===
4 2 c. 0,5
iii. 1,2x—-4=2 d. 5

12. Rezolvati sistemul de ecuatii:

{2x+5y=17

,unde x, y € R.
-3x+4y=9

13. O bluza se ieftineste cu 10%, ajungand sa coste
135 de lei. Care a fost pretul bluzei Thainte de ief-
tinire?

14. Diferenta a doua numere este 75. Suma dintre
primul numar si dublul celui de-al doilea este 210.
Care sunt cele doua numere?

15. La o expozitie sunt 65 de masini si motociclete.
Stiind ca in total sunt 210 roti, determinati cate
masini si cate motociclete sunt expuse.

16. Invacantadeiarna, cei 27 deeleviaiclaseia VII-a A
merg la schi, In tabara de la Straja. Lor li se alatura
un baiat si patru fete de la clasa a VII-a B, astfel
ca numarul baietilor care merg n tabara reprezinta
trei cincimi din numarul fetelor.

a. Este posibil ca’in clasa a VII-a A numarul fetelor
sa fie egal cu 157 Justificati raspunsul dat.

b. Cati baieti sunt in clasa a VII-a A?

17. Un turist a parcurs un traseu montan in patru zile.
In prima zi a parcurs 25% din lungimea traseului,
n a doua zi o treime din rest, in a treia zi cu 1 km
mai mult decat a doua zi, iar In a patra zi restul de
4 km.

a. Verificati daca turistul a parcurs in a doua zi un
sfert din lungimea traseului. Justificati raspun-
sul dat.

b. Determinati lungimea traseului parcurs in total
in cele patru zile.

Tntotdeauna

frecvent
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Elemente de organizare
a datelor

Le Cti al Produsul cartezian a dogé multimi nevide. Sistem de axe ortog'onale in plan.
’ Reprezentarea intr-un sistem de axe ortogonale a unor perechi de numere reale.
Reprezentarea punctelor intr-un sistem de axe ortogonale.
Distanta dintre doud puncte in plan

Le cti a2 Reprezentarea si interpretarea unor dependente functionale prin tabele,
’ diagrame si grafice. Poligonul frecventelor
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Recapitulare
si evaluare
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Precipitatii (mm)

X1 XIT
Lunile anului

Cantitatile lunare de precipitatii la statia Bucuresti-Filaret, medii multianuale

- ~ o

Prezentarea vizuala a datelor ne ajuta sa intelegem cantitati mari

de date, tendinte si relatii intre date. Folosirea graficelor in viata de zi

cu zi este utila pentru realizarea analizelor si luarea rapida a deciziilor.
Graficul mediilor multianuale de precipitatii inregistrate ne arata evolutia

climei din Romania: perioadele de seceta s-au lungit, iar cantitatile de
precipitatii au crescut.




Lectia 1: Produsul cartezian a doua multimi nevide.
Sistem de axe ortogonale in plan. Reprezentarea intr-un
sistem de axe ortogonale a unor perechi de numere reale.
Reprezentarea punctelor intr-un sistem de axe ortogonale.
Distanta dintre doua puncte in plan

Cuvinte-cheie

produs cartezian perechi de numere distanta sistem de axe puncte

Produsul cartezian a doua multimi nevide

Situatie-problema

Vlad are douad zaruri, unul galben si unul rosu. Se pune problema: cate perechi de
numere pot sa apara la aruncarea celor doua zaruri?

De exemplu, daca pe zarul galben apare fata cu un punct, pe cel rosu poate sa apara
fata cu un punct, sau fata cu 2 puncte, sau cu 3, cu 4, cu 5 sau cu 6 puncte. Putem forma
deci 6 perechiin care zarul galben indica un punct. La fel, daca zarul galben indica doua
puncte, se pot forma tot 6 perechi.

Cum zarurile au cate 6 fete, inseamna ca in total se pot obtine 6 - 6 =36 de perechi.

Ce observam?
Aruncand doud zaruri se pot obtine 36 de perechi de numere. In fiecare pereche, primul numar reprezinta
punctele aparute pe primul zar, iar al doilea numar reprezinta punctele aparute pe cel de al doilea zar.

De retinut @

Fiind date doua multimi nevide A si B, prin notatia (a, b) se intelege o pereche ordonata de elemente care are
primul element din multimea A si al doilea din multimea B.

Se numeste produs cartezian a doua multimi A si B multimea tuturor perechilor ordonate (a, b), unde a € A
sib e B. Scriem

AxB={(a,b)|acAsibeB}.

Exemple

1. Dacd A = {x, y} si B={m}, atunci putem forma urmatoarele perechi ordonate, in care primul element este din
multimea A, iar al doilea din multimea B: (x, m), (y, m).
Perechile ordonate n care primul element este din multimea B, iar al doilea din multimea A sunt: (m, x), (m, y).
Atunci A x B={(x, m), (y, m)}, iar Bx A= {(m, x), (m, y)}.
Observam ca multimea A are doua elemente, multimea B are un element, iar multimile A x B si B x A au cate
doud elemente. Altfel spus, cardA=2, cardB=1, iarcard(AxB)=2-1sicardBxA)=1"-2.

2. DacdA=1{1,2}siB={0,1, 3}, atunci putem forma urmatoarele perechi ordonate, in care primul element este
din multimea A, iar al doilea din multimea B: (1, 0), (1, 1), (1, 3), (2, 0), (2, 1), (2, 3).
Perechile ordonate in care primul element este din multimea B, iar al doilea din multimea A sunt: (0, 1), (0, 2),
1,1),(1,2),3,1),3,2).Asadar: AxB={(1,0),(1,1),(1,3),(2,0),(2,1),(2,3)},
BxA={(0,1),(0,2),(,1),(1,2),3,1),3,2)}
Observam ca multimea A are doua elemente, multimea B are trei elemente, iar multimile A x B si B x A au cate
sase elemente. Altfel spus, cardA=2, cardB=3,iarcard(AxB)=2-3=6sicardBxA)=3-2=6.

Observati ()

1. Perechile ordonate (a, b) si (c, d) sunt egale daca si numaidacaa=csib=d.

2. Intr-o pereche ordonata, conteaza ordinea scrierii elementelor. Mai exact, avem:
a. daca a # b, atunci (a, b) = (b, a); b. daca A =B, atunci A x B=B x A;

(a, b) # (b, a)siAxB=BxA.
3. Daca multimile A si B au un numatr finit de elemente, iar card A = m si card B = n, atunci card(A x B)=m - n.
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Sistem de axe ortogonale. Reprezentarea intr-un sistem de axe ortogonale a unor
perechi de numere reale. Reprezentarea punctelor intr-un sistem de axe ortogonale

Situatie-problema
Se considera desenele urmatoare:
ABCDEFGHTI]J

8 1 EUNINES RS
7 ; x
6 2 4 - LAl AL

5 5 bl B
4 6 x 7+
3 7 X g ROl I A S
2| |4 ek T S I
1 10 A B

A B CDETFGH
Figura 1 Figura 2 Figura 3
a. Care sunt pozitiile pieselor de sah din Figura 1?
b. Luca si Vlad joacd , Avioane”. Tabla de joc a lui Luca este afisata in Figura 2. Doua avioane sunt deja ,,lovite”
n cabina pilotului. Ce ,,loviturd” ar trebui sa dea Vlad ca sa castige?
c. Puteti caracteriza pozitiile punctelor A si B din Figura 3?

Raspuns:

a. Pionul este pe patratelul B2, iar calul pe patratelul E6.

b. Pentru a castiga, Vlad trebuie sa ,loveasca” varful ultimului avion rdmas, adica G3.

c. Punctele A si B nu sunt situate nici pe dreapta Ox, nici pe dreapta Oy. Observam ca punctul A este situat la
intersectia dintre paralela la dreapta Oy ce trece prin punctul de coordonata 1 de pe Ox, cu paralela la Ox
ce trece prin punctul de coordonata 2 de pe Oy. Astfel putem spune ca lui A li corespunde perechea (1, 2).
Procedand Tn acelasi mod, lui B i corespunde perechea (3, 1).

Ce observam?

In practica, suntem uneori n situatia de a stabili pozitia unor obiecte, puncte etc. Am invatat ca, daca pe
o dreapta fixam o origine, un sens si o unitate de masura, oricarui numar real 1i putem asocia un punct de pe
dreapta. Reciproc, pozitia oricarui punct al dreptei este caracterizata de un numar real (coordonata punctului).
In continuare, vom vedea c& pozitia fiecarui punct in plan poate fi caracterizata cu ajutorul unei perechi ordonate
de numere reale.

Deretinut () A
O dreapta pe care se fixeaza un punct, numit origine, un sens de parcurgere si o 3l
unitate de masura se numeste axd a numerelor. Al
Un ansamblu format dintr-o pereche ordonata de axe ale numerelor, perpendicu-
lare, cu originea comuna si cu aceeasi unitate de masura, se numeste sistem de axe b
ortogonale sau reper cartezian. S 330 1 % 3 o
Originea comuna a celor doua axe (hnumita originea sistemului) se noteaza, de 7
reguld, cu O. -2t
In mod obisnuit, un sistem de axe ortogonale se reprezinta cain Figura 4. Sagetile
indica sensul de parcurgere pe fiecare axa. De regula, axa orizontala, numita Figura 4

axa absciselor, se noteaza cu Ox, axa verticald, numita axa ordonatelor, se noteaza
cu Qy, iar sistemul de axe ortogonale (Ox, Oy) se noteaza, pe scurt, xOy.

Intr-un sistem de axe ortogonale, axa Ox si orice dreaptd paraleld cu ea se numesc drepte orizontale, iar
axa Oy si orice dreapta paralela cu ea se numesc drepte verticale.

Consideram un plan inzestrat cu un sistem de axe ortogonale xQOy. Atunci:

= Orice pereche ordonata (a, b) de numere reale se poate reprezentain plan printr-un punct M, aflat laintersectia
dreptei verticale care trece prin punctul de coordonata a de pe Ox cu dreapta orizontala care trece prin punc-
tul de coordonata b de pe Oy. Punctul M se numeste reprezentarea geometricd a perechii (a, b).




« Oricarui punct M din plan ii putem asocia o pereche de numere reale A
(a, b), unde a este coordonata proiectiei punctului M pe axa Ox, iar b este
coordonata proiectiei punctului M pe axa Oy. 1
Numerele a si b se numesc coordonatele carteziene ale punctului M. b M

Spunem ca a este abscisa, iar b este ordonata punctului M. 1 E
In ambele situatii, notdm M(a, b) si citim: punctul M de coordonate a si P T >
b sau punctul M de abscisa a si ordonata b. Se mai noteaza si M(x,,,y,), 9 a X
unde x, =a si y, =b.
Figura 5

Exemple

Consideram un sistem de axe ortogonale (un reper cartezian) xOy.
1. Pentru a reprezenta punctul M(1, 2) in reperul xOy procedam astfel (vezi Figura 6):
D - trasam, punctat, dreapta paralela cu Oy care trece prin punctul de coordonata 1 de pe axa Ox;
- trasam, punctat, dreapta paralela cu Ox care trece prin punctul de coordonata 2 de pe axa Oy;
- punctul de intersectie al celor doua paralele este punctul M(1, 2).
In acelasi fel se procedeaza pentru a reprezenta punctele N(-2, 3), P(-3, —1) sau Q(4, —2) (Figura 6).

2. Fie punctele A(-2, 0), B(1, 0) si C(3, 0). Dreapta orizontala care trece prin punctul de coordonatad 0 de pe axa
Oy este axa Ox, deci punctul A(-2, 0) este punctul de coordonatd —2 de pe axa Ox. Analog punctele B(1, 0) si
C(3, 0) sunt punctele de coordonata 1, respectiv 3, de pe axa Ox (Figura 7).

3. Fie punctele D(0, 3) si E(0, —2). Deoarece dreapta verticala care trece prin punctul de coordonata 0 de pe axa
Ox este axa Oy, punctul D(0, 3) este punctul de coordonata 3 de pe axa Oy. Similar, punctul £(0, —2) este punc-
tul de coordonata -2 de pe axa Oy (Figura 7).

y y
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I R et ° -2
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Figura 6 Figura 7

Observati ()

1. Originea O a sistemului de axe ortogonale are coordonatele egale cu 0. Scriem 0(0,0).

2. Punctul M apartine axei Ox daca si numai daca ordonata punctului M este egala cu 0. Asadar:
a. daca M(x,, y,) € Ox, atunci y, =0; b. daca aeR, punctul M(a, 0) se afla pe axa Ox.

3. Punctul M apartine axei Oy daca si numai daca abscisa punctului M este egala cu 0. Asadar:
a. daca M(x,, y,) € Oy, atunci x,, =0; b. daca b eR, punctul M(0, b) se afla pe axa Oy.

Distanta dintre doua puncte in plan

Ne reamintim ca, pe axa numerelor, distanta dintre punctul A, de abscisa x,, si punctul B, de abscisa x,, este
AB=|x,-x,|. Vom vedea, n cele ce urmeaza, cum se calculeaza distanta dintre doua puncte cand se cunosc
coordonatele carteziene ale acestora.
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Situatie-problema

Consideram punctele A(2, 1) si B(5, 5). Vrem sa calculam lungimea
segmentului AB (Figura 8).

Mai intai notam cu C intersectia dintre paralela prin A la Ox cu paralela
prin B la Oy. Obtinem astfel triunghiul ACB, dreptunghic in C, cu lungimile
catetelor:

AC=x.-x,=5-2=3siBC=y,-y,=5-1=4.

Aplicand teorema lui Pitagora Tn triunghiul ABC, obtinem:

AB’=AC* + BC* =37+ 4= 25, de unde rezultd ca AB = 5.

Observam ca AB se poate calcula direct, astfel:

AB=1/(5-2) +(5-1) =/3 +47 =25 =5, Figura 8

De retinut @

Daca A(x,, y,) si B(x,, y,) sunt doua puncte din plan, atunci distanta dintre punctele A si B se calculeaza astfel:
AB = \/(XB =X+, -y,

T4

Gandire critica

Situatie-problema
Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale xOy punctele A(-2, 1) si B(4, 3), vt

apoi determinati coordonatele mijlocului segmentului AB, notat M. T
Rezolvare: T B
Reprezentam mai intai punctele A si B in sistemul xOy. 3M """"" :
Trasam segmentul AB, fixam punctul M, mijlocul segmentului AB. A M4~ |
Construim apoi paralelele prin punctele A, M, B la axa Oy si notam intersectiile -/— 1 i )

acestora cu axa Ox cu A’, M', respectiv B' (Figura 9). AL M
Cum Oy L Ox, rezultd cd AA’ L Ox, MM’ 1 Ox si BB' 1 Ox. 2 0Ol 1 4 X

De asemenea, AA’ || MM’ || BB', deci ABB'A’ este trapez dreptunghic.
Punctul M este mijlocul segmentului AB, rezulta ca punctul M’ este mijlocul

segmentului A'B’. Atunci A'M' = % :ﬁ

Figura 9

=3, deciOM =1.

MM’ este linie mijlocie in trapezul ABB'A’. Rezulta ca MM’=@=%=2, de unde OM" =2,
Astfel, coordonatele punctului M sunt (1, 2).

Ce observam?
Coordonatele punctului M se pot calcula astfel: x,, = _2;4 =§= 1,iary, =%=g =2

Analizand modul de rezolvare a problemei anterioare, comentati si argumentati afirmatia:
Pentru oricare doua puncte A(x,, y,) si B(x,, ¥,), coordonatele mijlocului M al segmentului AB sunt

_XtX A
M 2 5 M 2

Lucrand pe echipe, compuneti o problema asemanatoare si prezentati colegilor rezolvarea acesteia.

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Se considerd multimile A= {1, 3, 5} siB={-1, 0, 3}.
a. Determinati produsele carteziene A x B, Bx A si A x A.

b. Determinati card(A x B), card(B x A) si card(A x A).

c. Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale xOy elementele multimii A x B.
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Rezolvare: A
AxB={(1,-1), (1,0),(1,3),(3,-1),(3,0),3,3),(5,-1),(5,0), (5, 3)}. y
BxA={(-1,1),(-1,3),(-1,5),(0,1), (0,3), (0, 5), (3,1), (3,3), 3, 5)}. SE T i
AxA={(1,1),(3),(L5),31),33),35),51),53),55) T b
cardA =3, card B = 3. Rezulta card(A x B) =card(B x A) =3 - 3=9si "15 N .
card(A x A) =cardA - cardA =9. ol + "~ 1+ 1 X

-1 +--é------ - °

Reprezentam fiecare pereche de numere reale a multimii A x B intr-un sistem
xOy si obtinem un grafic ca in Figura 10. Figura 10

Fie punctele A(0, 3), B(-3,-1) si C(3, -1).
Reprezentati punctele A, B si Cintr-un sistem de axe ortogonale xOy.
Calculati perimetrul triunghiului ABC.
Calculati aria triunghiului ABC.
Determinati coordonatele punctului M, unde M este mijlocul laturii AC. v A

Rezolvare:
Reprezentam punctele in sistemul xOy si obtinem un grafic ca in Figura 11.
AB=[(-3-0) +(-1-3)? = (-3 +(-4)* =25 =5,
AC =(3=0) +(-1-3)? =4/3? +(-4)* =+/25 =5. >
BC se poate calcula folosind formula distantei dintre doua puncte sau,
mai rapid, observand ca BC =| x, |+ x, |=[-3|+|3|=6. .
Atunci P, =AB+AC+BC=5+5+6=16. Pl Ll

ABC

Cum AB = AC, rezulta ca triunghiul ABC este isoscel, deci AO este Tnaltime, mediana etc.

Notand P punctul de intersectie dintre dreapta BC si axa Oy, obtinem ca AP este Tnaltime in triunghiul ABC

SiAP=AO+OP=3+1=4.Avem atunci A,,. = BCéAP =%= 12.
X,+x. 0+3 3 =
Daci M este mijlocul laturii AC, atunci X,, =—2 5 £ =%=§, iar y, = Ya eryc = 3+§ D =%=1. Deci M(g,lj.

Determinati coordonatele simetricului punctului A(=2, 4) fata de punctul M(1, 1).

Rezolvare: y“
Reprezentam mai intai cele doud puncte intr-un sistem de axe ortogonale xOy, . . 14
ca’fin Figura 12. A
Simetricul punctului A fata de punctul M este un punct A’, astfel incat M este mijlo- RN
cul segmentului AA’ (conform definitiei simetricului unui punct fata de un alt punct). i 2
ol
< i X, +X, .. -2+Xx, . | IR
Rezultaatuncica x,, =——*=,adica 1= A, deunde2=-2 +x,,decix, =4. — Ly ? >
2 -2 0| 1 2%, !X
B . , - d+y, N
Procedand in acelasi mod, y, _Ya ;y*‘, adicad 1=""Y4 de unde 2=4 +Yy,, N Y-
deciy, =-2. Astfel, obtinem punctul A’(4, -2). Figura 12

Probleme propuse

Determinati numerele reale x, y si z, stiind ca (x, 2) = (3, 2), (y, 4) = (-1, 4) si (2, 2 = (2, 1).

Se considera multimile A= {1, 3} siB={0, 1}.
Determinati produsele carteziene Ax B, Bx A, AxAsiBxB.
Calculati card(A x B), card(B x A), card(A x A) si card(B x B).
Se considera multimile A= {-2;-1;1; 6} si B={2; NG
Determinati produsele carteziene A x B, B x A si B x B.

Calculati card(A x B), card(B x A), card(A x A) si card(B x B).
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Multimea A are 5 elemente, iar multimea B are 8 elemente. Dintre urmatoarele variante de raspuns, alegeti
varianta corecta. Multimea A x B are:

13 elemente; 5° elemente; 8° elemente; 40 de elemente.
Reprezentatiintr-un sistem de axe ortogonale punctele A(2, 4), B(-1, 3), C(-3, -2), D(4, -4), E(3, 0) si F(0, —3).

Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale punctele A(1,5; 2), B(-2,5; -1), C(2,3; -1,5), D(—g; —2,3),

E(—/2;0) si F(0; 4,5).

Determinati coordonatele punctelor A, B, C, D, E si F din Figura 13.
Se considera punctele A(1, 2), B(-2, 2), C(4, -1).

Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale punctele A, B si C.

Calculati distantele AB, AC si BC.

Determinati coordonatele mijloacelor segmentelor AB, AC si BC.
Se considera punctele A(0, 4), B(-3, 0), C(3, 0).

Reprezentati punctele A, Bsi Cintr-un sistem de axe ortogonale xOy. i

0
o
=y

Calculati perimetrul triunghiului ABC.
Calculati aria triunghiului ABC.

Determinati coordonatele punctelor M si N, unde M este mijlocul D
laturii AC, iar N este mijlocul laturii AB. Figura 13

Se considera punctele A(-2, 0), B(1, 4), C(1, -4).
Reprezentati punctele A, B si C intr-un sistem de axe ortogonale xOy.
Calculati perimetrul triunghiului ABC.
Calculati aria triunghiului ABC.
Determinati coordonatele simetricelor punctelor A si C fata de punctul B.

Se considera punctele A(0, 3) si B(x, 6).
Determinati numarul real x pentru care AB =5.

P - A
In sistemul de axe ortogonale din Figura 14, deter- A y
minati:

coordonatele punctelor M, N, P;

. . Ne--=—-¢-----ou-- oM
produsul cartezian A x B, unde A este multimea | 14

formata din abscisele punctelor M, N, P, iar B este
multimea formata din ordonatele punctelor M, N, P.

<y

Pe--a-aunn- -+ _----‘----o

In Figura 15, este reprezentat produsul cartezian
A x B. Determinati elementele multimilor A si B. Figura 14 Figura 15

Minitest
1. Se considera multimile A= {0, 2, 3} si B={-1, 0}.
Determinati produsele carteziene A x B, Bx A, Ax A si B xB.

2. Se considera punctele A(1, 3) si B(-2, 1). Alegeti varianta corecta de raspuns.
Un singur model este corect. Simetricul punctului A fata de punctul B este punctul:

A. A'(-1, 4); B. A'(5, 1); c. A(-5,-1); D. A'(-5,1).
3. Se considera punctele A(3, -3), B(-3, 5), C(-3, -3).

a. Reprezentati punctele A, B si Cintr-un sistem de axe ortogonale xOy.

b. Calculati perimetrul triunghiului ABC.

c. Calculati aria triunghiului ABC.
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Lectia 2: Reprezentarea si interpretarea unor
dependente functionale prin tabele, diagrame si grafice.
Poligonul frecventelor

Cuvinte-cheie
dependenta functionala tabel diagrama frecventa grafic poligonul frecventelor
¥ distanta A
Mate practica km)
In graficul din Figura 1 sunt reprezentati kilometrii parcursi de un sportiv 10 remmmmmmmmmeme s H
pe parcursul a cinci zile. R o
Intre numarul de kilometri parcursi intr-o zi si numarul zilei respective oI s
exista o relatie. /3 o 1o
Care este acea relatie? P P A
Raspuns: 51 ¢
In prima zi a parcurs 6 km, in ziua a doua 7 km, in ziua a treia 8 km etc. 2l A
Putem afirma ca numarul de kilometri parcursi este cu 5 mai mare decat 3 A
numarul zilei respective. T ¢ 00
24+ 0 4
Ce observam? A
i i i evidents 50 1+ 00
In exemplul anterior am pus in evidenta o corespondenta intre elemen- [
o .. . . . . . . . | | H 1 H -
tele a doua multimi, multimea zilelor si multimea kilometrilor parcursi. o 1 3 3 24 5 zum
Figura 1

De retinut @

Fie A si B doua multimi nevide. Se spune ca exista o dependentd functionald de la multimea A la multimea B
daca oricarui element al multimii A i se asociaza un unic element din multimea B.

In sensul de mai sus, regula prin care fiec&rui element a € A i se asociaza un unic element b € B se numeste
lege de corespondentd sau relatie functionald de la multimea A la multimea B.

Se noteaza a — b.

Observatie

1. O regula care stabileste o corespondentd a — b intre elementele multimilor A si B, unde a € A si b € B, este
o relatie (dependentd) functionald de la A la B daca:
a. fiecarui element a € A i se asociaza un element b € B;
b. daca a — b si a — c, atunci b = c. Altfel spus, elementului a € A i se asociaza un unic element b € B.

2. O dependenta functionala de la multimea A la multimea B se poate reprezenta printr-un tabel, printr-o
diagrama sau printr-un grafic.

E
el
Un kilogram de mere costa 2 lei. Atunci 2 kilograme o )0 .
de mere costa 4 lei, 3 kilograme de mere costa 6 lei, 94 |
5 kilograme de mere costa 10 lei. Putem scrie aceste g+ i
date intr-un tabel de forma: 74 i
6+-------- ° 1
Masa in kg 1 2 3 5 51 : i
Suma platita in lei 2 4 6 10 4f---me
Notand masa cantitatii de mere cu x si suma 24--e 1 ;
platita cu y, relatia functionala este y=2x, unde ]\ 1+ 01 i
x € {1, 2, 3, 5}.Aceleasi date se pot reprezenta si prin 5 R S >
diagrame (Figura 2) sau printr-un grafic (Figura 3). 123 5 ?;g)sa
Figura 2 Figura 3



Un biciclist merge cu viteza de 10 kilometri pe ora. Va parcurge deci 15 km in 1,5 ore, 20 km in 2 ore, 30 km in
3 ore, 35 kmn 3,5 ore, 60 km Tn 6 ore. Aceste date se pot scrie Intr-un tabel astfel:

Timpul (ore) 1 1,5 2 3 3,5 6
Distanta (km) 10 15 20 30 35 60

Notand timpul (in ore) cu x si distanta parcursa de biciclist (in kilometri) cu y, obtinem relatia functionala
y =10x. Putem reprezenta datele din tabel prin diagrame (Figura 4) sau printr-un grafic (Figura 5).

distanta
(km)

>

4

60T """ H

401
KL
30 mmmoenee e

20" :
e
10

35 5 timpul
(ore)

ol 1152

Figura 4 Figura 5

Elevii clasei a VII-a A obtin urmatoarele rezultate la un test la matematica:

Nota 4 5! 6 7 8 9 10
Numar elevi 1 2 4 5 7 4 2

Aceste rezultate pot fi reprezentate printr-o diagrama circulara (Figura 6) sau printr-o diagrama cu bare (Figura 7).

Rezultate test clasa a VII-a A . Rezultate test clasa a VII-a A
Numar
de note
M Nota 4 7 M Nota4
M Nota5s 6 M Nota 5
M Nota 6 5 M Nota 6
M Nota 7 4 Nota 7
M Nota 8 3 M Nota8
M Nota 9 2 M Nota 9
M Nota 10 1 M Nota10
0 == : : : :
Nota Nota Nota Nota Nota Nota Nota Note
4 5 6 7 8 9 10
Figura 6 Figura 7
Ce observam? gfgfiar
Analizand rezultatele obtinute de elevi, observam ca nota 4 apare
R : . . . /%
o singura data, notele 5 si 10 apar fiecare de cate doua ori, notele 6 :
si 9 de cate patru ori s.a.m.d. Numarul care arata de cate ori apare 6T i
o nota n rezultatele clasei se numeste frecventa. S Ry r
Reprezentam din nou rezultatele sub forma unui grafic, ca in S EOREEEEE Sat BEEE SR
Figura 8. 34 P
Unind prin segmente rezultatele, se obtine un poligon, numit poli- ol [ 11
gonul frecventelor. 1 A
T T S
Ol 4 5 6 7 8 9 10 Nota
Figura 8
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3. Laun post de radio se realizeaza un sondaj cu intrebarea:

1. In diagrama din Figura 9 sunt reprezentate  gistanta distanta parcursa

distantele parcurse de sase alergatori, in  (km) 0 (exprimata in km)
timpul unui antrenament de o ora. 16 1
a. Cati kilometri a parcurs Rares?

Dar Vlad? 14 A
b. Care alergator a parcurs cei mai multi

kilometri? 12 1
c. Cu cati kilometri a parcurs mai mult

Tudor decat Andrei? 10 1
Rezolvare:
a. Conform diagramei, Rares a parcurs 8]

10 kilometri, iar Vlad 15 kilometri.
b. Se observa ca Tudor a parcurs cei mai 67

multi kilometri, 16.

c. Andrei a parcurs 9 kilometri, Tudor a par-
curs 16 kilometri.
16 — 9 ="7. Deci Tudor a parcurs cu 7 kilo-
metri mai mult decat Andrei.

Tudor Rares Andrei Bogdan Vlad Ionut
Figura 9

2. In diagrama din Figura 10 este prezentata repartitia celor 800 de elevi ai unei scoli in functie de modul lor de

deplasare spre scoala.
a. Care este procentul elevilor care se deplaseaza spre scoala cu auto-

buzul?
b. Care este numarul elevilor care se deplaseaza spre scoala pe jos?
cu bicicleta
Rezolvare: 3 .
< . L 20% Cu masina
a. Numarul total al elevilor reprezinta 100%. 30%
Atunci, procentul celor care se deplaseaza spre scoala cu autobuzul
este 100% — (30% + 20% + 15%) = 100% — 65% = 35%. Pe jos
b. Numarul elevilor care se deplaseaza spre scoala pe jos se calculeaza 15%
astfel:
15% din 800=%-800=120. Cu autobuzul

Dintre urmdatoarele genuri de muzicd, pe care preferati sd il ascultati:
1. Muzicd pop; 2. Rock; 3. Muzicd clasicd; 4. Hip-hop;, 5. House;
6. Jazz; 7. Muzicd populard; 8. Altul decdt cele mentionate?
La sondaj au participat 200 de persoane, care au oferit urmatoarele raspunsuri:
Muzica pop: 50 de persoane; 2. Rock: 30 de persoane; 3. Muzica clasica: 10 persoane; 4. Hip-hop: 36 de
persoane; 5. House: 24 de persoane; 6. Jazz: 10 persoane; 7. Muzica populara: 20 de persoane; 8. Altul decat
cele mentionate: 20 de persoane.
a. Alegeti forma convenabila (diagrama sau grafic) de reprezentare a raspunsurilor obtinute, astfel Tncat
sa se evidentieze genul de muzica preferat de cei mai multi ascultatori.

Figura 10

b. Alegeti forma convenabild (diagrama sau grafic) de reprezentare a raspunsurilor obtinute, astfel incat sa se
evidentieze procentul genului de muzica preferat de cei mai multi ascultatori.

c. Alegeti forma convenabild (diagrama sau grafic) de reprezentare a raspunsurilor obtinute, astfel Tncat
sa se evidentieze frecventa raspunsurilor pentru fiecare gen de muzica.



Rezolvare:
Cea mai convenabila forma de reprezentare este in acest caz diagrama cu bare (ca in Figura 11), deoarece
genul de muzica preferat, muzica pop in acest caz, se evidentiaza imediat:

Figura 11 A

5O |-~ g -~~~
=
L e
S 36 [ T g Numér
§ 30| raspunsuri
24— N
£ 20| - —— :
=}
=4

10 """ . ""."'_' - - -

Muzicd Rock Muzica Hip-hop House Jazz  Muzica Altul Genul
pop clasica populara de muzica

Pentru a scoate Tn evidenta procentele, este utild o diagrama circulara, cain Figura 12.

Figura 12 Rezultate test clasa a VII-a A

B Muzica pop

B Rock

B Muzica clasica
M Hip-hop

B House

W Jazz

B Muzica populara
Bl Altul

Frecventa raspunsurilor se evidentiaza mai bine printr-un grafic, ca in Figura 13.

Figural3  Numar A
raspunsuri

504—------ *

st

36—------ bormmmmmmmmmomomosoooeoee -

e T : s

24 e i R g

2 B sy omenee poneoneanenenees groameeoe 1

L e s S |
Muzica Rock Muzica Hip-hop House Jazz  Muzica Altul aenul
pop clasica populara de muzici

Proiect ,,Topografi in scoala” @

Clasa este Tmpartita in grupe de 3-4 elevi.

Fiecare grupa va face masuratori pentru patru inca-
peri din scoald. Acestea pot fi alese dintre: sali de clasa, Sala 1 2 3 4
biblioteca, laboratoare, sala de sport etc. Grupele sta-
bilesc la inceput, de comun acord, care sunt cele patru
Tncaperi alese.

Dupa alegereaincaperilor, fiecare grupaisi stabileste  Perimetrul (m)
necesarul de materiale; se Tmpart sarcinile pentru fie-
care membru, apoi se fac masuratorile.

Fiecare grupa are de completat tabelul alaturat.

Lungimea (m)

Latimea (m)

Aria (m?)
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Evaluarea proiectului

Dupa terminarea masuratorilor, grupele expun rezultatele obtinute. Se compara rezultatele, se analizeaza

eventualele diferente, au loc discutii referitoare la rezultatele obtinute.

Castiga grupa care are cele mai multe dimensiuni conforme cu dimensiunile reale ale salilor.
Pornind de la actualele rezultate, se pot face estimari privind perimetrele si ariile altor incaperi din scoala.

Probleme propuse

1. In tabelul urmator este prezentata repartitia elevilor unei clase in functie de mediile obtinute la matematica
in anul scolar precedent.

Media 4 5 6 7 8 9 10
Numar elevi 1 4 4 5 5 4 3

Completati spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate.
a. Numarul elevilor din aceasta clasa care au obtinut media 8 este egal cu ... .
b. Numarul elevilor din aceasta clasa care au obtinut media mai mare decat 8 este egal cu ... .
c. Numarul elevilor din aceasta clasa care au obtinut cel putin media 6 si cel mult media 8 este egal cu ... .
. In tabelul urmator sunt prezentate masurétorile efectuate la o statie meteorologica, la aceeasi ora, in fiecare
zi a unei saptamani din luna martie:

Ziua Luni Marti Miercuri Joi Vineri Sambata  Duminica

Temperatura (°C) 13 11 9 10 13 16 12

Completati spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate.

a. Cea mai mica temperatura masurata in acea saptamana a fost de ... °C.

b. Diferenta dintre cea mai mare si cea mai mica temperatura a fost de ... °C.
c. Temperatura medie inregistrata in acea saptamana a fost de ... °C.

. In graficul din Figura 14 este reprezentata dependenta dintre distanta parcursa de un autocar si timpul in care
a fost parcursa aceasta distanta. Completati spatiul liber pentru a obtine o propozitie adevarata.
Distanta parcursa de autocar in 90 de minute este de ... kilometri.

. In diagrama din Figura 15 este reprezentata repartitia celor 400 de elevi ai unui club sportiv in functie de
sportul la care sunt inscrisi.
Completatii spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate.

a. Procentul elevilor care sunt inscrisi la handbal este ...%.

b. Numarul elevilor Tnscrisi la baschet este ... .

distanta
(km)
160 "y ! handbal
120__ ---------- : i fOtbal
| . (40%)
80T 7 : ' :
1 i ' ; baschet
oo (25%)
40TA
1 Pt volei
I T (15%)
(0] 30 60 90120 timpul

(minute)
Figura 14 Figura 15



Un kilogram de portocale costa 4 lei. Stiind acest lucru, determinati ce suma de bani ar trebui sa plateasca
Dina, daca vrea sa cumpere 2 kg, 4 kg, 5 kg, 9 kg, respectiv 15 kg de mere. Completati rezultatele Tn tabelul
urmator:

Masa (in kg) 1 2 4 5 9 15

Pretul (lei) 4

Un autoturism merge cu viteza medie de 90 de kilometri pe ora. Completati tabelul urmator, conform modelului:

Timpul (ore) 1 2 4 8 12

Distanta (km) 90 450 900 1350

Completati tabelul urmator:

Lungimea laturii triunghiului echilateral (cm) 3 5 9 18
Perimetrul triunghiului echilateral (cm) 12 21 42 72
In graficul din Figura 16 sunt reprezentate veniturile Venituri M electronice
(mil. lei) M electrocasnice

obtinute de un magazin pe parcursul a doua semestre.

. . A . N 80 4 M alimentare
Conform graficului, cate milioane de lei a incasat

magazinul in semestrul I prin vanzarea de produse
electronice? 40 1

Conform graficului, in ce semestru a vandut maga-
zinul mai multe produse alimentare? 0

SemestrulI Semestrul II

In care semestru veniturile obtinute sunt mai mari Figura 16

si cu cat?
In graficul din Figura 17 este prezentata evolutia pretului unui apartament pe parcursul unui an.
Care este pretul apartamentului la finalul anului?
Care sunt lunile Tn care pretul apartamentului a scazut?
Care este luna cu cea mai mare scadere de pret?
Care sunt lunile Tn care pretul a stagnat?
In Figura 18 sunt reprezentate profiturile si pierderile lunare ale unei firme Tn primul semestru al unui an.
Cate luni anregistrat pierderi firma?
Care este profitul pe primele doua luni?

Care este profitul final dupa cele sase luni?

Pret A Profit
(mii euro) (milioane lei) A

5O --m--mmmmmmmmmon - ‘
304-----

20 ---ms mmmmmnes
101~

ol lan. Mar. Mai Luna

»
>

0] .
RN & @ & & @ Perioada B
KRR I LS h
& €7 %Q‘\Q@c}oé\&éog@& (Luni) Pierdere
EAN A R (milioane lei)
Figura 17 Figura 18
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11. In vederea stabilirii echipelor sportive la o scoald, elevii raspund unor chestionare referitor la sporturile pre-
ferate. Una dintre intrebarile primite este:
Care este sportul preferat, dintre urmdtoarele: 1. Fotbal; 2. Baschet; 3. Handbal; 4. Alt sport?
Cei 30 de elevi ai clasei a VII-a A au dat urmatoarele raspunsuri:
1. Fotbal = 12 raspunsuri; 2. Baschet — 9 raspunsuri; 3. Handbal — 3 raspunsuri; 4. Alt sport — 6 raspunsuri.

a. Alegeti forma convenabila (diagrama sau grafic) de reprezentare a raspunsurilor obtinute, astfel incat sa
se evidentieze sportul preferat de cei mai multi elevi ai clasei a VII-a A.

b. Alegeti forma convenabild (diagrama sau grafic) de reprezentare a raspunsurilor obtinute, astfel incat
sa se evidentieze procentul sportului preferat de cei mai multi elevi ai clasei a VII-a A.

c. Alegeti forma convenabila (diagrama sau grafic) de reprezentare a raspunsurilor obtinute, astfel incat sa se
evidentieze frecventa raspunsurilor pentru fiecare sport.

12. Stabiliti o dependenta functionala intre multimile A= {Spania, Cehia, Mexic, China, Australia, Brazilia} si
B= {Europa, Asia, Australia, America de Nord, America de Sud}. Reprezentati apoi dependenta printr-o dia-
grama.

13. Se considera dependenta functionald x — y, de lamultimea A = {-1, 0, 1, 2, 3} lamultimea B={0, 1, 2, 3, 4},
data prin regula y = x + 1. Reprezentati dependenta data printr-un tabel, printr-o diagrama si printr-un grafic.

14 Stabiliti o dependenta functionala intre multimile A= {1, 2, 3} si B={3, 6, 9}. Reprezentati apoi dependenta
printr-o diagrama.

Autoevaluare

1. In tabelul urmator sunt prezentate rezultatele obtinute de elevii unei clase la un test:
Nota 3 4 5 6 7 8 9 10
Numar de elevi 2 3 8 4 4 5 5 1

a. Conform tabelului, cati elevi au obtinut nota 7?
b. Conform tabelului, cati elevi au obtinut cel putin nota 8?
c. Care este media clasei la acest test? (3p)

2. In diagrama din Figura 19 este prezentata repartitia celor 30 de elevi ai unei clase a VIII-a in functie de optiunile

lor referitoare la continuarea studiilor.
) . . . filiera teoretica
a. Care este procentul elevilor care au optat pentru filiera vocationala? (60%)

b. Care este procentul elevilor care au optat pentru filiera tehnologica?

c. Cati elevi au optat pentru filiera teoretica? filiera

tehnologica

filiera vocationala

(10%) Figura 19 (3p)
3. Stabiliti o dependenta functionala intre multimile A= {0, 1, 3} si B={2, 3, 5}. Reprezentati apoi dependenta
printr-o diagrama. (3p)

Nota. Se aloca 1 punct pentru fiecare subpunct rezolvat corect. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.
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Recapitulare si evaluare

Produsul cartezian a doua multimi nevide « Sistem de axe ortogonale « Reprezentarea punctelor
intr-un sistem de axe ortogonale « Distanta dintre doua puncte in plan « Reprezentarea unor dependente

functionale prin tabele, diagrame si grafice

Pentru exercitiile 1-2, notati in caiet litera corespunzatoare raspunsului corect. Pentru exercitiile 3-11, scrieti

rezolvarile complete.

1. Daca (x, 3) = (4, 3), atunci x este egal cu:

a. 1; b. 2; c. 3; d. 4.
2. Daca cardA =4, card B = 6, atunci card(A x B) este
egal cu:
a. 10; b. 2; c. 24; d. -2.
3. Coordonatele punctului v A
P din figura urmatoare
sunt: 37
. 2). e P
a. P(2; 3); ¢
b. P(3; 3); 17 :
c. P(3;2); — >
0 1 2 3 x
d. P(2;2).

4. Se considera tabelul:
Cantitate (kg) 2 3 4
Pret (lei) 5 7,5 y
Completati spatiul liber pentru a obtine o propo-

zitie adevarata.
Valoarea lui y este ....

5. In tabelul urmator este prezentata repartitia elevi-
lor unei clase, dupa sportul la care sunt inscrisi Tn
cadrul unui club sportiv:

Sportul Baschet Fotbal Handbal Volei

Numar elevi 9 11 4 4

Stiind ca fiecare elev face un singur sport si can
clasa sunt doi elevi care nu fac niciun sport, sa se
determine numarul elevilor din acea clasa.

Figura 20

6. Se considera diagrama din
Figura 20.
Completati spatiul liber pentru a
obtine o propozitie adevarata.
Portiunea mai deschisa la culoare
reprezinta...% din suprafata discului.

Fisa de observare sistematica

7. in diagrama din Figura 21 sunt prezentate optiunile
celor 100 de elevi din clasele a VI-a ale unei scoli
referitoare la studiul limbilor moderne:

limba spaniola: 10 elevi

limba italiana

limba franceza:

limba engleza: 30 de elevi

48 de elevi

Figura 21

Completati spatiul liber pentru a obtine o pro-
pozitie adevarata.

Numarul elevilor de clasa a VI-a care opteaza
pentru studiul limbii italiene este egal cu ... .

8. In graficul urmator este prezentata repartitia note-
lor obtinute de elevii unei clase la un test:

A
/20 S

6 +
54+ --=-=--
4+
3+
2 +
1 A

elevi

B Numar
elevi

4 5 6 7 8 9 10 note

Precizati care dintre enunturile urmatoare este
adevarat si care este fals:

b. 6 eleviauluat c. Testul a fost
nota 5. sustinut de
28 de elevi.

a. 5eleviau luat
nota 8.

9. Se considera multimile A={1,2} si B={-1,3}.
Calculati A x Bsi B x A.
10. Se considera punctele A(0, 2), B(-2, 0), C(2, 0).

a. Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale
punctele A, Bsi C.

b. Calculati distantele AB, AC si BC.

11. Se considera punctele A(x, 1) si B(0, 4).
Determinati numarul real x pentru care AB = 5.

» Am fost preocupat sa aflu lucruri noi despre metodele de rezolvare a problemelor.

» Participarea mea la orele de matematica a fost apreciata de colegi si de profesor.

niciodata

ocazional

Tntotdeauna

frecvent




Lectial

Lectia 2

Lectia 3 Aplicatii ale paralelogramului in geometria triunghiului. Linia mijlocie in triunghi,
? centrul de greutate al unui triunghi

Lectia 4

Lectia 5

H Trapezul: clasificare, proprietati. Linia mijlocie in trapez
Lectia 7

Recapitulare
si evaluare
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Patrulaterele sunt utilizate in arta grafica,
sculptura, pentru a crea logo-uri, dar si
ambalaje, in programarea pe computer si in

web design. Aceste figuri gecometrice sunt cele
mai des Tntalnite forme Tn arhitectura. Intalnim
patrulatere in aproape toate revistele si ziarele,
in forma camerelor de locuit si a zidurilor caselor.
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Lectia 1: Patrulaterul convex. Suma masurilor unghiurilor
unui patrulater convex

Cuvinte-cheie
patrulater convex concav perimetru diagonala varf
Patrulaterul convex
Situatie-problema D . £
In figurile geometrice 1-2 sunt marcate punctele distincte
A, B, Csi D, respectiv E, F, G si H, considerate Tn ordinea scrisa.
Observam ca in fiecare figura oricare trei puncte din cele patru G u
mentionate sunt necoliniare.
Mai mult, segmentele AB si CD sau BC si DA, respectiv EF si GH B £
sau FG si HE nu au niciun punct comun. Figura 1 Figura 2

De retinut

Figurile geometrice de mai sus, formate din reuniunea segmentelor AB, BC, CD si DA, respectiv EF, FG, GH si HE
se numesc patrulatere si se noteaza ABCD, respectiv EFGH.

Situatie-problema
Studiati figurile geometrice 3-5 si stabiliti daca ABCD este patrulater:

A B A A
D
¢ B c B c D

Figura 3 Figura 4 Figura 5

Justificare si raspuns

Infigura 3, segmentele BC si AD se intersecteaza intr-un punct interior; n figura
4, punctele A, D si C sunt coliniare, iar in figura 5, punctele B, C, D sunt coliniare.

Asadar niciuna dintre aceste figuri geometrice nu reprezinta patrulaterul ABCD.

Observam cg, utilizand punctele din figura 3, se poate obtine patrulaterul ABDC
(Figura 6).

Figura 6

De retinut

» Punctele A, B, C si D se numesc vdrfurile patrulaterului ABCD (Figura 7). c
Varfurile A si B se numesc vérfuri aldturate sau varfuri consecutive. La fel, varfurile
BsiC, CsiD, respectiv A siD.

Varfurile A si C, respectiv B si D se numesc varfuri opuse.

« Un patrulater se noteaza scriind una dupa alta, in ordine circulara, literele care
denumesc cele patru varfuri. Astfel, patrulaterul ABCD poate fi notat (citit) si
BCDA, CDAB, DABC, respectiv ADCB, DCBA, CBAD sau BADC.

Definitie. Patrulaterul in care dreapta determinata de oricare doua varfuri alatu-
rate nu separa celelalte doua varfuri se numeste patrulater convex.

De exemplu, Tn patrulaterul convex ABCD, dreapta AB nu separa varfurile C si D:
cele doua varfuri, C si D, se afla Tn acelasi semiplan determinat de dreapta AB. La fel,
dreapta BC nu separa punctele A si D, dreapta CD nu separa punctele A si B si nici
dreapta AD nu separa punctele B si C. E G
« Un patrulater care nu este patrulater convex se numeste patrulater concav.

De exemplu, in patrulaterul concav EFGH din Figura 8, dreapta FG separa varfurile E H

si H. Cele doua varfuri, E si H, se afla in semiplane opuse determinate de dreapta FG. Figura 8

B
Figura 7




De retinut

Intr-un patrulater convex ABCD:
Segmentul cu extremitatile in doua varfuri consecutive ale patrulaterului se numeste laturd. Laturile patrulate-
rului ABCD sunt AB, BC, CD si AD.

Doua laturi care au o extremitate in comun se numesc laturi consecutive. Distingem patru perechi de laturi con-
secutive: AB si BC, BC si CD, CD si AD, respectiv AD si AB.

Doua laturi care nu au nicio extremitate Tn comun se numesc laturi opuse. Distingem doua perechi de laturi
opuse: AB si CD, respectiv AD si BC.

Unghiurile BAD, ABC, BCD si ADC se numesc unghiurile patrulaterului. Varfurile acestor unghiuri coincid cu
varfurile patrulaterului. Cand nu exista pericol de confuzie, putem nota aceste unghiuri si <A, <B, %C, respec-
tiv «D.

Doua unghiuri care au in comun o laturd a patrulaterului se numesc unghiuri consecutive sau aldturate.
Sunt patru perechi de unghiuri consecutive: <A si ¥B, <Bsi <C, <C si <D, respectiv <D si <A.

Doua unghiuri care nu au Tn comun nicio latura a patrulaterului se numesc unghiuri opuse. Exista doua perechi
de unghiuri opuse: <A si <C, respectiv ¥B si <D.

Segmentul cu extremitatile Tn doua varfuri opuse ale patrulaterului se numeste diagonald. Diagonale sunt
segmentele AC si BD.

In Figura 9, MPST este un patrulater convex.
Verificati-va cunostintele studiind tabelul de mai jos:

Varfuri Varfuri Laturi Laturi Unghiuri Unghiuri .
- . . Diagonale T
alaturate  opuse consecutive  opuse opuse consecutive
McuPsiT MsiS MPsiPS  MPsiST <«Msi<S <Mcu<xPsi<T MS
PcuMsiS PsiT PS si ST PSsiMT <Psi<T <Pcu<Msi<S TP
ScuPsiT STsiT™M xScuxPsixT
TcuSsiM T™ si MP *Tcu xMsi xS Figura 9
Observatii

@ Fie ABCD un patrulater.

Multimea punctelor din plan delimitata de segmentele AB, BC, CD si DA se numeste interiorul patrulaterului

ABCD si se noteaza Int(ABCD).

Multimea punctelor din plan care nu apartin patrulaterului si nici interiorului patrulaterului ABCD se numeste

exteriorul patrulaterului ABCD si se noteaza Ext(ABCD).

B
A K
In Figura 10, punctele: oy .
A, B,C,D, K, L, Mapartin patrulaterului ABCD;
E, F, G apartin interiorului patrulaterului ABCD;
H, I, J apartin exteriorului patrulaterului ABCD. ol C
D
Figura 10

Observatii

« Intr-un patrulater convex ABCD, oricare ar fi doua 0 A
puncte distincte E si F din interiorul acestuia, seg-
mentul EF este inclus Tn interiorul patrulaterului
(Figura 11). ¢
« Intr-un patrulater concav HGJI, exista cel putin doua A
puncte distincte K si L din interiorul acestuia, astfel . I
B

incat segmentul KL nu este inclus in interiorul patru-
laterului (Figura 12). Figura11 Figura 12

99



_ 4.1

Suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex

Mate practica

D Decupati unghiurile patrulaterului convex din Figura 13
si asezati-le can Figura 14. Ce observati?
Raspuns:
Daca ati procedat corect, veti constata ca cele patru
unghiuri ale patrulaterului convex din Figura 13 devin
unghiuri in jurul unui punct in Figura 14.

De retinut

Teorema. Suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex este egald cu 360°.

Figura 13 Figura 14

D

A /\P Ipoteza:  ABCD este patrulater convex.
\/ Concluzie: <A+ «B+ «C+ <D =360°.

B
Figura 15

Demonstratie:

Construim diagonala AC a patrulaterului convex ABCD (Figura 15). Se formeaza astfel doua triunghiuri, ABC
si ADC. Suma masurilor unghiurilor triunghiurilor ABC si ADC este, fiecare, egala cu 180°, deci au loc relatiile
¥BAC + ¥ABC + ¥ACB =180° (1), respectiv <DAC + <ADC + ¥ACD = 180° (2).

Adunand egalitatile (1) si (2) membru cu membru si folosind proprietatile adunarii, obtinem:

(<BAC + <DAC) + <ABC + (xACB + <ACD) + <ADC = 360°, adica <A + <B + <C + <D = 360°.

Istoria matematicii

Cuvantul patrulater este compus din doua cuvinte provenite din limba latina: ,quattuor” = patru si ,latus
-eris” = latura.

Cuvantul diagonala este compus din doua cuvinte provenite din limba greaca: ,dia” = prinsi,gonia” = unghi.

Cuvantul convex vine din limba lating, unde ,,convexus” inseamna bombat; concav vine de asemenea din limba
lating, unde ,,concavus” Inseamna scobit.

Constructia unui patrulater convex in anumite condit

Desenati un patrulater convex ABCD astfel incat <A =40°, <B=80°, «C=130° si deter- P
minati masura unghiului D. D

Rezolvare:

Construim un segment AB. Pe latura AB construim, ca in Figura 16, unghiul cu varful in ¢
A cu masura de 40° si unghiul cu varful in B cu masura de 80°. Celelalte doua laturi ale
unghiurilor se intersecteaza in punctul P. Alegem un punct C in interiorul segmentului PB 4 B
si construim unghiul BCD cu masura de 130°. Am obtinut astfel patrulaterul convex ABCD. Figura 16
Masura unghiului D este egala cu 360° —40° — 80° —130° =110°.
Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative
1. Determinati masurile unghiurilor A, B, C si D ale unui patrulater convex, stiind ca y ¢

acestea sunt direct proportionale cu numerele 3, 5, 4 si respectiv 6 (Figura 17).

Rezolvare:

Masurile unghiurilor A, B, C si D sunt direct proportionale cu numerele 3, 5, 4, respec-

A B

XA «B «C_ <«D <«A+<«B+<«C+<«xD 360° _

tiv 6. Atunci e 20°. Figura 17

5 4 6 3+5+4+6 18
Obtinem urmatoarele masuri: <A=3-20°=60° «B=5-20°=100° «C=4-20°=80°si <D=6-20°=120°.
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Fie ABCD un patrulater convex cu AB=BC, ACnBD={0}, BD LAC, A
AO=4cm si BO=3cm, iar triunghiul ACD este echilateral. Determinati /\
-
B\VD
C

perimetrul patrulaterului ABCD (Figura 18).

Rezolvare:

Cum AB=BC si BD L AC, rezulta ca BO este inaltimea corespunzatoare
bazein triunghiul isoscel BAC. Asadar, BO este medianain ABAC, deci O este
mijlocul laturii AC. Rezultd ca AC=2-A0=8cm, deci AD=CD=AC=8cm
(intrucat triunghiul ACD este echilateral). Figura 18
Folosind teorema lui Pitagora in triunghiul OAB, dreptunghic Tn O, rezulta
cad AB*=A0*+BO* = (4 cm)®+ (3 cm)*= 25 cm?, deci AB=5 cm = BC.

In concluzie: P,,,=AB+BC+CD+AD=5cm+5cm+8cm+8cm=26cm.

lele patrulaterului sunt perpendiculare (Figura 19).

Demonstratie:
AB=BC=d(B,A)=d (B,C)(1)siCD=AD=d(D, C)=d(D, A) (2).

A
Fie ABCD un patrulater convex, cu AB=BC si CD = AD. Aratati ca diagona- B >D
@

Din relatiile (1) si (2) = BD este mediatoarea diagonalei AC = BD L AC. Figura 19

Probleme propuse

@J In patrulaterul convex ABCD, <A = 70° si <C = 120°. Determinati suma masurilor unghiurilor B si D.

Desenati un patrulater convex ABCD astfel incat <A =50°, <B=90°, <C=120°. Determinati masura unghiu-
lui D.

Determinati masurile unghiurilor unui patrulater convex stiind ca sunt direct proportionale cu 3, 4, 5 si 6.

Determinati masurile unghiurilor unui patrulater convex stiind ca sunt invers proportionale cu numerele 0,(3),
0,25, 0,55si 0,1(6).

In patrulaterul convex ABCD avem <A=2- <B=3-<C=4- 4D. Determinati masurile unghiurilor patrulate-
rului ABCD.

Un patrulater convex are un unghi cu masura de 60°. Determinati masurile celorlalte trei unghiuri ale patrula-
terului, stiind ca sunt exprimate prin numere naturale consecutive.

Patrulaterul convex ABCD are AB + BC + CD + DA =50 cm. Triunghiul ABC are perimetrul de 38 cm. Stiind ca
AC =15 cm, determinati perimetrul triunghiului ADC.

In patrulaterul convex ABCD, unghiurile A si C sunt congruente. Bisectoarea unghiului ADC intersecteaza
dreapta AB1n M, iar dreapta BC in N. Demonstrati ca triunghiul BMN este isoscel.

In patrulaterul convex ABCD avem AC 1 BD, ¥DAC=60°, «DBC=50° si AO=0C, unde AC nBD={0}.
Determinati masurile unghiurilor patrulaterului ABCD.

In patrulaterul convex ABCD, masura unghiului B este media aritmeticd a masurilor unghiurilor A si C, iar
masura unghiului C este media aritmetica a masurilor unghiurilor B si D. Demonstrati ca unghiurile A si D sunt
suplementare.

B

Minitest ] %}

1. Se considera patrulaterul convex ABCD din Figura 20.
Precizati valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:

C
a. MPnABCD = J; b. Int(ABMD) v Int(BMCD) = Int(ABCD);
c. patrulaterul AMPD este convex;  d. patrulaterul CBMD este concav. b o
2. In patrulaterul convex ABCD cu %A = 60°, masurile unghiurilor B, C si D sunt Figura 20

direct proportionale cu numerele 3, 5 si 7. Determinati masurile unghiurilor B, C si D.

3. Se considera patrulaterul convex ABCD. Perimetrul triunghiului ABD este de 25 cm si perimetrul triunghiului
BCD este de 27 cm. Determinati lungimea diagonalei BD stiind ca AB+ BC + CD + DA=32 cm.
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Lectia 2: Paralelogramul. Proprietati

Cuvinte-cheie

paralelogram unghiuri suplementare injumatatire paralele

Paralelogramul

Mate practica

Analizam fotografia alaturata, in care apar intersectiile a doua linii de
tramvai. Notam cu A, B, C, D cele patru puncte de intersectie.

Ce observam?
Laturile opuse ale patrulaterului convex ABCD format sunt paralele
(Figura 1).

Definitie. Patrulaterul convex cu laturile opuse paralele doua cate doua
se numeste paralelogram.

Astfel, conform definitiei: % ¢
- daca ABCD este paralelogram, atunci ABCD este patrulater convex, cu

AB || CDsi AD || BG;
- daca ABCD este patrulater convex, cu AB || CD si AD || BC, atunci ABCD A 4

este paralelogram. Figura 1

Proprietatile paralelogramului

De retinut

A. Proprietati referitoare la laturi
Teorema 1. Intr-un paralelogram, laturile opuse sunt congruente dou cate doua.

D C
Ipoteza:  ABCD este paralelogram
Concluzie: AB=CD
A B AD=BC
Figura 2

Demonstratie:

Conform definitiei, avem AB || CD si AD || BC (Figura 2). Observam ca:

4ADB = <CBD (unghiuri alterne interne formate de dreptele paralele AD si BC cu secanta BD);

XABD = <CDB (unghiuri alterne interne formate de dreptele paralele AB si CD cu secanta BD).

Cum DB = BD (latura comuna), deducem ca AADB = ACBD (cazul U.L.U.), de unde rezulta ca AB= CD si AD = BC.

Reciproca teoremei 1. Daca intr-un patrulater convex laturile opuse sunt congruente doua cate doua, atunci
patrulaterul este paralelogram.
Ipoteza:  ABCD este patrulater convex
AB=CD
AD=BC
Concluzie: ABCD este paralelogram

Demonstratie:

Comparam triunghiurile ADB si CBD: avem AB = CD, AD = BC si BD = BD (latura comuna) (Figura 2). Ca urmare,
AABD = ACDB (cazul L.L.L.), de unde rezulta ca <ABD = <CDB si <ADB = <CBD.

Deoarece ¥ABD si <CDB sunt unghiuri alterne interne formate de dreptele AB si CD cu secanta BD, rezulta ca
AB || CD. La fel, <ADB si <CBD sunt unghiuri alterne interne formate de dreptele AD si BC cu secanta BD, deci
AD || BC. Cum AB || CD si AD || BC, patrulaterul ABCD este paralelogram.
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Teorema 2. Daca intr-un patrulater convex doua laturi opuse sunt congruente si paralele, atunci patrulaterul
este paralelogram.

b ¢ Ipoteza:  ABCD este patrulater convex.
AB=CD
AB | CD
A
Figura 3 7 Concluzie: ABCD este paralelogram.

Demonstratie:

Construim diagonala BD (Figura 3). Deducem ca <ABD = <CDB, ca unghiuri alterne interne formate de drep-
tele paralele AB si CD cu secanta BD. Comparam triunghiurile ABD si CDB. Deoarece AB=CD, <ABD = <CDB
si BD = DB (latura comuna), rezulta ca AABD = ACDB (cazul L.U.L.). Obtinem <ADB = %«CBD, de unde rezulta ca
AD || BC. Intrucat avem si AB || CD (din ipoteza), conform definitiei, patrulaterul ABCD este paralelogram.

B. Proprietati referitoare la unghiuri

Teorema 3. Intr-un paralelogram, unghiurile alaturate sunt suplementare.

D C
Ipoteza:  ABCD este paralelogram.
Concluzie: <A+ <B=180°; «B+ «C=180°
A B <C+ 4D =180° «D + «A=180°
Figura 4

Demonstratie:

Deoarece ABCD este paralelogram, rezulta ca AD || BC si AB || CD (Figura 4).

Unghiurile BAD si ABC, formate de paralelele AD si BC cu secanta AB, sunt unghiuri interne de aceeasi parte
a secantei, deci sunt suplementare. Asadar, ¥BAD + <ABC =180°, adica <A + <B=180°.

La fel, *ABC si <BCD sunt suplementare, fiind unghiuri de aceeasi parte a secantei BC la paralelele AB si CD,
deci «B + «C =180°. Asemanator se arata ca «C + <D = 180°, respectiv <D + <A = 180°.

Reciproca teoremei 3. Dacaintr-un patrulater convex un unghi este suplementar cu ambele unghiuri alaturate
lui, atunci patrulaterul este paralelogram.
Ipoteza: ABCD patrulater convex
<A+ ¥B=180°
+D + <A =180°.
Concluzie: ABCD paralelogram
Demonstratie:
Unghiurile suplementare A si B sunt unghiuri interne de aceeasi parte a secantei, formate de dreptele AD si BC
cu secanta AB si atunci AD || BC (Figura 4). De asemenea, unghiurile suplementare A si D sunt unghiuri interne
de aceeasi parte a secantei, formate de dreptele AB si CD cu secanta AD si atunci AB || CD.
Cum AB || CD, AD || BC, conform definitiei, patrulaterul ABCD este paralelogram.

Teorema 4. Intr-un paralelogram, unghiurile opuse sunt congruente dou cate doua.

D C
Ipoteza:  ABCD este paralelogram.
Concluzie: <A=<C
A B <B=<D
Figura 5

Demonstratie:
Conform teoremei 3, avem <A + <B=180° si <B+ <C=180°, deci <A =<C=180° — ¥B. Asadar, ¥A = <C.
Asemanator, din ¥B+ <C=180°si <C+ <D =180°, rezulta ca ¥B= <D.

Reciproca teoremei 4. Daca intr-un patrulater convex unghiurile opuse sunt congruente doua cate doua,
atunci patrulaterul este paralelogram.
Ipoteza:  ABCD patrulater convex
<A=<xC
<B= <D
Concluzie: ABCD paralelogram
Demonstratie:
Deoarece ABCD este patrulater convex, rezultaca <A + ¥B + <C+ <D = 360°. Din ¥C= <A si <D = «B, obtinem
2 - (A + <B)=360° deci <A+ <B=180° (1). Cum %D = 4B, avem si <A + <D =180° (2). Conform reciprocei
Teoremei 3, rezulta ca ABCD este paralelogram.
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C. Proprietati referitoare la diagonale
Teorema 5. Intr-un paralelogram diagonalele au acelasi mijloc.

; ¢ Ipoteza:  ABCD paralelogram
® ACBD={0}
4 : B Concluzie: AO=CO; DO =BO
Figura 6
Demonstratie:

in paralelogramul ABCD (Figura 6), AD || BCsi AD = BC, iar «ADO = <CBO, deoarece sunt unghiuri alterne interne
formate de dreptele paralele AD si BC cu secanta BD (1), AD = BC (2), iar «DAO = <BCO, deoarece sunt unghiuri
alterne interne formate de dreptele paralele AD si BC cu secanta AC (3). Din relatiile (1), (2) si (3), conform
cazului de congruenta U.L.U., AADO = ACBO, si atunci AO = CO si DO = BO, ceea ce inseamna ca punctul O este
mijlocul ambelor diagonale.

Reciproca teoremei 5. Daca diagonalele unui patrulater convex au acelasi mijloc, atunci patrulaterul este
paralelogram.
Ipoteza:  ABCD patrulater convex
AC nBD ={0}
AO = CO; DO =BO
Concluzie: ABCD paralelogram

Demonstratie:

Deoarece AO =CO, <AOB= «COD (unghiuri opuse la varf) si BO=DO rezulta ca AAOB=ACOD (cazul L.U.L.),
deci <ABO = <CDO (Figura 6). Cum <ABO si «CDO sunt unghiuri alterne interne formate de dreptele AB si CD
cu secanta BD, deducem ca AB || CD.

Deoarece AO =CO, <AOD = «COB (unghiuri opuse la varf) si DO = BO, conform cazului de congruenta L.U.L.,
AAOD = ACOB si rezulta ca ¥ADO = «CBO. Unghiurile congruente ADO si CBO sunt unghiuri alterne interne
formate de dreptele AD si BC cu secanta BD si atunci AD || BC.

Cum AB || CD, AD || BC, conform definitiei, patrulaterul ABCD este paralelogram.

Centrul de simetrie

Fie ABCD un paralelogram si {O} =AC  BD. Deoarece AO=0C si
BO = 0D, deducem ca simetricul unui varf al paralelogramului fata de
punctul O este varful opus.

Se pune problema: fiind dat un punct pe una dintre laturile paralelo-
gramului, unde se gaseste simetricul acestui punct fata de 0? Figura 7

Fie E un punct oarecare pe latura AB si EO N CD = {F} (Figura 7).

Deoarece <EAO = <FCO (alterne interne), AO =CO si <AOE = <COF (opuse la varf), rezulta ca AAOE = ACOF
(cazul U.L.U.), deci OE = OF. Asadar, punctul F este simetricul punctului E fata de punctul O.

Fie G un punct oarecare pe latura AD si GO n BC = {H}. Cu acelasi rationament aratdm c& punctul H este sime-
tricul punctului G fata de punctul O. Deoarece punctele E si G au fost arbitrar alese, deducem ca simetricul oricarui
punct al paralelogramului fata de punctul de intersectie al diagonalelor apartine paralelogramului.

De retinut

Definitie. Un punct O este centru de simetrie al unei figuri geometrice F daca simetricul oricarui punct al
figurii F fata de punctul O este tot un punct al lui F.

Justificarea unor proprietati pe baza simetriei

Centrul de simetrie al unui paralelogram este punctul de intersectie al diagonalelor sale (numit si centrul
paralelogramului).

» Cu notatiile din Figura 7, deoarece F este simetricul punctului E fata de O si H este simetricul punctului G fata
de O, deducem ca segmentul HF este simetricul segmentului EG fata de O. Mai mult, cum OE = OF, <EOG = <FOH
si OG = OH, rezulta ca AEOG = AFOH si atunci EG = FH, ceea ce Tnseamna ca segmentele simetrice fata de centrul
de simetrie al paralelogramului sunt congruente. (1)
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« A si C, respectiv B si D sunt simetrice fata de centrul O al paralelogramului ABCD si astfel, pe baza simetriei,
regasim proprietatea ca diagonalele paralelogramului au acelasi mijloc.

« A si C, respectiv B si D sunt simetrice fata de punctul O si atunci laturile AB si CD, respectiv AD si BC sunt
simetrice fata de centrul O al paralelogramului ABCD. Conform (1), rezultd AB = CD si AD = BC si astfel, pe baza
simetriei, regasim proprietatea ca laturile opuse sunt congruente doua cate doua.

Modalitati uzuale pentru constructia unui paralelogram

1. Utilizand reciproca teoremei 5 2. Utilizand Teorema 2

D Desenam doua segmente necongruente, diferite, Desenam doud segmente congruente si paralele.
care au acelasi mijloc. Extremitatile celor doud seg-  Extremitatile celor doua segmente sunt varfurile unui
mente sunt varfurile unui paralelogram. paralelogram.

la ambele capete ale fiecarei stinghii. Cu patru nituri montate n gauri, realizati
un paralelogram articulat, ca’in Figura 8. Apropiind sau departand doua stinghii
consecutive, obtinem un nou paralelogram. Figura 8

Activitate practici 5 £ @
Taiati patru stinghii de lemn, doua cate doua de aceeasi lungime, si dati gauri / /
o

Exercitii si

t

si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Incercul C(0, ), coarda AC este diametru, iar B si D suntdoua puncte interioare

cercului, astfel incat AC n BD = {0} si OB = OD (Figura 9). Aratati ca patrulate- A
rul ABCD este paralelogram. A Ah c

Demonstratie:
Coarda AC este diametru in cercul C(O, r) si atunci OA = OC. Deoarece OA = OC
si OB = OD, rezulta ca patrulaterul ABCD este paralelogram.

2. Prin varful A al triunghiului ABC se construieste o dreapta paralela cu BC, care
intersecteaza Tn E paralela prin punctul B la AC. in semiplanul determinat de
dreapta BC si punctul A, prin punctul C se construieste o dreapta paralela cu
AB, pe care se ia un punct D, astfel incat CD = AB (Figura 10). Aratati ca:

a. patrulaterul AEBC este paralelogram;  b. punctele E, A, D sunt coliniare.

Demonstratie:

a. AE || BC si BE || AC. Conform definitiei, patrulaterul AEBC este paralelogram.

b. CD || ABsi CD = AB si atunci patrulaterul ABCD este paralelogram (1).
Din relatia (1) rezulta AD || BC. Punctul A ¢ BC, EA || BC, AD || BC, deci, conform
axiomei paralelelor, dreptele AE si AD coincid. Asadar punctele distincte E, A, D
sunt coliniare.

3. Patrulaterul ABCD din Figura 11 este paralelogram, cu AC n BD = {O}. Punc-
tul M este mijlocul laturii CD, punctul E este simetricul punctului A fata de M,
iar punctele F si D sunt simetrice fata de punctul A. Aratati ca:

a. AD || CE; b. XFDE = <FBE; c. dreptele AC, BD si EF sunt concurente.

Demonstratie:

a. Punctul E este simetricul punctului A fata de M, deci punctul M este mij- Figura1l
locul segmentului AE. Deoarece M este si mijlocul segmentului CD, rezulta
ca patrulaterul ACED este paralelogram, deci AD || CE.

b. Intrucat C ¢ AD, BC || ADsi CE || AD, din axioma paralelelor deducem c& dreptele BC si CE coincid. Ca urmare,
AD || BE si BE=BC + CE. Cum CE = AD (deoarece ACED este paralelogram), obtinem BE=BC + AD=2 - AD.
Punctele F si D sunt simetrice fata de punctul A, deci FD =2 - AD = BE. Deoarece FD = BE si FD || BE, deducem
ca BEDF este paralelogram si atunci <FDE = <FBE.

c. Punctul O este mijlocul diagonalelor AC si BD ale paralelogramului ABCD. Cum BD este diagonala si in parale-
logramul BEDF, rezulta ca O este si mijlocul celeilalte diagonale a lui BEDF, si anume EF. Asadar, segmentele
AC, BD si EF au acelasi mijloc, O. Prin urmare, dreptele AC, BD si EF sunt concurente.
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Probleme propuse

106

Construiti un paralelogram ABCD stiind ca masura unghiului A este egala cu 30°.
Construiti un paralelogram ABCD stiindca AC=4cmsiBD=6 cm.

Construiti un paralelogram ABCD stiind ca AB=3 cm si BC=5 cm.

Construiti paralelogramul ABCD stiind ca AB=4 cm, <A=70°siAC=5cm.

In paralelogramul ABCD masura unghiului ABC este egald cu 50°. Determinati masurile unghiurilor A, Csi D
ale paralelogramului ABCD.

In paralelogramul ABCD, masura unghiului BAD este egala cu 120°. Determinati masurile unghiurilor B, C
si D ale paralelogramului ABCD.

In paralelogramul ABCD masura unghiului BAC este egald cu 20° si masura unghiului BCA este egala cu
50°. Determinati masurile unghiurilor A, B, C si D ale paralelogramului ABCD.

In paralelogramul ABCD avem AC m BD = {0}, AB=10cm, AC=12 cm si DB=16 cm. Calculati perimetrul
triunghiului DOC.

Se considera paralelogramul MNPQ astfel incat MN =3x+2 cm, NP=4x+ 1 cm si PQ =5x —2 cm. Calculati
suma lungimilor laturilor paralelogramului.

In paralelogramul MNPQ avem <M = 2x + 3° si <P = 3x — 27°. Determinati masurile unghiurilor paralelogra-
mului MNPQ.

Patrulaterul convex ABCD are ¥A=x+16° ¥B=2x+2° «C= gx -11° si <D= %x —16°. Demonstrati ca
patrulaterul ABCD este paralelogram.

In Figura 12 este reprezentat un triunghi ascutitunghic ABC. Dacd punctele S T A S
si T sunt simetricele punctelor B si C fata de mijloacele laturilor AC, respectiv
AB, atunci aratati ca punctele T, A, S sunt coliniare.

Se considera paralelogramul ABCD. Bisectoarea unghiului A intersecteaza
latura DC Tn punctul P, iar bisectoarea unghiului BCD intersecteaza latura AB

in punctul Q. Aratati ca patrulaterul APCQ este paralelogram. Figura 12

Bisectoarele unghiurilor A si B ale paralelogramului ABCD se intersecteaza D P C

pe latura CD in punctul P (Figura 13). Determinati masura unghiului APB.

Pe latura AB a paralelogramului ABCD se considera punctul P, iar pe latura

DC se considera punctul Q, astfel incat AP = QC. Demonstrati ca patrulaterul

APCQ este paralelogram. A B
Figura 13

Se considera paralelogramul ABCD in care AD = DB si punctul M este mijlocul
laturii DC. Perpendiculara din C pe dreapta BD intersecteaza pe BM in P.
Demonstrati ca dreptele AD si DP sunt perpendiculare.

Minitest
1. In paralelogramul ABCD, m&sura unghiului A este egala cu 40°. Determinati masurile unghiurilor B, C si D ale
paralelogramului ABCD.
2. Se considera paralelogramul ABCD si AC n BD = {0}. Precizati valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:
a. Daca AB =2 cm si BC=3 cm, atunci perimetrul paralelogramului ABCD este egal cu 5 cm.
b. Daca AO=4 cm, BO =7 cm si DC = 6 cm, atunci perimetrul triunghiului AOB este egal cu 17 cm.
c. Triunghiurile AOD si COB sunt congruente.
d. Unghiurile BAC si DCA sunt suplementare.
e. Daca BD L AD, «BAD =30° si BD =6 cm, atunci DC =3 cm.
f. Daca AO =0D = AD, atunci masura unghiului ACB este egala cu 60°.
3. In triunghiul ABC, punctul D este mijlocul segmentului BC. Paralela prin B la dreapta AC intersecteaza dreapta

ADn punctul E. Demonstrati ca patrulaterul ABEC este paralelogram.



Lectia 3: Aplicatii ale paralelogramului in geometria
triunghiului. Linia mijlocie in triunghi, centrul de greutate

al unui triunghi

Cuvinte-cheie

mijlocul unui segment linie mijlocie centru de greutate mediana concurenta paralele

Linia mijlocie a unui triunghi

Deretinut () A

Definitie. Segmentul cu extremitatile in mijloacele a doua laturi ale unui triunghi se

.. T . g I M =

numeste linie mijlocie a triunghiului.

Orice triunghi are trei linii mijlocii. In Figura 1, punctele M, D, P sunt mijloacele latu-
rilor AB, BC si respectiv AC ale triunghiului ABC. Segmentele MD, DP si MP sunt cele trei B D C
linii mijlocii ale triunghiului ABC. Figura 1
Situatie-problema

In Figura 2, triunghiul ABC este echilateral, iar punctele M si P sunt mijloacele laturilor A
AB si respectiv AC.
= AABC este echilateral si atunci AB=AC=BCsi ¥A=<B=¥C=60°. p

M

= Punctele M si P sunt mijloacele laturilor AB, respectiv AC, deci AM =%, AP =A7C si,

tinand cont ca AB = AC, deducem ca AM = AP. c
- Intrucat AM=AP si ¥A=60°, rezultd ca triunghiul AMP este echilateral. Atunci B Figura 2

XAMP = 60° si MP=AM=%=%.
- Avand masurile egale, rezulta *AMP = 4B si, tindnd cont ca au pozitia de unghiuri corespondente formate de
dreptele MP si BC cu secanta AB, deducem ca MP || BC.

- Deoarece punctele M, P sunt mijloacele laturilor AB, respectiv AC, conform definitiei, segmentul MP este linie
mijlocie n triunghiul echilateral ABC. Are proprietatile: MP || BC si MP =% .
Vom demonstra ca aceste proprietati ale liniei mijlocii, identificate in triunghiul echilateral, sunt valabile in
orice triunghi.

De retinut

Teorema 1 (proprietatea liniei mijlocii a unui triunghi). In orice triunghi, linia mijlocie determinata de mijloacele
a doua laturi ale triunghiului este paralela cu a treia latura si are lungimea egala cu jumatate din lungimea acesteia.

A
Ipoteza: AABC
M N , AM=MB, M e AB
AN=NC, N € AC
Concluzie: MN || BC si MN =%-BC
B
Figura 3
Demonstratie:

Construim simetricul P al punctului M fata de N. Punctul N este atat mijlocul segmentului MP, cat si al segmen-
tului AC, deci patrulaterul AMCP este paralelogram. Asadar, CP || AM si CP = AM.
Cum CP =AM = MB, deducem ca CP || MB si CP = MB, deci BCPM este paralelogram.

in consecinta, MP || BC si MP = BC. Cum MP =2 - MN, obtinem MN || BC si MN =%-BC.
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Teorema 2 (prima reciproca a teoremei 1). Daca intr-un triunghi ABC punctul M A

este mijlocul laturii AB, iar punctul N apartine laturii AC, astfel Tncat MN || BC,
atunci N este mijlocul laturii AC.

Demonstratie: M N
Presupunem, prin absurd, ca punctul N nu este mijlocul laturii AC. Atunci exista U

un punct T = N astfelincat punctul T este mijlocul laturii AC (Figura 4). Segmentul

MT este linie mijlocie n triunghiul ABC, deci MT || BC. Cum MT || BC si MN || BC, B . c
dreptele MN si MT coincid. Intrucat punctele N si T apartin atat laturii AC, cat si FlE s
paralelei prin M la BC, deducem ca T = N, contradictie cu T = N.

Prin urmare, presupunerea facuta este falsa, deci punctul N este mijlocul laturii AC.

Teorema 3 (a doua reciproca a teoremei 1). Daca intr-un triunghi ABC, punc- A

tele M si N apartin laturilor AB, respectiv AC, astfel incat MN || BC si MN =%-BC,

atunci segmentul MN este linie mijlocie Tn triunghiul ABC. N
M P
Demonstratie:
Prelungim segmentul MN cu segmentul NP, astfel Tncat MN = NP (Figura 5).
Asadar, MN =%-MP si, cum MN =%-BC, rezultd cd MP=BC. Intrucat MP || BC 5 -
si MP = BC, patrulaterul BCPM este paralelogram, deci BM || CP (adica AB || CP) Figura 5

si BM = CP.

Unghiurile AMP si CPN sunt alterne interne formate de dreptele paralele AB si CP cu secanta MP, deci
XAMN = «<CPN.

Deoarece <AMN = <CPN, MN = NP si <ANM = <CNP (unghiuri opuse la varf), rezulta ca AAMN = ACPN (U.L.U.),
deci AN =CN si AM = CP. Dar BM = CP, deci AM = BM.

Cum AN = CN si AM = BM, rezulta ca segmentul MN este linie mijlocie in triunghiul ABC.

Centrul de greutate al unui triunghi

De retinut

Teorema 4. Inorice triunghi, medianele sunt concurente intr-un punct numit centrul de greutate al triunghiului.
Pe fiecare mediana, centrul de greutate este situat la doua treimi de varful triunghiului si la o treime de mijlocul

laturii opuse acestuia.

Ipoteza: AABC,D e BC,E € CA,F € AB
DB=DC,EA=EC,FA=FB

Concluzie: AD n BE N CF={G}

GD=1-AD, GE=1-BE, GF=1-CF
3 3 3

Figura 6

Demonstratie:

Presupunand, prin absurd, ca dreptele BE si CF sunt paralele, ar rezulta ca unghiurile EBC si FCB, formate de BE
si CF cu secanta BC, ar fi suplementare (ca unghiuri de aceeasi parte a secantei), ceea ce este fals, deoarece
XEBC + <FCB < <ABC + ¥ACB < 180° (Figura 6).

Ca urmare, dreptele BE si CF nu sunt paralele, deci existd un punct G astfel incat BE n CF = {G}.

Segmentul EF este linie mijlocie in triunghiul ABC, deci EF || BC si EF = %-BC.

Fie M, N mijloacele segmentelor BG, respectiv CG. Segmentul MN este linie mijlocie in triunghiul GBC,
deci MN || BC si MN =%-BC. In consecintd, EF || MN si EF = MN, deci patrulaterul EFMN este paralelogram.
Deducem ca G este mijlocul comun al diagonalelor ME si NF. Obtinem BM = MG = GE, respectiv CN = NG = GF,

deci GE=%~BE si GF=%-CF.



4.3

Analog se demonstreaza ca medianele AD si BE sunt concurente intr-un A

punct G’ astfel Tncat G'E=%-BE Si G’D=%-AD (Figura 7). Deoarece \

GE =G’E=§-BE, deducem ca punctele G si G’ coincid, ceea ce arata ca

, 1
AD N BE N CF = {G} si GD =3 AD. M

Observatii

1. Pentru a construi centrul de greutate al unui triunghi ABC este suficient sa construim o singura mediana, AM, cu
M e BC, pe care sd o Tmpartim in trei segmente congruente. Centrul de greutate va fi situat pe AM, astfel incat
AM=3 - GM.

2. Daca un triunghi este echilateral, atunci centrul sau de greutate coincide cu centrul cercului inscris Tn triunghi,
cu centrul cercului circumscris triunghiului si cu ortocentrul triunghiului.

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

D

In Figura 9, patrulaterul ABCD este conve, iar punctele M, N, P si Q sunt mijloacele
laturilor AB, BC, CD si respectiv DA. Aratati ca patrulaterul MNPQ este paralelogram.

Demonstratie: 8D
Segmentul MQ este linie mijlocie Tn triunghiul ABD, deci MQ || BD si MQ = = Q).

A M B
Figura 9
Din relatiile (1) si (2) rezultd ca MQ || NP si MQ = NP, deci patrulaterul MNPQ este paralelogram.
Patrulaterul MNPQ poarta numele de patrulaterul lui Varignon, dupa numele matematicianu-
lui francez Pierre Varignon care a publicat aceasta demonstratie in anul 1731. Segmentele MP si NQ se numesc
bimedianele patrulaterului ABCD.

Similar, segmentul NP este linie mijlocie in triunghiul CBD, deci NP || BD si NP = % ).

Se considera punctele M si N mijloacele laturilor AB si CD ale paralelo- D N c
gramului ABCD (Figura 10). Aratati c& AE = EF = FC, unde DM N AC = {E}
si BN N AC = {F}. 5

Demonstratie:
Patrulaterul ABCD este paralelogram, deci AB||CD si AB=CD (2). A

Deoarece MB =%-AB siND =%-CD, rezulta ca MB = ND. Evident, avem si

M
Figura 10

MB || ND, deci patrulaterul BNDM este paralelogram, si atunci BN || DM. In particular, avem ME || BF si NF || DE.
In triunghiul ABF, punctul M este mijlocul laturii AB, iar ME || BF. Conform Teoremei 2, punctul E este mijlocul
segmentului AF, de unde rezulta AE = EF. in triunghiul CDE, punctul N este mijlocul laturii CD, iar NF || DE si
atunci punctul F este mijlocul segmentului EC, de unde rezulta EF = FC.

Deoarece AE = EF si EF = FC, obtinem AE = EF = FC.

In paralelogramul ABCD, punctul E este mijlocul laturii CD. Fie AE N BC={F}. F
Ardtati ca punctul C este mijlocul segmentului BF (Figura 11).

Demonstratie:

Patrulaterul ABCD este paralelogram, deci AB || CD (1) si AB=CD (2). €
Cum punctul E este mijlocul laturii CD, avem EC =% = %
Relatia (1) este echivalentd cu EC || AB. In triunghiul ABF, EC || AB si EC =£. A . B

5 ’ 2 Figura1l

Conform Teoremei 3, segmentul EC este linie mijlocie in triunghiul ABF, deci punc-
tul C este mijlocul segmentului BF.
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Probleme propuse
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In triunghiul ABC, punctele M si P sunt mijloacele laturilor AB si AC.
Daca MP =9 cm, atunci calculati lungimea laturii BC.
Daca BC =16 cm, atunci calculati lungimea liniei mijlocii MP.
AQ este mediana Tn triunghiul ABC si MQ = 7 cm. Calculati lungimea laturii AC.

In triunghiul ABC, punctele M, P si Q sunt mijloacele laturilor AB, BC, respectiv CA.
Perimetrul triunghiului ABC este 28 cm. Determinati perimetrul triunghiului MPQ.
Perimetrul triunghiului MPQ este de 17 cm. Determinati perimetrul triunghiului ABC.

Se considera medianele MA, PB si QC ale triunghiul MPQ, concurente Tn punctul G.
Daca MA =12 cm, atunci determinati lungimile segmentelor MG si GA.

Daca PG =10 cm, atunci determinati lungimile segmentelor GB si PB.
Daca CG = 3 cm, atunci determinati lungimile segmentelor GQ si CQ.

In paralelogramul ABCD, punctul E este mijlocul laturii AB. Fie F punctul de intersectie al dreptelor CE si AD si
AC ~ BD ={0}.
Aratati ca OE este linie mijlocie in triunghiul CAF. Aratati ca AO este linie mijlocie Tn triunghiul BDF.
Daca CFnBD = {T} atunci demonstrati ca punctul T este centrul de greutate al triunghiului ABC.

Fie punctele M si P mijloacele laturilor AB si AC ale triunghiului ABC. Daca D este un punct oarecare pe
latura BC si AD n MP = {T}, atunci demonstrati cd AT = TD.

Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC se considera punctele S, M € AB, respectiv T, P € AC astfel Incat
AM =MB, AS =SM, AP =PC, AT = TP si ST = 6 cm. Determinati lungimea segmentului BC.

Fie punctele M si P mijloacele laturilor AB si AC ale triunghiului ABC. Dacd AB=6 cm,AC=8cmsiP,,.=23 cm,
calculati perimetrul patrulaterului MPCB.

. P %
InFigura 12, punctul O este exterior triunghiului ABC. Notam cu P si Q simetricele C
punctului O fata de mijloacele laturilor AC si BC. Daca punctele S si T sunt mijlo-
acele laturilor AC si BC, atunci: .
S

Aratati ca ST este linie mijlocie Tn triunghiul OPQ.

Demonstrati ca patrulaterul ABQP este paralelogram. ; >
In paralelogramul ABCD, AB=12 cm, BC=18 cm si AC~BD =1{0}. Daca G,, G,, \/O
G, si G, sunt centrele de greutate ale triunghiurilor AOB, BOC, COD, respectiv Figura 12
DOA, atunci demonstrati ca:

G,G,=12cmsi G,G,=8 cm; patrulaterul G,G,G,G, este paralelogram.

Indicatie: Demonstrati ca punctele G, O, G, sunt coliniare.

Se considera paralelogramul ABCD si AC n BD = {0}. Punctele M si P sunt mijloacele segmentelor DC si AB,
iar AM BD = {T}, CP n BD = {S}. Daca BD = 18 cm, atunci calculati lungimea segmentului ST.

Fie triunghiurile echilaterale congruente ABC si DCE, astfel incat punctele A, C, E sa fie coliniare si punc-

tele B, C, D sa fie coliniare. Daca punctul T este mijlocul segmentului BC si ET N AB = {S}, aratati ca SB =% .

Indicatie: Construiti punctul Q, mijlocul segmentului AS.

Minitest

1.

In triunghiul ABC se considera punctele S, T, Q mijloacele laturilor AB, BC, respectiv AC. Dacd AB=10cm,

ST=7cmsi BC=16 cm, atunci determinati lungimile segmentelor TQ, AC, respectiv SQ.

. Se considera triunghiul ABC si punctul D pe latura BC. Daca punctele M, P si Q sunt mijloacele segmente-

lor AB, AD, respectiv AC, atunci demonstrati ca punctele M, P si Q sunt coliniare.

. Daca punctele A’, B’ si C' sunt mijloacele laturilor BC, AC, respectiv AB ale triunghiului ABC, atunci demonstrati

ca patrulaterul A’B'C’'B este paralelogram.



Lectia 4: Dreptunghiul. Proprietati

Cuvinte-cheie

dreptunghi l[atime diagonale perpendiculara lungime unghiuri drepte

Dreptunghiul

Mate practica

Observam ca cele patru geamuri de sticla transparenta ale acvariului din imagi-
nea alaturata au forma unor paralelograme. Mai mult, toate unghiurile sunt drepte.
De asemenea, tabla, peretii, ferestrele, usa, coperta cartii prezinta aceleasi caracte-
ristici.

Deretinut ()
Definitie. Paralelogramul cu un unghi drept se numeste dreptunghi.

Astfel, conform definitiei:
« daca ABCD este paralelogram cu un unghi drept, atunci ABCD este dreptunghi;
« daca ABCD este dreptunghi, atunci ABCD este paralelogram cu un unghi drept (Figura 1).

ALl B
Figura 1

Stiati ca...? @

In terminologia matematicd romaneascd, denumirea de dreptunghi a fost introdusa de catre Gheorghe Asachi,
intemeietorul invatamantului in Moldova.

Proprietatile dreptunghiului

De retinut

Fiind un paralelogram, dreptunghiul are toate proprietatile acestuia:

- laturile opuse sunt paralele si congruente, doua cate doua;

« unghiurile opuse sunt congruente doua cate doua, iar unghiurile alaturate sunt suplementare;

- diagonalele au acelasi mijloc.

Fiind un tip particular de paralelogram, dreptunghiul are si alte proprietati, numite proprietati caracteristice.

Teorema 1. Intr-un dreptunghi, toate unghiurile sunt unghiuri drepte.
Ipoteza:  ABCD este dreptunghi.
Concluzie: <A=<xB=<xC=<D=90°

Demonstratie:

Conform definitiei, ABCD este paralelogram si are un unghi drept (Figura 1). Presupunem, de exemplu, ca
<A =90°.

Unghiurile alaturate ale unui paralelogram sunt suplementare; asadar <A + <B =180°, deci <B = 90°.
Unghiurile opuse ale unui paralelogram sunt congruente doua cate doug, deci <C = <A si <D = <B. Prin urmare,
<A =<xB=<C=<xD=90°.

Reciproca teoremei 1. Daca un patrulater are trei unghiuri drepte, atunci el este dreptunghi.

D ©
L]
Ipoteza:  ABCD este patrulater.
<A=<4B=<xC=90°
o 'y Concluzie: ABCD este dreptunghi.
Figura 2

111



4

Demonstratie:

Deoarece <A + <B+ <C+ %D =360°, rezulta <D =90°, deci <A=<B=<C= %D =90° Caurmare, <A = <xCsi
4B = «D. Fiind patrulater cu unghiurile opuse congruente doua cate doud, ABCD este paralelogram. Avand si
un unghi drept, de exemplu <A = 90°, patrulaterul ABCD este dreptunghi (Figura 2).

Teorema 2. Intr-un dreptunghi, diagonalele sunt congruente.
D @

Ipoteza:  ABCD este dreptunghi.

Concluzie: AC=BD

Figura 3

Demonstratie:
Comparam triunghiurile ABC si BAD (Figura 3). Avem <ABC= <BAD=90°, AB=BA (ca laturd comuna) si
BC = AD (ca laturi opuse n dreptunghi). Deducem ca AABC = ABAD (cazul C.C.), deci AC = BD.

Reciproca teoremei 2. Daca diagonalele unui paralelogram sunt congruente, atunci paralelogramul este
dreptunghi.

Ipoteza:  ABCD este paralelogram.
AC = BD.

Concluzie: ABCD este dreptunghi.

Demonstratie:

Comparam triunghiurile ABC si BAD (Figura 3). Avem AB = BA (ca latura comuna), BC = AD (ca laturi opuse in
paralelogram) si AC = BD (din ipoteza). Rezulta ca AABC = ABAD (cazul L.L.L.), deci <ABC = <BAD.

Dar <ABC + <BAD =180°, deoarece unghiurile alaturate ale unui paralelogram sunt suplementare. Ca urmare,
XABC = <BAD =90°. Asadar, paralelogramul ABCD are un unghi drept, deci este dreptunghi.

Observatii
1. Un dreptunghi are doua axe de simetrie, si anume mediatoarele laturilor opuse.

2. Punctul de intersectie al axelor de simetrie, care coincide cu intersectia diagonalelor dreptunghiului, este cen-
tru de simetrie al dreptunghiului.

Asadar, privind dreptunghiul ca multimea punctelor aflate pe laturile sale si considerand M un punct oarecare
al dreptunghiului, rezulta ca:
» simetricul punctului M fata de mediatoarea oricarei laturi este punct al dreptun-

ghiului; B F G C

« simetricul punctului M fata de punctul de intersectie al diagonalelor apartine
dreptunghiului.

De exemplu, in Figura 4, punctul E este un situat pe latura AD a dreptunghiului i
ABCD. Simetricul punctului E fata de mediatoarea laturii AB este punctul F, aflat i
pe latura BC, iar simetricul lui E fata de centrul de simetrie O este punctul G, situat 4 I3 D
pe latura BC. Figura 4
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Modalitati uzuale de constructie a unui dreptunghi

Situatie-problema

1. Utilizand reciproca teoremei 2

Desenam doud segmente congruente, diferite, care
au acelasi mijloc.

Extremitdtile celor doua segmente sunt varfurile
unui dreptunghi.

2. Utilizand un triunghi dreptunghic
Prin varfurile unghiurilor ascutite ale unui triunghi
dreptunghic desenam paralele cu catetele triunghiului.
Intersectia paralelelor si cele trei varfuri ale triun-
ghiului reprezinta cele patru varfuri ale dreptunghiului.



Istoria matematicii a b

D Dreptunghiul de aur este un dreptunghi ale carui dimensiuni
sunt bazate pe sectiunea de aur (Figura 6). T a b
InFigura6,L =a+ bsil=a.Sectiuneadeaureste primulnumar S a+b
irational definit si descoperit in istorie. Sectiunea de aur a seg-
mentului a + b din Figura 7 este realizata atunci cand %b = %. Figura 6 Figura 7

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

Intr-un triunghi ABC, punctul M este mijlocul laturii BC. Fie MN L AB si MP L AC, ¢
cuN e ABsi P e AC. Stiind ca BC = 2 - AM, aratati ca AM = NP.

Demonstratie:
Din ipoteza, rezulta ca AM este mediana in triunghiul ABC. Tinand cont ca M
BC=2 - AM, rezulta ca triunghiul ABC este dreptunghic in A, deci «BAC=90°
(Figura 8). Cum MN L AB si MP L AC, rezulta <MNA =90° si <MPA =90°. Avand
trei unghiuri drepte, patrulaterul APMN este dreptunghi si atunci AM = NP.

In cercul C(0, r), coardele AC si BD sunt diametre. Ar&tati ca patrulaterul ABCD
este dreptunghi.

Demonstratie:

Intrucat AC si BD sunt diametre, centrul O al cercului este atat mijlocul segmen-
tului AC, cat si mijlocul segmentului BD (Figura 9). Ca urmare, ABCD este para-
lelogram. Tinand cont ca AC =BD = 2r, diagonalele paralelogramului ABCD sunt
congruente, deci ABCD este dreptunghi.

Se considera paralelogramul ABCD, cu «BAD=120°, AB=8cm si AD=4cm.
Bisectoarea unghiului BAD intersecteaza dreptele DC si BC in punctele E, respec-
tiv F. Aratati ca patrulaterul ACFD este dreptunghi.

Figura 9

Demonstratie:
Semidreapta AE este bisectoarea unghiului BAD, deci <BAF=120°: 2 =60°.

A B
In paralelogramul ABCD, unghiurile BAD si ABF sunt suplementare si, cum
<BAD =120°, rezulta ca <ABF = 60° (Figura 10).
Din ipoteza rezultd AD || BC si BC = AD = 4 cm. Cum ¥<BAF = <ABF = 60°, triunghiul DWC
F

ABF este echilateral,deciAF=BF =AB=8 cm.AtunciCF=BF—-BC=8cm—-4cm=
=4 cm = AD. Deoarece BC = CF, punctul C este mijlocul segmentului BF, deci AC
este mediand Tn AABF echilateral. Rezulta ca AC este si Tnaltime in AABF, deci
AC L BF, de unde <ACF =90°. Deoarece AD || CF si AD = CF, rezulta ca ACFD este

paralelogram. Cum <ACF = 90°, deducem ca ACFD este dreptunghi. g iy

Punctul H este ortocentrul triunghiului ascutitunghic ABC, iar punctele M, N, P,
Q sunt mijloacele segmentelor AB, AH, CH, respectiv BC. Aratati ca patrulaterul A
MNPQ este dreptunghi.

Demonstratie: ‘

Segmentul MQ este linie mijlocie Tn AABC, deci MQ || AC si AC=2-MQ (1). ‘

Segmentul NP este linie mijlocie Tn AAHC, deci NP || AC si AC =2 - NP (2). Din rela-

tiile (1) si (2) rezulta ca patrulaterul MNPQ este paralelogram (Figura 11). Cum \

H este ortocentrul triunghiului ABC, rezulta ca BH este inaltime Tn AABC, deci ‘

BH L AC. Dar NP || AC, deci BH L NP. De asemenea, avem MN || BH, intrucat MN 0 C

este linie mijlocie Tn triunghiul ABH. Ca urmare, MN L NP, deci <MNP =90°, de Figura 11
unde rezulta ca paralelogramul MNPQ este dreptunghi.

(o]
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Probleme propuse
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1.

10.

11.

12.

M

Se considera dreptunghiul MNPQ din Figura 12, MP ~ NQ = {A}. Precizati valoarea de adevar a urmatoarelor
propozitii:

a. Diagonalele dreptunghiului sunt MP si NQ. M N

b. Segmentele AM si AN sunt congruente.
c. Latimile dreptunghiului MNPQ sunt NP si NA.
d. <MPQ + <PNQ =90°.
e. NA este mediana in triunghiul MNP.
f. Unghiurile $PMQ si <PNQ sunt congruente.
. In dreptunghiul ABCD avem AC = 5 cm. Calculati 2 - AC+ 3 - BD.

. Daca lungimea diagonalei AC a dreptunghiului ABCD este egala cu 7 cm, atunci calculati lungimea segmentu-
lui OD, unde AC ~ BD = {0}.

. Se considera dreptunghiul ABCD cu AB=10cm si BC=6 cm. Bisectoarea unghiului <ABC intersecteaza
latura CD Tn punctul M. Determinati lungimea segmentului DM.

- In dreptunghiul ABCD, <DOC = 120°, {0} = AC ~ BD si BD = 8 cm. Calculati perimetrul triunghiului BOC.

. Seiau punctele Msi N pe laturile AB si CD ale dreptunghiului ABCD astfel incat MB = DN. Demonstrati ca patru-
laterul AMCN este paralelogram.

Figura 12

. In dreptunghiul ABCD, <ACD = 30°, iar punctul £ este simetricul punctului C fat4 de punctul B. Demonstrati ca
triunghiul ACE este echilateral.

. In patrulaterul convex ABCD, diagonalele sunt perpendiculare si punctele M, N, P, Q sunt mijloacele laturi-
lor AB, BC, CD si respectiv DA. Demonstrati ca patrulaterul MNPQ este dreptunghi.

. Aratati ca picioarele perpendicularelor construite din varfurile unui dreptunghi pe diagonalele sale sunt varfu-
rile unui dreptunghi.

Demonstrati ca bisectoarele unghiurilor unui dreptunghi determina pe diagonalele dreptunghiului varfurile
unui dreptunghi.

In paralelogramul ABCD, punctele E si F sunt simetricele punctelor D, respectiv B fatd de dreapta AC.
Demonstrati ca patrulaterul DEBF este dreptunghi.

In exteriorul dreptunghiului ABCD se construiesc triunghiurile echilaterale ABM si BCP. Demonstrati c&
segmentele MD si AP sunt congruente.

initest

1. In dreptunghiul ABCD, AC ~ BD = {0} si <BDC = 40°.

Determinati masurile unghiurilor <ADB, <DOC si <BAC. (3p)

. In exteriorul dreptunghiului ABCD se construiesc triunghiurile dreptunghice isoscele ABM si BCT, <M = < T = 90°.

Se stiecaAB=10cmsiBC=6cm.
a. Demonstrati ca punctele M, B si T sunt coliniare.
b. Aratati ca triunghiul MDC este isoscel.

c. Calculati distanta de la punctul M la dreapta DC si distanta de la punctul T la dreapta AD. (3p)

. Se considera dreptunghiul ABCD. Daca <ADB =60°, AH L BD, H € BD si DH =8 cm, atunci calculati lungimea

diagonalei BD. (3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.



Lectia 5: Rombul. Proprietati

Cuvinte-cheie

romb bisectoare mediatoare perpendiculare consecutive congruente

Fata de masa din imaginea alaturata este decorata cu motive
traditionale romanesti. Figurile geometrice reprezentate Th ea sunt
paralelograme particulare, in care oricare doua laturi consecutive
sunt congruente.

De retinut

Definitie. Paralelogramul cu doua laturi consecutive congruente se
numeste romb.

In Figura 1 este reprezentat rombul ABCD. B
Figura 1
Stiati ca...? @
Cuvantul romb provine din limba greaca, in care rhombos inseamna ,,sfarleaza”.

Proprietatile rombului
De retinut

Fiind un paralelogram, intr-un romb:
- laturile opuse sunt paralele si congruente, doua cate dous;
« unghiurile opuse sunt congruente, doua cate doua, iar unghiurile consecutive sunt suplementare;
- diagonalele au acelasi mijloc.

Fiind un paralelogram particular, rombul are si proprietati specifice.

Teorema 1. Toate laturile rombului sunt congruente.

Ipoteza:  ABCD este romb.

Concluzie: AB=BC=CD=DA

Demonstratie:

Conform definitiei, rombul are doua laturi consecutive congruente; de exemplu, AB = BC.

Fiind paralelogram, laturile opuse ale patrulaterului ABCD sunt congruente doua cate doua, deci AB=CD si
BC = DA. Folosind tranzitivitatea relatiei de congruenta, rezulta ca AB=BC = CD = DA.

Reciproca teoremei 1. Daca intr-un patrulater convex toate laturile sunt congruente, atunci acesta este romb.
Ipoteza:  ABCD este patrulater convex.

AB=BC=CD=DA
Concluzie: ABCD este romb.
Demonstratie:
Deoarece AB = CD si DA = BC, deducem ca patrulaterul ABCD este paralelogram. Avand doua laturi consecutive
congruente, de exemplu AB = BC, rezulta ca patrulaterul ABCD este romb.

Teorema 2. Diagonalele rombului sunt perpendiculare.

A-/L\C Ipotezd:  ABCD este romb.
—\l/ Concluzie: AC L BD

B
Figura 2

115



116

Demonstratie:

Notam AC N BD = {0} (vezi Figura 2). Deoarece ABCD este romb, rezulta ca AB = AD, deci triunghiul ABD este
isoscel de baza BD. Intrucat punctul O este mijlocul diagonalei BD, rezultd ci AO este mediana in triunghiul
isoscel ABD, deci este si inaltime. Ca urmare, AO L BD, adica AC L BD.

Reciproca teoremei 2. Daca intr-un paralelogram diagonalele sunt perpendiculare, atunci acesta este romb.
Ipoteza:  ABCD este paralelogram.

AC 1L BD
Concluzie: ABCD este romb.

Demonstratie:

Notand AC n BD = {0} si avand in vedere ca ABCD este paralelogram, rezulta cd O este mijlocul diagonalei BD,
deci AO este mediana in triunghiul ABD (1).

Din ipoteza, cum AC L BD, rezulta cad AO L BD, deci AO este si inaltime in triunghiul ABD (2).

Din relatiile (1) si (2) rezulta ca triunghiul ABD este isoscel de baza BD si atunci AB = AD. Astfel, paralelogramul
ABCD are doua laturi consecutive congruente si, conform definitiei, este romb.

Teorema 3. Intr-un romb, diagonalele sunt bisectoarele unghiurilor sale.
Ipoteza:  ABCD este romb.
Concluzie: <BAC= «DAC, <BCA = <DCA

<ABD = <CBD, <ADB = <CDB

Demonstratie:

In triunghiurile ABC si ADC avem AB = AD si BC = DC (din propriet&tile rombului), precum si AC=AC (ca latura
comunad). Ca urmare, AABC = AADC (cazul L.L.L.), deci «BAC = <DAC si ¥BCA = <DCA.

Asemanator, se arata ca AABD = ACBD (cazul L.L.L.), de unde reiese ca <ABD = <CBD si <ADB = <CDB.

Reciproca teoremei 3. Daca intr-un paralelogram o diagonala este bisectoarea unui unghi, atunci acesta este
romb.

/[\ Ipoteza:  ABCD este paralelogram.
A \A/C AC este bisectoarea unghiului BAD.
Concluzie: ABCD este romb.

B
Figura 3

Demonstratie:

DinAB || CDrezultd ca <BAC = <ACD, caunghiurialterneinterne. Similar,din AD || BC deducem ca <DAC = <ACB.
Deoarece <BAC = <DAC (conform ipotezei), deducem ca <ACB = <ACD.

In triunghiurile BAC si DAC avem <BAC = <DAC, AC=AC si ¥ACB= %ACD. Ca urmare, AABC = AADC (cazul
U.L.U.), de unde rezulta ca AB = AD. Asadar, paralelogramul ABCD are doua laturi consecutive congruente, deci
este romb (Figura 3).

Mate practica

Dorim sa acoperim o curte cu pavele de acelasi fel, in forma de romb, ca in Figura 4. Pavelele se aranjeaza in
seturi de cate trei, cain Figura 5. Determinati masura unghiului BPD.

Figura 4 Figura 5
Indicatie. Unghiurile congruente BPF, BPD si DPF sunt unghiuriin jurul punctului P.



Modalitati uzuale de constructie a unui romb

1. Utilizand reciproca teoremei 2 2. Utilizand un triunghi isoscel

Desenam doud segmente necongruente, care au Desenam un triunghi isoscel, care nu este drept-
acelasi mijloc, iar masura unghiului dintre cele douda  unghic: varfurile lui vor fi trei dintre varfurile rombu-
segmente sa fie de 90°. Cele patru extremitati ale  lui. Construim simetricul varfului opus bazei fata de
celor doud segmente sunt varfurile rombului. aceasta, obtinand cel de-al patrulea varf al rombului.

Observatii

A
1. Un romb are doua axe de simetrie, si anume diagonalele rombului.
2. Punctul de intersectie a diagonalelor rombului (adica intersectia axelor de simetrie)
este centrul de simetrie al rombului. c G
Asadar, privind rombul ca multimea punctelor aflate pe laturile sale, rezulta ca: o
D B
F
C

« simetricul unui punct al rombului fata de oricare dintre diagonalele sale este tot un
punct al rombului;

« simetricul unui punct al rombului fata de punctul de intersectie al diagonalelor apartine
rombului.

De exemplu, Tn Figura 6, punctul E este situat pe latura AD a rombului ABCD. Simetricul
punctului £ fata de dreapta AC (axa de simetrie a rombului) este punctul G, aflat pe latura
AB, iar simetricul lui E fata de centrul de simetrie O este punctul F, situat pe latura BC. Figura 6

Activitate practica

@ Desenati pe o coala de hartie un romb si notati-l ABCD. Construiti diagonalele si notati cu O punctul lor de
intersectie. Decupati cele patru triunghiuri dreptunghice obtinute, AOB, BOC, COD si DOA.
Construiti cu ajutorul celor patru triunghiuri un dreptunghi, respectiv un paralelogram.

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Punctele A, B, D, C apartin cercului C(O, r), in aceasta ordine, astfel incat punc- A

tele A si D sunt diametral opuse, iar dreapta BC este mediatoarea razei OA.

Aratati ca patrulaterul ABOC este romb. B ¢
Demonstratie: o

Cum A si D sunt puncte diametral opuse, AD este diametru, deci centrul O

al cercului apartine segmentului AD. Segmentele OB si OC sunt raze, deci
OB =0C (Figura 7).

Deoarece dreapta BC este mediatoarea razei OA, rezulta ca d(B, A) =d(B, 0), D
adica BA=BO, respectiv d(C,A)=d(C, 0), adica CA=CO. In consecinta, Figura 7
AB = 0B =0C = CA, deci patrulaterul ABOC este romb.
2. In dreptunghiul ABCD se noteaza cu E, F, G si H mijloacele laturilor AB, BC, A E B

CD si respectiv DA.
Aratati ca patrulaterul EFGH este romb.

Demonstratie: A F
Segmentul EH este linie mijlocie in triunghiul ABD, iar segmentul FG este linie

mijlocie in triunghiul BCD (Figura 8). Ca urmare, HE || BD si BD = 2 - HE, respec-  p G C
tiv FG || BD si BD =2 - FG. Prin tranzitivitate, HE || FG, respectiv HE = FG, deci Figura 8

patrulaterul EFGH este paralelogram.
Segmentul EF este linie mijlocie n triunghiul ABC; prin urmare AC = 2 - EF. Patrulaterul ABCD este dreptunghi,
deciAC=BD.CumBD =2 - HEsiAC=2 - EF, deducem ca EF = HE, deci EFGH este romb.

3. Unghiul A al rombului ABCD are masura de 60°. Din punctul D se construieste DE L BC, E € BC, si se prelungeste
cu un segment EF congruent cu DE. Aratati ca:
a. patrulaterul BFCD este romb;
b. punctele A, B, F sunt coliniare.
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Demonstratie:

D

Deoarece BC=CD si <BCD = <BAD =60°, deducem ca triunghiul BCD

este echilateral (Figura 9). Din ipoteza, DE | BC, adica DE este inaltime

si, in consecinta, este si mediana in triunghiul echilateral BCD. Asadar, A C
B

BE = EC. Deoarece EF = DE si BE = EC rezulta ca patrulaterul BFCD este
paralelogram si, tinand cont ca DF 1 BC, deducem ca acesta este romb.
Cum BFCD este romb, avem BF || CD. Intrucat BA || CD si B este punct
exterior dreptei CD, din axioma paralelelor rezulta ca dreptele BA si BF
coincid si atunci punctele A, B, F sunt coliniare.

Figura 9 F

In triunghiul ABC, dreptunghicin A, cu <C = 30°, AD este iniltime, D e BC.
Dreapta EF este mediatoarea laturii BC,cuF € ACsiE e BC,iarAD n BF = {H}.

Aratati ca semidreapta BF este bisectoarea unghiului ABE.

Demonstrati ca patrulaterul AHEF este romb. A

. v

Demonstratie: » F

Dreapta EF este mediatoarea laturii BC = d(F, B)=d(F,C) = FB=FC =

= AFBC este isoscel de baza BC = «FBC=<4C = <FBC=<C=30° 4

(Figura 10).

AABC este dreptunghic in A, cu «C=30°, deci <ABC=60°. Atunci B D El C

<ABF = 60° — 30° =30° = <FBC, adica semidreapta BF este bisectoarea Figura 10

unghiului ABE (1).

Deoarece AABC este dreptunghicTn A, cu <C=30°, rezultd ca BC = 2 - AB, iar pentru ca EF este mediatoarea
laturii BC, rezulta ca punctul £ este mijlocul laturii BC, ceea ce implica BC = 2 - BE. Din relatiile BC=2 - AB si
BC =2 - BE, obtinem AB = BE si, in consecinta, triunghiul ABE este isoscel. Avand unghiul ABC cu masura de
60°, deducem ca triunghiul ABE este echilateral. Deoarece semidreapta BF este bisectoare in triunghiul ABE
echilateral, rezult c& BF este inaltime Tn acest triunghi si atunci BF L AE. In triunghiul ABC, AD este inaltime
si deci AD L BC, echivalent cu AD L BE, ceea ce inseamné c& AD este inaltime si in triunghiul ABE. In AABE,
AD si BF sunt inaltimi, AD n BF = {H} si atunci punctul H este ortocentrul triunghiului ABE. Deci EH este
a treia inaltime a triunghiului ABE si rezulta EH L AB.

Deoarece EH L AB si AC L AB, obtinem ca EH || AF. Dreapta EF este mediatoarea laturii BC, deci EF L BC.
Din EF L BC si AD 1 BC rezulta ca EF || AH. In patrulaterul AHEF, EH || AF, EF || AH, de unde deducem c&
AHEF este paralelogram si, tinand cont ca BF | AE, rezulta ca patrulaterul AHEF este romb.

Probleme propuse

118

.

Dati exemple de romburi intalnite n viata cotidiana (in drum spre scoald, in clasa, in curtea scolii, acasa etc.).

Se considerd rombul ABCD din Figura 11, AC n BD = {0}. Precizati valoarea de A
adevar a urmatoarelor propozitii:
<AOD =90°;
triunghiul ADC este isoscel;
dreapta BD nu este mediatoarea segmentului AC; D o B
triunghiul AOD este echilateral;
punctul C se afla pe mediatoarea segmentului BD;
<DCO + <ABD > 90°.
In rombul ABCD avem AC~BD={0} si <BAC=40°. Determinati masurile c
unghiurilor BAD, ADC, DBC, DOC, ACB. Figurall

Lungimea laturii rombului ABCD este egala cu 9 cm. Calculati lungimea diagonalei BD stiind ca <ABC = 120°.

Se considerd rombul ABCD, AC ~ BD = {0} astfel incat distanta de la punctul O la dreapta AB este egala cu
7 cm. Calculati distanta de la punctul D la dreapta AB.



Se considera triunghiul echilateral ABC din Figura 12. Punctele D, E si F sunt A
mijloacele laturilor AB, BC si AC.

Aratati ca patrulaterul ADEF este romb.

Identificati celelalte romburi din figura data si justificati raspunsul. D F

In rombul ABCD, AC ~ BD = {0}, <BAC = 30° i DO = 8 cm.
Calculati suma lungimilor laturilor rombului ABCD.

B E
Determinati distanta de la varful D la dreapta AB. Figura 12

Se considera dreptunghiul ABCD, AC~BD={0}. Fie punctul M simetricul
punctului O fata de dreapta AD. Demonstrati ca:

O

patrulaterul AODM este romb;
patrulaterul ABOM este paralelogram.

Lungimea laturii unui romb este egald cu 6,25 cm. Perimetrul unui dreptunghi este de doua ori mai mare decat
suma lungimilor laturilor acestui romb.

Aratati ca perimetrul dreptunghiului este egal cu 50 cm.
Determinati dimensiunile dreptunghiului, stiind ca latimea este un sfert din lungime.

In triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°, punctul M este mijlocul segmentului BC. Paralela prin A la dreapta
BC intersecteaza paralela prin B la dreapta AM in punctul N. Demonstrati ca patrulaterul AMBN este romb.

Pe laturile AD si DC ale unui romb ABCD se construiesc, in exteriorul rombului, triunghiurile echilaterale ADF
si CDE.

Aratati ca triunghiurile BDE si BDF sunt congruente.
Demonstrati ca triunghiul BEF este echilateral.

Stiind ca media aritmetica a lungimilor a trei laturi consecutive ale unui paralelogram este egala cu lungimea
celei de-a patra laturi, demonstrati ca paralelogramul este romb.

In rombul ABCD se considera punctele E, F, G si H mijloacele laturilor AB, BC, CD si DA. Demonstrati ca patru-
laterul EFGH este dreptunghi.

Se considera rombul ABCD cu <BAD = 60° si AC=12 cm.
Aratati ca distanta de la punctul C la dreapta AB este egala cu 6 cm.
Calculati distanta de la punctul A la dreapta BC.

Se considera romburile ABCD si ABEF astfel incat unghiurile BAD si BAF sunt congruente, iar punctele D si E
se afla de o parte si de alta a dreptei AB. Demonstrati ca dreptele AB si CE sunt perpendiculare.

Se considera paralelogramul ABCD, <A < 90° si punctele M si Q pe semidreptele CB, respectiv CD, astfel incat
<CAB = <MAB, <CAD = <QAD. Daca AQ = AM, demonstrati ca CQ = CM.

Minitest

1. In rombul ABCD, AC n BD = {0} si <BDC = 50°. Determinati masurile unghiurilor <ADB, <DOC si <BAC.

2. 1In triunghiul ABC, bisectoarea unghiului A intersecteaza latura BC in punctul D. Fie DE || AC, E € AB si DF || AB,

F € AC. Demonstrati ca AEDF este romb.
3. Se considera rombul ABCD cu <BAD = 30° si AB =18 cm. Calculati distanta de la punctul A la dreapta BC.

=,
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Lectia 6: Patratul. Proprietati

Cuvinte-cheie

patrat romb simetrie bisectoare

Mate practica

Priviti pictura abstracta din imaginea alaturata. Ce puteti spune despre
lungimile laturilor patrulaterelor din tablou? Dar despre masurile unghiurilor?
Comparati aceste patrulatere cu dreptunghiul, respectiv cu rombul.

De retinut @

Definitie. Dreptunghiul care are doua laturi consecutive congruente se numeste pdtrat. D C
Din definitie rezulta ca patratul este un paralelogram care are doua laturi consecutive
congruente si unghiurile drepte, deci este un caz particular de romb; mai precis, patratul
este rombul cu un unghi drept. Astfel, putem spune ca patrulaterul convex care este si
dreptunghi si romb este patrat. Asadar (Figura 1):
1. daca ABCD este dreptunghi si AB = AD, atunci ABCD este patrat; Asl B
2. dacd ABCD este romb si <A = 90°, atunci ABCD este patrat. Figura 1

perpendiculare dreptunghi

Stiati ca...?

In terminologia matematica romaneasca, denumirea de pdtrat a fost introdusa in anul 1821 de catre carturarul
roman Gheorghe Lazar, intemeietorul Tnvatamantului in limba romana n Tara Romaneasca.

Proprietatile patratului
De retinut
Fiind atat dreptunghi cat si romb (implicit si paralelogram), patratul are toate proprietatile acestora:

P,: Patratul are laturile opuse P,: Patratul are toate laturile P,: Patratul are toate unghiurile
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paralele. congruente. drepte.
D c A B AT 18
R 7 D : C p& DYy

ABCD patrat = AC || BD si AD || BC ABCD este patrat =

= AB=BC=_CD=DA.

P,: Diagonalele patratului se
fnjumatatesc.

BN,
N

@ D €

P.: Diagonalele patratului sunt bisec-
toarele unghiurilor patratului.

A B

ADCB este patrat =
= A0=B0O=CO=DO.

ABCD este patrat = <BAC = <DAC,
<ABD = <CBD.

ABCD este patrat =
= ¥A=<B=<4C=<4D=90°.

P,: Diagonalele patratului sunt con-
gruente si sunt perpendiculare.

A

B

D

€

ABCD patrat = AC=BD si AC L BD.



Pentru a demonstra ca un patrulater este patrat, putem utiliza urmatoarele afirmatii:

Teorema 1. Daca un dreptunghi are diagonalele perpendiculare, atunci acesta este patrat.

D €

A B
Figura 2

Demonstratie:

Ipoteza:  ABCD este dreptunghi.
AC 1L BD

Concluzie: ABCD este patrat.

Deoarece ABCD este dreptunghi, deducem ca patrulaterul ABCD este paralelogram (Figura 2).
Patrulaterul ABCD este paralelogram, cu AC L BD, deci este romb; asadar AB = AD.
Cum ABCD este dreptunghi, cu AB=AD, conform definitiei, rezulta ca ABCD este patrat.

Teorema 2. Daca intr-un dreptunghi o diagonala este bisectoarea unui unghi, atunci acesta este patrat.

D ©
Ipoteza:  ABCD este dreptunghi.
AC este bisectoarea unghiului BAD.
Concluzie: ABCD este patrat.
A B
Figura 3

Demonstratie:

Fiind dreptunghi, patrulaterul ABCD este si paralelogram (Figura 3). Deoarece semidreapta AC este bisectoarea

unghiului BAD, rezulta ca ABCD este romb, deci AB = AD.

In dreptunghiul ABCD avem AB = AD deci, conform definitiei, ABCD este pétrat.

Teorema 3. Daca un romb are diagonalele congruente, atunci acesta este patrat.

D @
Ipoteza:  ABCD este romb.
AC = BD
Concluzie: ABCD este patrat.
A B
Figura 4
Demonstratie:

Fiind romb, patrulaterul ABCD este paralelogram si AB = AD (Figura 4).
Patrulaterul ABCD este paralelogram, cu AC = BD, si atunci este dreptunghi.

Deci ABCD este dreptunghi, cu AB = AD, si n consecinta rezulta ca ABCD este patrat.

Centrul de simetrie. Axele de simetrie ale patratului

Situatie-problema
@ Fie ABCD patrat, cu AC n BD = {0}.

Fiind un paralelogram particular, patratul admite ca centru de simetrie punctul

de intersectie al diagonalelor, adica punctul O.

Patratul admite patru axe de simetrie: mediatoarele laturilor sale si dreptele ce G

includ diagonalele. Astfel, pentru patratul ABCD din Figura 5:
- mediatoarele laturilor sale (dreptele EF si GH) sunt axe de simetrie;
- dreptele AC si BD, ce includ diagonalele sale, sunt axe de simetrie.

F C
H
0
E B
Figura 5
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Modalitati uzuale pentru constructia unui patrat

1. Utilizand teorema 1 2. Utilizand un triunghi dreptunghic isoscel
Desenam doua segmente congruente, care au ace- Desenam un triunghi dreptunghic isoscel: varfu-

lasi mijloc, astfel Tncat masura unghiului dintre cele  rile lui vor fi trei dintre varfurile patratului. Construim

doua segmente sa fie de 90°. simetricul varfului opus bazei triunghiului isoscel fata
Cele patru extremitati ale celor doua segmente sunt  de aceasta, obtinand cel de-al patrulea varf al patra-

varfurile patratului. tului.

Joc

Tangramul este un foarte vechi joc de puzzle, cunoscut sub denumiri ca ,,patratul magic” sau ,,placheta celor
sapte siretlicuri”. Jucatorul utilizeaza sapte piese: cinci triunghiuri dreptunghice isoscele, un patrat si un parale-
logram, pentru a crea sute de figuri. In realizarea figurilor, piesele trebuie si se atinga fard a se suprapune.

Realizati propriul vostrul tangram din carton sau hartie si incercati sa obtineti figuri precum cele de mai jos.

D"‘ >

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Punctul I este centrul cercului Tnscris Tn triunghiul ABC, dreptunghic Tn A, A
iarID L AC,IE L AB,cuD € ACsi E € AB.
Aratati ca patrulaterul ADIE este patrat. E S
Demonstratie: I
Deoarece punctul I este centrul cercului inscris n triunghiul ABC, rezulta ca
semidreapta AI este bisectoarea unghiului BAC (Figura 6) (1). B . C
Triunghiul ABC este dreptunghic in A, ID L AC, IE L AB, deci <BAC = <ADI= Figura 6
= JAEI = 90° si atunci patrulaterul ADIE este dreptunghi (2).
Din relatiile (1) si (2) rezulta ca patrulaterul ADIE este patrat.

2. Pe laturile AB, BC, CD si DA ale patratului ABCD se considera punctele E, F, G, A E B
respectiv H, astfel incat AE =BF =CG = DH. Aratati ca dreptele EG si FH sunt
perpendiculare. H
Demonstratie: E
Patrulaterul ABCD este patrat, deci <A=<4B=<4C=<D=90° (1) si AD=AB=
=BC=CD (2) (Figura 7). D G 1o
Din ipoteza, AE = BF =CG = DH (3). Din relatiile (2) si (3) rezulta cd AD—-DH = Figura 7

=AB-AE=BC-BF=CD-CG < AH=BE=CF=DG (4).

Din relatia (1) rezulta ca triunghiurile AEH, BFE, CGF si DHG sunt dreptunghice in A, B, C, respectiv D (5).
Din relatiile (3), (4) si (5), rezultd AAEH = ABFE = ACGF = ADHG (C.C.). Deci HE = EF = FG = GH si atunci patrula-
terul EFGH este romb, ceea ce implica EG L HF.

3. In cercul C(0, n, AC si BD sunt diametre perpendiculare. D

Aratati ca patrulaterul ABCD este patrat.

Demonstratie: A
Deoarece AC si BD sunt diametre in cercul C(O, r), deducem ca AC N BD = {0} si

AC =BD (Figura 8). De asemenea, rezulta ca punctul O este mijlocul segmente-

lor AC si BD, deci patrulaterul ABCD este paralelogram. Tinand cont ca n acest B
paralelogram AC = BD, deducem ca ABCD este dreptunghi. Deoarece dreptunghiul Figura 8
ABCD are diagonalele AC si BD perpendiculare, rezulta ca ABCD este patrat.

N
7
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Se considera patratul ABCD si triunghiul echila-

teral ABM. A B D A
Daca punctul M este in interiorul patratului
ABCD, atunci calculati masura unghiului MCD. M
Daca punctul M este in exteriorul patratului
ABCD, atunci calculati masura unghiului MCD. M
Demonstratie: D c ¢ B
AABM este echilateral = AB=AM=BM (1) si Figura 9 Figura 10

<XABM =60° (2).
Deoarece ABCD este patrat rezulta ca AB=BC (3) si ¥ABC= <BCD=90° (4). Din relatiile (1) si (3) rezulta ca
BM = BC si, in consecintd, triunghiul BMC este isoscel de baza MC (5).

Utilizam figura 9.

Din relatiile (2) si (4) rezulta ca «CBM =30° (6).

180°-«CBM 180°-30°

Din relatiile (5) si (6) rezulta ca «BCM = <«BMC = >

=75°.
Atunci ¥MCD = <BCD — ¥BCM =90° — 75° = 15°.

Utilizdm Figura 10. Din relatiile (2) si (4) rezulta ca «CBM=150° (7). Din relatiile (5) si (7) rezulta ca

180°-«CBM 180°-150°

<«<BCM = «BMC = =15°. Atunci <MCD = <BCD — <BCM =90° — 15° =75°.

2 2
In exteriorul patratului ABCD, cu AC N BD = {0}, se consider& un punct E, astfel incat
punctele A, C, E sunt coliniare, in aceasta ordine, si <BED = 60°. Aratati ca triunghiul E
BED este echilateral. b C
Demonstratie:
Deoarece ABCD este patrat, cu AC~ BD = {0}, rezulta ci CA L BD si punctul O este
mijlocul diagonalei BD (Figura 11). Atunci dreapta AC este mediatoarea segmentului 0
BD si, cum E € AC, rezultd ca d(E, B) =d(E, D) < EB=ED < EB=ED = ABED este
isoscel. A B
Deoarece triunghiul BED este isoscel, cu <BED = 60°, deducem ca triunghiul BED Figura11

este echilateral.

Probleme propuse

Precizati valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:
Daca ABCD este romb si AC = BD, atunci ABCD este patrat.
Daca ABCD este romb si <DAC = 45°, atunci ABCD este patrat.
In patratul ABCD, <ABD + <DCA = 90°.
Daca E apartine laturii AD a patratului ABCD, atunci simetricul lui £ fata de AC se afla pe segmentul BC.
Daca E apartine laturii AD a patratului ABCD, atunci simetricul lui E fata de BD se afla pe segmentul DC.
Daca ABCD este patrat, AC n BD = {0} si AO = 2 cm, atunci AC + BD =8 cm.
Un dreptunghi MNPQ cu <PMN = 45° este patrat.
In dreptunghiul ABCD, cu AB =2 - BC, se considera punctele M si P mijloacele laturilor AB si DC.
Demonstrati ca patrulaterele AMPD si BCPM sunt patrate.
Calculati masura <ABP.
Dacd AP N MD ={0,}, MC n BP={0,} si 0,0,=9 cm, atunci calculati perimetrul dreptunghiului ABCD.
Se considera patratul ABCD si punctele M si P mijloacele laturilor AB si AD. Demonstrati ca patrulaterul
AMOP este patrat, unde AC » BD = {O}.

Se considera patratul ABCD, ACBD = {O} Fie punctul P mijlocul segmentului AO si punctul S mijlocul
laturii AD. Daca OS n DP = {M} si AB =12 cm, atunci calculati lungimea segmentului OM.
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8.

10.

M

1.

2.

3.

. Se considera 0,, 0,, O, centrele patratelor construite in exteriorul triunghiului echilateral ABC, pe laturile BC,
AC si respectiv AB.

a. Aratati ca triunghiul 0,0,0, este echilateral, cu laturile respectiv paralele cu cele ale triunghiului ABC.
b. Determinati masura unghiului dintre dreptele AO, si CO,.

. a. In Figura 12, patrulaterul ABMP este patrat. In interiorul patratului se iau punc- P M
tele Csi D astfelincat AB || DC, AD = BC si <ADC = 135°. Demonstrati ca punctele
A, D, M sunt coliniare.

b. Demonstrati ca DP = CM. D c

c. Daca punctul de intersectie al dreptelor DP si CM apartine dreptei AB, calculati %
A B

Figura 12

. In exteriorul patratului ABCD se construiesc patratele BCMP si DCSQ. Demonstrati
ca punctele P, C, Q sunt coliniare si patrulaterul BMSD este patrat.

Se considera patratul ABCD de latura 6 cm si punctele M, N, P si Q pe laturile AB, BC, CD, respectiv DA astfel
incat AM=BN=CP=DQ =4 cm.

a. Aratati ca MNPQ este romb.
b. Demonstrati ca dreptele MP, BD si NQ sunt concurente.

. In patratul ABCD, consideram punctul P pe diagonala BD, astfel Tncat DP < PB. Perpendiculara in P pe
dreapta BD intersecteaza dreapta DC Tn Q si dreapta BC in R. Demonstrati cad BQ L DR.

In exteriorul triunghiului ABC se contruiesc patratele ACMP si ABRT. Demonstrati ca segmentele TC si BP sunt
congruente.

initest

Se considera patratul ABCD, AC nBD = {0} si BO +DC =11 cm. Calculati suma AB + BC + CD + DA + AC + BD.
(3p)

In exteriorul patratului ABCD se construiesc dreptunghiurile ABMP si BCSQ, astfel incat AP = CS. Demonstrati

ca dreptele MQ si AC sunt paralele. (3p)

Cu ajutorul a cinci patrate cu latura de 4 cm se construieste un dreptunghi ABCD. Calculati perimetrul dreptun-
ghiului ABCD. (3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.



Lectia 7: Trapezul: clasificare, proprietati.
Linia mijlocie Tn trapez
Cuvinte-cheie

trapez neparalele isoscel linie mijlocie semisuma semidiferenta

Mate practica

La circ, pe langa jonglerii simomente amuzante, exista numeroase acrobatii spectaculoase. Unii dintre acrobati
evolueaza la un aparat format din doua laturi paralele si doua laturi neparalele, numit trapez.

De retinut

Definitie. Patrulaterul care are doua laturi paralele si celelalte doua neparalele se D C
numeste trapez.

Laturile paralele ale unui trapez sunt laturi opuse, au lungimi diferite si se numesc baze.

In Figura 1, laturile paralele ale trapezului ABCD sunt AB si CD, iar laturile neparalele
sunt AD si BC. A

Deoarece AB > CD, vom spune ca AB este baza mare, iar CD este baza micd. Figura 1

Stiati ca...?
Cuvantul trapez provine din cuvantul in limba greaca trapezion. Denumirea de trapez a fost folosita pentru
prima data n secolul IV 7.e.n.

Exemple
1. Identificati trapezele din imaginile de mai jos:
@ Acoperisul unei case Razatoare pentru legume Poset3

2. In Figura 2, punctele M, D si P sunt mijloacele laturilor AB, BC si AC in triunghiul ABC, deci
segmentele MD, DP si PM sunt liniile mijlocii ale triunghiului ABC.
Din proprietatea liniei mijlocii, avem MD || AC, DP || AB, MP || BC. M P
In patrulaterul MBCP, avem MP || BC si BM # CP (deoarece BM si CP sunt concurente Tn A),
deci BCPM este trapez. Analog deducem ca ABDP si ACDM sunt trapeze.

Proprietatile trapezului

Teorema 1. Intr-un trapez, unghiurile aldturate uneia Teorema 2. Intr-un trapez, fiecare diagonala formeaza

Figura 2

dintre laturile neparalele sunt suplementare. perechi de unghiuri congruente cu bazele trapezului.
D c Ipoteza: D c Ipoteza:
ABCD trapez, AB || CD ABCD trapez, AB || CD
Concluzie: Concluzie:
<BAD + <ADC =180° ¥BAC = <ACD
) 5 <ABC + «BCD =180° ) 5 XABD = «BDC
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In functie de anumite caracteristici ale laturilor neparalele, distingem doua tipuri particulare de trapez.

De retinut 2 <
Definitie. Trapezul in care una dintre laturile neparalele este perpendiculara pe
baze se numeste trapez dreptunghic.
;n Figura 3, ABCD este un trapez dreptunghic, cu AB || CD si AD 1 AB, AD | DC. A—l 2
Intrucat bazele sunt paralele, este suficient ca una dintre laturile neparalele sa fie Figura 3
perpendiculara pe una dintre baze pentru ca trapezul sa fie dreptunghic. D >
Cu alte cuvinte, un trapez care are un unghi drept este trapez dreptunghic.
Intr-adevar, dacaintrapezul ABCDavem AB || CD si <A =90° cum <A + <D =180°,
rezulta ca <D =90°, adica AD L AB si AD L DC.
Definitie. Trapezul cu laturile neparalele congruente se numeste trapez isoscel. A B
In Figura 4, trapezul ABCD, cu AB || CD si AD = BC, este un trapez isoscel. Figura 4

Proprietatile trapezului isoscel

De retinut

Teorema 3. Intr-un trapez isoscel, unghiurile aliturate unei baze sunt congruente.

D C
D Ipoteza:  ABCD trapez, AB || CD
AD=BC
Concluzie: <DAB= <ABC
A E B <ADC = <BCD
Figura 5

Demonstratie:

Presupunem ca AB > CD (cazul AB < CD este analog). Construim CE || AD, cu E € AB (Figura 5). Deoarece AE || CD
si CE || AD, patrulaterul AECD este paralelogram, deci AD = EC. Cum AD = BC, rezulta ca BC = CE, deci triunghiul
CBE este isoscel de baza BE. in consecintd, <CEB = <ABC si, cum <DAB = <CEB (ca unghiuri corespondente
formate de dreptele paralele AD si CE cu secanta AB), rezulta ca <«DAB = <ABC. Deoarece unghiurile alaturate
unei laturi neparalele sunt suplementare, obtinem ¥ADC = 180° — <DAB =180° — <ABC = %BCD.

Reciproca teoremei 3. Daca intr-un trapez unghiurile alaturate unei baze sunt congruente, atunci trapezul
este isoscel.

D C
Ipoteza:  ABCD trapez, AB || CD
XA =<B
Concluzie: AD=BC
A E B
Figura 6

Demonstratie:

Presupunem ca AB > CD (cazul AB < CD este analog). Construim CE || AD, cu E € AB (Figura 6).

Deoarece AE || CD si CE || AD, patrulaterul AECD este paralelogram, deci AD = CE.

Cum <DAB= <ABC (din ipotezd) si <DAB= <CEB (unghiuri corespondente), rezultd ca <CEB= <ABC.
Ca urmare, triunghiul CBE este isoscel de baza BE, deci CB = CE si, cum CE = AD, rezulta ca AD = BC.

Teorema 4. Intr-un trapez isoscel, diagonalele sunt congruente.

D C
Ipoteza:  ABCD trapez, AB || CD
AD=BC
Concluzie: AC=BD
A Figura 7 5



Demonstratie:

Comparam triunghiurile ABD si BAC (Figura 7). Avem AD=BC (din ipotezd), AB =BA (laturd comund) si
<CBA = <DAB (deoarece, conform teoremei 3, unghiurile alaturate unei baze a unui trapez isoscel sunt con-

gruente). Ca urmare, AABD = ABAC (cazul L.U.L.), deci AC = BD.

Reciproca teoremei 4. Daca intr-un trapez diagonalele sunt congruente, atunci trapezul este isoscel.

D C
Ipoteza:  ABCD trapez
AB || CD, AC=BD
A B £ Concluzie: AD=BC
Figura 8

Demonstratie:

FieCE || BD,cuE e AB.IntrucatBE || CD si CE || BD, patrulaterul BECD este paralelogram, deci BD = EC (Figura 8).
Cum AC = BD, rezulta CA = CE, adica triunghiul CAE este isoscel de baza AE, deci <EAC = <CEA.
Dar «CEA=<DBA (ca unghiuri corespondente), deci «CAB= «DBA. Deoarece CA=BD (din ipotezad),
XCAB = <DBA si AB = BA, deducem ca ACAB = ADBA (cazul L.U.L.), de unde rezulta ca AD = BC.

Daca ABCD este un trapez isoscel, iar O este punctul de intersectie
a diagonalelor trapezului, atunci triunghiurile OAB si OCD sunt isoscele.

Demonstratie

in triunghiurile ABC si BAD avem AB = BA, BC = AD si AC = BD, deci AABC = ABAD
(Figura 9). Ca urmare, <CAB = <DBA, adica <OAB = <0OBA, de unde rezulta ca
triunghiul OAB este isoscel. Intrucat <OAB = <OCD si *OBA = <0DC (unghiuri
alterne interne), obtinem si «OCD = <0DC, deci si triunghiul OCD este isoscel.

Axa de simetrie a unui trapez isoscel

Fie ABCD un trapez isoscel, cu AB || CD, AB>CD si {O} = AC n BD. Notam cu
E si F mijloacele bazelor AB, respectiv CD (Figura 10).

Deoarece triunghiurile OAB si OCD sunt isoscele, dreapta OE este mediatoarea
segmentului AB, iar dreapta OF este mediatoarea segmentului CD. Din OEF L AB,
OF L CDsi AB || CD, deducem ca punctele E, O si F sunt coliniare.

Asadar, dreapta EF, care uneste mijloacele bazelor unui trapez isoscel, este
mediatoarea comund a bazelor trapezului.

Dreapta EF este axa de simetrie a trapezului isoscel ABCD.

Constructia unui trapez isoscel

Figura 9

Figura 10

Construim un segment AB, de lungime 2a, a >0, si mediatoarea sa, d. Intr-unul din cele doud semiplane
determinate de AB luam un punct oarecare C, astfel Tncat distanta de la punctul C la dreapta d sa fie mai mica
decat q, si construim simetricul lui C fata de dreapta d, pe care il notam cu D. Patrulaterul determinat de punc-

tele A, B, C si D este trapez isoscel cu baza mare AB si baza mica CD.

Linia mijlocie in trapez

De retinut

D Definitie. Segmentul care are ca extremitati mijloacele laturilor neparalele ale unui

trapez se numeste linia mijlocie a trapezului.
In Figura 11:
ABCD este trapez, cu AB || CD

E este mijlocul laturii AD & EF este linia mijlocie a trapezului.
F este mijlocul laturii BC

Figura 11
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De retinut

Teorema 5. Linia mijlocie a trapezului este paralela cu bazele si are lungimea egala cu jumatate din suma
lungimilor bazelor.

D @ o
@ Ipoteza:  ABCD trapez, AB || CD
E este mijlocul laturii AD.
F este mijlocul laturii BC.
5 > 2 Concluzie: EF || AB|| cDsi £F = AB+CD
Figura 12 2
Demonstratie:

Fie DFNAB={G} (Figura 12). Deoarece <DFC= «GFB (unghiuri opuse la varf), CF=BF si <DCF= <GBF
(unghiuri alterne interne), rezulta ca ADCF = AGBF (cazul U.L.U.), deci DF = GF si DC = BG.
Deducem c& F este mijlocul segmentului DG, deci EF este linie mijlocie in triunghiul DAG. In consecint3, EF || AG

si EF=%, de unde rezulta ca EF || DC || AB si EF=%= AB;BG = AB;LCD.

Observatii
1. Teorema 5 arata ca lungimea liniei mijlocii a unui trapez este egala cu media aritmetica a lungimilor bazelor.
2. Au loc urmatoarele afirmatii (reciproce ale teoremei 5):

a. Daca Intr-un trapez ABCD, cu AB || CD, punctul E este mijlocul laturii AD, iar punctul F apartine laturii BC,
astfel Incat EF || AB, atunci punctul F este mijlocul laturii BC.

b. Daca intr-un trapez ABCD, cu AB || CD, punctele E si F apartin laturilor AD, respectiv BC, astfel incat EF || AB

si EF =AB++CD, atunci EF este linie mijlocie in trapezul ABCD.

Stiati ca...? @

Francezul Jules Léotard a introdus trapezul in acroba-
tille prezentate la circ la mijlocul secolului al XIX-lea.
Trapezul a aparut intr-un numar de acrobatie in cadrul
circului Franconi din Paris, apoi, in 1861, la teatrul
Alhambra din Londra.

Portofoliu
Harta conceptuala
1. Defineste trei notiuni cuprinse in aceasta harta. PATRULATER
|
2. Enumera doua idei despre care ai dori sa inveti in con- ¥ Y
tinuare. Patrulater convex Patrulater concav
3. Noteaza o abilitate pe care consideri ca ai dobandit-o ¥ : T
n aceste lectii.
; Paralelogram Trapez
Desenati pe o coala A4 harta din Figura 13 si adau- f_l—* i_l—*
gati-o Tn portofoliul personal Geometria patrulaterului.
Dreptunghi Romb Trapez Trapez isoscel
S ¥ dreptunghic
Patrat
Figura 13

el @
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Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

Triunghiul VAB este isoscel de baza AB, iar punctele C si D apartin laturilor 1%

VB, respectiv VA, astfel incat CD || AB. Aratati ca AC = BD.

Rezolvare:

Deoarece AD si BC nu sunt paralele (fiind concurente in V), din CD || AB D o

si AD t BC, rezultd ca ABCD este trapez (Figura 14). Cum <VAB= <VBA,

rezulta ca <DAB= <CBA, deci ABCD este trapez isoscel si atunci AC = BD. A 5

In trapezul isoscel ABCD, cu AB| CD, se considerd perpendicularele Figura 14
DE 1 ABsi CF L AB,unde E, F € AB. Aratati ca AE =BF :M.

Rezolvare: D ©
Deoarece DE 1 AB, CF L AB, rezulta cd DE || CF si cum EF || CD, deducem ca
patrulaterul CDEF este paralelogram, deci EF = CD (Figura 15).

Cum <AED = <BFC=90°, AD=BC si <DAB= <CBA, triunghiurile AED
si BFC sunt congruente (cazul I.U.), deci AE=BF, de unde rezultd ca [ [ 1

AE—pF - AB-EF _AB-CD Figura 15
2 2
Aratati ca in orice trapez au loc urmatoarele proprietati:
mijloacele diagonalelor trapezului se afla pe linia mijlocie a trapezului;
lungimea segmentului determinat de intersectiile diagonalelor trapezului cu linia sa mijlocie este egala cu
semidiferenta lungimilor bazelor trapezului.

Rezolvare:

Fie ABCD un trapez, cu AB || CD si AB > CD. Notam cu E si F mijloacele latu-
rilor neparalele AD, respectiv BC, si cu M, N mijloacele diagonalelor AC,
respectiv BD (Figura 16). Segmentele EM si FN sunt linii mijlocii in triun-

ghiurile ADC, respectiv BCD, deci EM || DC si EM=C7D, respectiv FN || DC

CD
si FN_T Figura 16

Cum EF este linie mijlocie a trapezului ABCD, rezulta EF || CD. Cum EM || DCsi FN || DC, aplicand axioma para-
lelelor rezulta ca M, N e EF, adica M si N se afla pe linia mijlocie a trapezului.

Deoarece EF:#, avem MN=EF—EM—FN_M—Q—Q M

2 2 2 2
In triunghiul ascutitunghic ABC, cu AB < AC, punctele M, P, Q sunt mijloacele laturilor AB, AC, respectiv BC,

iar AD, D e BC, este Tnaltime. Aratati ca patrulaterul MPQD este trapez isoscel. p

Rezolvare:

Vom arata mai intai ca MPQD este trapez. Segmentul MP este linie mijlocie in
triunghiul ABC, deci MP || BC, adica MP || DQ (Figura 17). Cum dreptele AB si MD
sunt secante, iar PQ || AB (ca linie mijlocie in triunghiul ABC), rezulta ca dreptele
MD si PQ nu sunt paralele. Asadar, MP || DQ si MD  PQ, deci MPQD este trapez.
Deoarece MD este mediana in triunghiul dreptunghic ADB, deducem ca B D Q o

Figura 17
DM = AZB Dar PO=% (din proprietatea liniei mijlocii), deci DM = PQ,

<
R

adica trapezul MPQD este isoscel.

Fie ABCD un paralelogram in care AD > AB. Notam cu E simetricul punctu-
lui D fata de dreapta AC. Aratati ca:

AB = CE; patrulaterul ABEC este trapez isoscel.
Rezolvare:

Deoarece E este simetricul lui D fata de AC, dreapta AC este mediatoa-

rea segmentului DE (Figura 18). Ca urmare, punctul C este egal departat Flgura 18
de capetele segmentului DE, adica CD = CE. Cum AB = CD (intrucat ABCD

este paralelogram), rezulta AB = CE.

\0
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Fie {0} = AC n BD si {M} = DE n AC. Atunci O este mijlocul diagonalei BD, iar M este mijlocul segmentului DE,
deoarece se afla pe mediatoarea acestui segment.

Deducem ca segmentul OM este linie mijlocie Tn triunghiul DBE, deci OM || BE, echivalent cu BE || AC. Cum
dreptele CE si CD au un punct comun, iar AB || CD, rezulta ca dreptele CE si AB nu sunt paralele. Asadar,
BE || ACsi CE 4 AB, deci ABEC este trapez. Conform punctului a, avem AB = CE, deci ABEC este trapez isoscel.

Probleme propuse

130

Trapezul dreptunghic ABCD, AB || CD, are <ABC = 40°. Determinati masurile unghiurilor BAD, BCD si ADC.

in trapezul isoscel ABCD, AB || CD, unghiul A are masura de 30°. Determinati masurile celorlalte unghiuri ale
trapezului.

Fie trapezul ABCD cu lungimea bazei mari de 18 cm si lungimea bazei mici de 12 cm.
Calculati lungimea liniei mijlocii a trapezului ABCD.
Calculati lungimea segmentului determinat de mijloacele diagonalelor trapezului ABCD.

Se considera trapezul dreptunghic ABCD, in care AD || BC, AD L AB, AB=8 cm si <ADC = 30°. Calculati lungi-
mea segmentului CD.

Determinati lungimea Tnaltimii unui trapez isoscel ortodiagonal (cu diagonalele perpendiculare) stiind ca
bazele au lungimile de 15 cm si 13 cm.

Daca lungimea segmentului determinat de mijloacele diagonalelor unui trapez este egala cu 6 cm, iar lungi-
mea bazei mari a trapezului este egala cu 28 cm, atunci calculati lungimea bazei mici a trapezului.

Determinati masurile unghiurilor unui trapez isoscel ABCD, AB || CD, in care se stie ca <A=4 - «D.

Pe latura AB a patratului ABCD, AB =18 cm, se considera punctele S si T astfel incat AS = ST = TB. Demonstrati
ca trapezul DCTS este isoscel si calculati lungimea liniei mijlocii a acestuia.

in trapezul isoscel ABCD, AB || CD, AB =6 cm, «<C = 60° si CD =10 cm. Calculati perimetrul trapezului ABCD.

Se considera trapezul isoscel ABCD, in care AB || CD, AB =6 cm, BC =2+/2 cm, «C = 45° siBE L DC, E e DC.
Calculati masurile celorlalte unghiuri ale trapezului ABCD.
Calculati lungimile segmentelor EC, DE si DC.

In trapezul ABCD, AB || CD, avem AD =DC =CB, %B=60° si lungimea liniei mijlocii a trapezului de 10 cm.
Calculati perimetrul trapezului ABCD.

Minitest
1. Se considera trapezul isoscel ABCD, AB || CD, <A = 45°. Demonstrati ca dreptele AD si BC sunt perpendiculare.

2. Intr-un trapez, lungimea liniei mijlocii este egald cu 20 cm, iar lungimea bazei mari a trapezului este egala cu

28 cm. Determinati lungimea bazei mici a trapezului.

3. In trapezul isoscel ABCD, cu AB || CD si AB < CD, construim BM || AD, M e DC. Dacd «MBC = <MCB, atunci

determinati masura <BAD.



Lectia 8: Perimetre si arii

Cuvinte-cheie

arie fnaltime baza echivalente perimetru linie mijlocie

Perimetre

In clasa a V-a am invatat ca perimetrul unei figuri geometrice marginite de segmente de dreapta este egal
cu suma lungimilor acestor segmente. Pentru a nota perimetrul vom folosi, de regul3, litera P.

O}

.P'erlme.trul . .Perlm.etru! ' Perimetrul Perimetrul unui trapez
unui triunghi oarecare unui triunghi echilateral unui patrulater oarecare

A
/\
B a c B

Po.=BC+CA+AB= P,.=BC+CA+AB=3a P,,=AB+BC+CD+DA P, =AB+BC+CD+DA
=a+b+c
Perimetrul Perimetrul Perimetrul unui romb Perimetrul unui pitrat
unui paralelogram unui dreptunghi
A a B A L B A [ B
b b l [ [ [
D a c D L c D I C
PABCD=2.(AB+AD)= PABCD=2'(AB+AD)= Pueo=4-AB=4-a Prow=4-AB=4 -1
=2-(a+b) =2(L+1)

Aria dreptunghiului. Aria patratului (recapitulare)

Din clasa a V-a stim ca aria reprezinta o masura a unei suprafete marginite de o figura geometrica si ne arata de
cate ori se cuprinde o anumita unitate de masura in acea suprafata. Aria se noteaz, de regula, cu A.

Unitatea principald de masura pentru aria suprafetelor este metrul patrat, notat m*>. Un metru patrat este aria
suprafetei delimitate de laturile unui patrat cu lungimea laturii de un metru.

Multiplii metrului patrat sunt dam?, hm?, km?, iar submultiplii metrului patrat sunt dm?, cm?, mm?®.

De retinut A ! B E L F

1. Aria unui patrat cu lungimea laturilor egali cu [ este A = I,
2. Aria unui dreptunghi cu lungimile laturilor egale cu L (pentru
lungime), respectiv [ (pentru latime) este A =1L - L.

Ageon=EF -FG=L "1 [

—_

Ausco=AB - BC=[

D C H
ABCD patrat EFGH dreptunghi
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Aria triunghiului

Q A P
D In triunghiul ABC din Figura 1, cu BC=4cm, inaltimea AD, A
D € BC, are lungimea AD =3 cm. Vom determina aria triunghiu-
lui ABC utilizand formula pentru aria dreptunghiului.
Construim dreptunghiurile ADBQ si ADCP, ca in Figura 2.
Se observa ca AABD = ABAQ si AADC = ACPA (cazul C.C.).
Intrucat doua triunghiuri congruente au aceeasi arie (deoa- | 1
rece suprafetele lor coincid prin suprapunere), rezulta ca B D ¢c8 D, ¢
A A ,% BC.BO BC-AD Figural Figura 2
'AABC =AABD +‘AACD = 230 + ;CP = 2CPO = 5 = 5 =6cm’.

De retinut

Teorema. Ariaunuitriunghi este egald cu jumatatea produsului dintre lungimea unei laturi si lungimea inaltimii

corespunzatoare acesteia.

. - . . b-h . , eles s . . .
Aria unui triunghi se calculeaza cu formula A == unde h este lungimea inaltimii corespunzatoare unei laturi

a triunghiului, iar b este lungimea acestei laturi (numita si bazd).

Aria unui triunghi ascutitunghic Aria unui triunghi dreptunghic Aria unui triunghi obtuzunghic
A
3 A &
F
B D c B D c
Figura 3 Figura 4 Figura 5

BC-AD AC-BE AB-CF BC-AD AB-AC BC-AD AC-BE AB-CF

'AABC = = = AABC = = 'AABC = = =

2 2 2 2 2 2 2 2

= Observatii
A
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. Doua triunghiuri (sau in general, doua figuri geometrice) care au aceeasi arie se numesc echivalente.

. Notand cu q, b, ¢ lungimile laturilor triunghiului ABC (BC=a, AC=b, AB=c) si cu h,, h,, h, lungimile Tnaltimilor

< -h, b-h -h
corespunzatoare (AD=h_,BE=h,,CF=h_),avem A, = a2 2= > b= C2 =

.Relatiaa-h,=b-h,=c-h =2- A, aratd cd au loc urmatoarele proprietati:

= n orice triunghi, produsul dintre lungimea unei laturi si lungimea Tnaltimii corespunzatoare este constant;
« lungimile laturilor unui triunghi sunt invers proportionale cu lungimile Tnaltimilor corespunzatoare.

. Intr-un triunghi dreptunghic ABC, cu <A = 90°, inaltimea corespunzitoare catetei AB este cateta AC si invers,

deoarece AB 1 AC (Figura 4). Daca D este piciorul Tndltimii din A, din relatia A, . = BC-AD _AB-AC deducem

‘ABC
2
AB-A N . . . . o e .
C. Asadar, intr-un triunghi dreptunghic, lungimea indltimii corespunzd-

ca BC-AD=AB - AC, adica AD=

toare ipotenuzei este raportul dintre produsul lungimilor catetelor si lungimea ipotenuzei.

. Mediana Tmparte un triunghi in doua triunghiuri de arii egale.

n A
Intr-adevar, cu notatiile din Figura 6, daca M este mijlocul laturii BC a triunghiului
ABC, iar AD L BC, atunci AD este Tnaltime in triunghiurile ABC, ABM si respectiv
AMC. Asadar, avem:
1 1 BC 1 . 1 1 BC 1

AABM :EBMAD:ETAD:EAABC $| AACM :E'CM'ADZE'T'ADZE'AABC,

_ 1 B D M c
deci Auon = Aucn :E'AABC' Figura 6



6. Aria unui patrulater convex ABCD se poate calcula descompunand supra-
fata marginita de laturile patrulaterului in suprafete triunghiulare (Figura 7):

AABCD = AABD + ACBD = AABC + AADC = AOAB + Aosc + Aoco + ‘AOAD .

Figura 7
Aria paralelogramului
Consideram paralelogramul ABCD in care construim AE L CD, E e CD, si diago- A‘ B
nala AC (Figura 8). Triunghiurile ADC si CBA sunt congruente, deci au ariile egale.
In consecinté:
AE-CD F
'AABCD = AACD +AACB = 2"’4ACD =2 =AE-CD. l \\
Asemanator, construind AF L BC, F € BC, putem ardta ca A,,, = AF - BC. D E Figura 8 ¢
1gura

(cazul I.U.), deci ariile triunghiurilor AED si BFC sunt egale.
=AE - AB=AE - CD si regasim astfel egalitatea
A,..,=AE - CD.

In consecin’;é, AABCD = ‘AADE + AAECB = AECF + AAECB = 'AAEFE'
Deoarece patrulaterul AECF este dreptunghi, deducem ca A
Teorema. Ariaunui paralelogram este egala cu produsul dintre lungimea unei laturi si lungimea inaltimii cores-
punzatoare acesteia.

"AEFB
Daci h este lungimea inaltimii corespunzatoare unei laturi (numita si bazd) de lungime b, atunci A=b - h.

In Figura 12, patrulaterul ABCD este paralelogram, iar AE L CD, E e CD,
siAF LBC, F € CD.

Stiind ca AE=8cm, CD=12 cm si BC=6 cm, vom calcula aria paralelo-
gramului ABCD si distanta AF de la A la dreapta BC. -l F
Avem A, =b-h=DC-AE=12cm-8cm=96 cm’. D E c

Deoarece A, =BC-AF=6cm - d(A, BC), rezulta d(A, BC) =16 cm. Figura 12

ABCD

Observatie

Daca O este intersectia diagonalelor paralelogramului ABCD, atunci BO D c
si DO sunt mediane n triunghiurile BAC, respectiv DAC (Figura 13).
Asadar, A=A, si A,,=A,, Cum AO este mediand in triun- 0

. < . 1
ghml ABD, rezulta Sl AOAB = AOAD’ deci AOAB = ‘Aoac = AOAD = Aoco =Z'AABCD . Figura 13

De retinut
Definitie. Un segment perpendicular pe laturile opuse ale unui paralelogram, cu o extremitate pe una dintre
cele doua laturi si cu cealalta extremitate pe latura opusa, se numeste indltime a paralelogramului.
Lungimea acestui segment este egala cu distanta dintre cele doua laturi opuse ale paralelogramului.
A B K A L B A N B
L] p L
G H
0 /T . | . 0
D E © D € D M ©
Figura 9 Figura 10 Figura 11
In figurile 9, 10 si 11, segmentele AE, BF, CL, DK si MN sunt inaltimi corespunzatoare laturilor AB si CD, iar seg-
mentele AG, CH si PQ sunt inaltimi corespunzatoare laturilor AD si BC.
Observam ca AE = BF = d(A, CD) =d(B, CD) = d(C, AB) =d(D, AB) si CH=d(C, AD) = d(A, BC).
Inplus, cunotatiile din Figura 9, deoarece <AED = ¥BFC = 90°, AD = BCsi XxADE = <BCF, rezulta ca AAED = ABFC
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Fie ABCD un romb, AC n BD = {0}, iar AE si AF inaltimi corespunzitoare A

laturilor BC, respectiv CD (Figura 14). m
1. Deoarece rombul este un paralelogram particular, aria sa se poate cal- B D

@ cula cu formula A = b - h, unde b este lungimea bazei, iar h este lungimea W
Tnaltimii corespunzatoare bazei. Astfel, A, = BC - AE=CD - AF. E F

ABCD

Observam c4, intrucat BC = CD, avem AE = AF, adica d(AD, BC) = d(AB, CD).
Cu alte cuvinte, lungimile indltimilor construite din acelasi varf al unui romb
sunt egale si reprezinta distanta dintre dreptele suport ale laturilor opuse.

Figura 14

2. Deoarece BD 1 AC, BO si DO sunt Tnaltimi n triunghiurile BAC, respectiv DAC. Atunci:
A, FA = AC-BO . AC-DO _AC-(BO+DO) AC-BD _ d, -d,
2 2 2 2 2
unde d, si d, sunt lungimile diagonalelor rombului.

In Figura 15, rombul ABCD are perimetrul de 20 cm, AC=6 cm si BD = 8 cm.
Vom calcula distanta AK de la punctul A la latura CD, unde K € CD. /‘M
Deoarece perimetrul rombului este P=4 - CD, deducem ca CD =5 cm. B D

Calculand aria rombului in doud moduri, obtinem A, = AK - CD, respectiv \DD/
K
C

=A

BAC ’

Ao _1 ac.Bp-24 cm?, de unde rezulta ca d(A, CD) = AK = 4,8 cm.
2 Figura 15
Aria trapezului
De retinut
Consideram trapezul ABCD, cu AB || CD'si AB < CD, in care construim AE L CD A 3
siBF L CD, unde E, F € CD (Figura 16). Patrulaterul AEFB este dreptunghi, deci
AB = EF si AE = BF. Deducem ca:
AE -ED BF -FC
'AABCD = ‘AAED + AAEFB + ABFC = +AE-EF + = ul ul
D E F C©
_ AE-(DE+2EF+FC) AE-(EF+DC) _AE-(AB+CD) Figura 16
- 2 - 2 - 2 '

Definitie. Un segment perpendicular pe bazele unui trapez, cu o extremitate pe baza mica si cu cealalta extre-
mitate pe baza mare, se numeste indltime a trapezului.

Lungimea unei Tnaltimi a unui trapez este egala cu distanta dintre cele doua baze ale trapezului.

Teorema. Aria unui trapez este egald cu produsul dintre semisuma lungimilor bazelor si lungimea Tnaltimii.

Notand cu b lungimea bazei mici, cu B lungimea bazei mari si cu h lungimea Tnaltimii, aria trapezului este

(B+b)-h
A=—-"TTF-—7.
2

- o . L D C

In Figura 17, in trapezul isoscel ABCD, cu AB || CD, se stie ca <A =45°,
AB=8cmsiCD=2cm.Vom calcula aria trapezului ABCD.

Construim DP L AB, P € AB. Obtinem AP = AEfz;CD =3cm.

45° w
Deoarece triunghiul APD este dreptunghicisoscel, rezultacaDP =AP=3 cm. A P B
Figura 17

Asadar, A, = B;b = AB;DC -DP=15 cm?.



Estimarea perimetrului si a ariei unei figuri geometrice
prin descompunere in figuri cunoscute

Fie ne N, n>3. O figurda geometrica plana, inchisa, delimitata de n segmente G c
AlAz,AzAs, . A _ A, AA, astfel Incat oricare doua segmente au cel mult un punct
in comun, se numeste poligon cu n laturi. Notam poligonul cu AA,..A. Punctele
AL A, ..., A senumesc varfurile poligonului. De exemplu, un triunghi este un poligoncu £
trei laturi, iar un patrulater este un poligon cu patru laturi. Un poligon cu cinci laturi se
numeste pentagon, iar un poligon cu sase laturi se numeste hexagon. E

Perimetrul unui poligon A A,...A_ este egal cu suma lungimilor laturilor sale: Figura 18

Ponon, =AA+AA + 4 A A +AA.

Suprafata marginita de laturile unui poligon se numeste suprafatd poligonald. Aria unei suprafete poligonale
(sau — pentru a simplifica limbajul — aria poligonului), se poate calcula descompunand aceasta suprafata n
suprafete triunghiulare.

In Figura 18, aria heptagonului (poligon cu sapte laturi) ABCDEFG este egaldcu A, + A, ., + A, + A, + A,...

Activitate pe grupe @
Elevii unei clase se impart in patru grupe. Pentru rezolvarea problemelor propuse, utilizeaza trusa de geome-

trie. Fiecare grupa primeste cate o foaie, din care trebuie sa decupeze figuri geometrice cu o anumita arie, astfel:

prima grupa trebuie sa decupeze un triunghi cu aria de 18 cm?;

« adoua grupa trebuie sd decupeze un paralelogram cu aria de 18 cm?;

atreia grupa — un romb cu aria de 18 cm?;

« apatra grupd — un trapez cu aria de 18 cm’.

Elevii vor prezenta figurile geometrice obtinute si vor justifica faptul ca fiecare are aria de 18 cm®.

Portofoliu @

Pe o coald de hartie construiti un trapez oarecare ABCD, cu AB || CD, AB > CD. Prelungiti baza mare dincolo de
B, cu un segment BE = CD. Prelungiti baza mica dincolo de C, cu un segment CF = AB. Cu ajutorul figurii obtinute,
deduceti aria trapezului utilizdnd formula pentru aria paralelogramului.

Exerciti

si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

- . S o BM
1. Se considera un punct oarecare M pe latura BC a triunghiului ABC. Demonstrati ca A_BM ==
ACM

Rezolvare:
AD-BM

"™ 2 _AD-BM _BM
A_ ~ AD-CM AD-CM CM’
2 A
2. In triunghiul ABC, se noteaza cu M, N si P mijloacele laturilor BC, CA, respectiv AB,
si cu G centrul de greutate. Aratati ca:

Construim inaltimea AD, unde D se afla pe dreapta BC. Avem

a. ABGM: ACGM; b. AABC: 3 AGBC; C. AABC: 6- ABGM' P N
Rezolvare:
a. Folosim rezultatul din problema rezolvata 1. Avem Ao _BM _ =1,deciA,,, = A,
om C B M C
Regasim astfel faptul ca mediana GM Tmparte triunghiul GBC Tn doua triunghiuri Figura 19

echivalente (Figura 19), adica A .= A, = .AGBC

b. In triunghiul BAM, punctul G apartine laturii AM, deci ﬁ: e =2. Analog, din triunghiul CAM rezulta

MG

o AG
ca j: € MG =2. Asadar ABAG =2 ABMG ABCG SI ACAG =2 ACMG ABCG Cum AABC AGAB + AGBC + AGAC ,
MG
A=A =A, rezultaca A, =3 A

. 1 o
c.CumA,, =3 - A, siA,,= EAGBC, rezultdca A,,.=6- A,
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in triunghiul ABC, dreptunghic in A, se dau AB =6 cm si AC = 8 cm. Determinati: c
aria triunghiului; perimetrul triunghiului; distanta de la punctul A la dreapta BC.

Rezolvare:
Triunghiul ABC este dreptunghic in A, deci A,,, :Lzlqcz%cm2 =24 cm? (Figura 20). b
Aplicand teorema lui Pitagora (invatatd in clasa a VI-a) rezulta ca BC* = AB*+ AC?, de unde = 7
obtinem BC =10 cm. Asadar, P,,.=AB+AC+BC=6 cm+8cm+10cm=24cm. Figura 20
Fie AD L BC, D € BC. Atunci d(A, BC) = AD si AD este naltime in triunghiul ABC dreptun-
ghicin A. Obtinem AD = G0 =ﬁ cm=4,8 cm, deci d(A, BC) =AD=4,8 cm.

BC 10

Fie ABCD paralelogram, cu AB = 6+/3 cm, AD = 6 cm si ¥A=30°. D c
Aratati ca perimetrul paralelogramului este mai mic de 33 cm.
Determinati aria paralelogramului si distanta de la punctul D la A [ 5
dreapta BC. = \Q/

Rezolvare: F

Fi 21
Avem  P,,=2:(AB+AD)=2:(6v3+6)cm=(12+432 Jcm. Deoarece eura

432<~/441 =21, rezultd cd 12 ++/432 <12+21 =33, deci P,,,, <33 cm.
Construim DE 1 AB si DF 1 BC, cu E € AB, F e BC. Atunci d(D, BC) = DF si A,,., = AB - DE = DF - BC (1).

Deoarece triunghiul dreptunghic AED are un unghi de 30°, lungimea catetei DE, opusa acestui unghi, este

= AB-DE =18+/3 cm?. Din relatia (1)

jumatate din lungimea ipotenuzei. Asadar, DE =%- AD=3cm,deci A4,

obtinem BC-DF =18\/§ cm? si, cum BC =AD = 6 cm, rezulta ca d(D, BC)=DF=3\/§ cm.
Alternativ, putem observa ca triunghiul CFD, dreptunghicin F, are <C = 30°, deci DF =%-CD =343 cm.
Un romb ABCD, cu ACnBD = {O} are perimetrul egal cu 48 cm, iar distanta de la punctul B la dreapta CD este

egala cu 6\/5 cm.
Fie E simetricul punctului O fata de dreapta AD. Determinati:

aria rombului ABCD; aria patrulaterului ABCE. £

Rezolvare: D
Fie BF LCD, F e CD; atunci d(8,CD)=BF =63 cm. Cum ABCD este romb, =
rezulta ca P,,,, =4 - CD, de unde CD =12 cm, deci A,,., =CD-BF =72+/3 cm?. A c

. . . . 0]

Din A, :LZBD rezulta cd AC-BD=2-A,., —14443 cm’. Deoarece \V
BC=12cm, folosind teorema lui Pitagora Tn triunghiul BCF rezultda ca B
FC =6 cm, asadar unghiul BCF are masura de 60°, deci triunghiul BCD este Figura 22

echilateral. Prin urmare, <BDC = 60°. Dar <BDC = <BDA (diagonala DB a rom-

bului ABCD este bisectoarea unghiului ADC), deci <ADC=2 - <BDC =120°

(Figura 22).

Deoarece punctul E este simetricul lui O fata de dreapta AD, rezulta ca dreapta AD este mediatoarea

segmentului EO, deci d(D, E) =d(D, 0), adica DE=DO=%~BD=6 cm. Triunghiul DEO este isoscel de baza

EO, deci mediatoarea DA a bazei este si bisectoarea unghiului ODE. Obtinem <EDA = «BDA =60°, deci
XEDC = <EDA + <ADC = 60° + 120° = 180°. Rezulta de aici ca punctele E, D, C sunt coliniare, in aceasta
ordine, deciCE=CD+DE=12cm+6 cm =18 cm.

Observam c& AB || CD, deci AB || CE. in plus, cum AD || BC, iar dreptele AD si AE sunt diferite, din axioma

_(CE+AB)-BF

paralelelor, rezulta ca AE  BC. Asadar, ABCE este trapez, deci A, = =90+/3 cm?.



Probleme propuse

Determinati aria unui dreptunghi cu lungimea de 8 centimetri si latimea de 7 centimetri.
Determinati aria unui triunghi dreptunghic isoscel cu lungimea unei catete de 6 centimetri.
Determinati aria unui triunghi dreptunghic isocel cu lungimea ipotenuzei de 12 centimetri.
Determinati aria unui patrat cu lungimea laturii de 4 centimetri.

Determinati aria unui patrat cu lungimea diagonalei de 8 centimetri.

Determinati aria unui paralelogram cu lungimea unei laturi de 9 centimetri si lungimea Tnaltimii corespun-
zatoare laturii de 4 centimetri.

Determinati aria unui romb cu lungimile diagonalelor de 10 centimetri si 16 centimetri.

Determinati aria unui trapez cu lungimile bazelor de 7 centimetri si 5 centimetri, iar lungimea naltimii de
3 centimetri.

Determinati aria unui trapez cu lungimea liniei mijlocii de 14 centimetri si lungimea Tnaltimii de 8 centimetri.
IntriunghiulABCseiapunctulMpe latura BC astfelincat BM = 2 cmsiMC = 6 cm.Demonstratica A,,. =3 - A, ,,.
In dreptunghiul ABCD, dacia AB=12cm, BC=8cm si punctele M si P sunt mijloacele laturilor AB si AD,

calculati:
aria si perimetrul dreptunghiului ABCD; aria triunghiului ABC; aria triunghiului AMD;
aria triunghiului DMC; aria triunghiului DMP; aria trapezului DCBM.

@j Rombul ABCD are aria de 36 cm®. Calculati aria triunghiului ABC si aria triunghiului ABD.
Un triunghi dreptunghic isoscel are aria de 25 cm® Determinati lungimea ipotenuzei triunghiului.
In trapezul isoscel ABCD, daca AB || CD, <C=135°, AB=12 cm, CD = 4 cm, calculati aria trapezului ABCD.

In dreptunghiul ABCD, dac& AC = 15 cm si distanta de la punctul B la dreapta AC este egald cu 10 cm, calculati
aria dreptunghiului ABCD.

In paralelogramul ABCD, AB =7 cm, AD =12 cm si <A = 30°. Calculati aria paralelogramului ABCD.

Se considera patrulaterul ABCD cu diagonalele perpendiculare (un astfel de patrulater se numeste patrulater
ortodiagonal). Daca AC =10 cm si BD = 20 cm, atunci calculati aria patrulaterului ABCD.

Calculati aria unui trapez isoscel ortodiagonal cu lungimea liniei mijlocii de 22 cm.

Un romb este echivalent cu un dreptunghi care are aria de 135 cm®. Determinati lungimea unei diagonale
a rombului stiind ca lungimea celeilalte diagonale este de 15 cm.

. . . .. o Bl BZ B3 B4 Bs Bé
Calculati aria unui paralelogram ABCD stiind ca AC n BD = {0}
si ca aria triunghiului AOB este egald cu 11 cm’.
Figura 23 este formata din 5 patrate cu latura de 2 centimetri.
Calculati aria dreptunghiului A,A BB, , aria triunghiului A,A,B, A A, As A, As Ae
si aria trapezului A,B,BA,. Figura 23
Autoevaluare @
1. In Figura 24 sunt reprezentate 4 patrate cu latura de 2 centimetri. Calculati aria 2 B 2
triunghiului ABC. )
2. Seconsideratrapezulisoscel ABCD,AB || CD,AB=6 cm,CD =12 cmsi <BCD = 45°.
Aratati ca:
a. aria trapezului ABCD este egaléd cu 27 cm?; 2
b. aria triunghiului ABC este egala cu 9 cm®. 2 2 >
3. Rombul ABCD are AB=10cm si AC=16 cm. Figura 24

a. Calculati perimetrul rombului ABCD.
b. Determinati aria rombului ABCD.
c. Calculati distanta de la punctul B la dreapta CD.
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4

Recapitulare si evaluare

Patrulaterul convex. Suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex « Paralelogramul; proprietati
« Linia mijlocie in triunghi « Dreptunghiul; proprietati « Rombul; proprietati « Patratul; proprietati
 Trapezul; proprietati « Perimetre si arii

Pentru problemele 1-22, notati Tn caiet litera corespunzatoare raspunsului corect. Pentru exercitiile 23-32, scrieti
rezolvarile complete.

1.

10.

11.

12.

O diagonala a patrulaterului convex ABCD este:
a. AD; b. BD.

. Daca G este centrul de greutate al triunghiului ABC,

dreptunghicin A si AG =4 cm, atunci BC este de:

a. 6¢cm; b. 8cm; c. 10cm; d. 12cm.

. Daca AM este mediana n triunghiul ABC, G este

centrul de greutate al triunghiului si AG=12 cm,
atunci AM este de:

a. 12cm; b. 6 cm; c. 18cm; d. 24cm.

. Aria unui romb cu diagonalele de 12 cm si 6 cm

este egala cu:

a. 72cm? b. 36cm* c. 18cm? d. 36 cm.

.Daca ABCD este dreptunghi, ACNBD={0} si
AO =3 cm, atunci BD este egala cu:
a. bcm; b. 3cm; c. 9cm; d. 12 cm.

. Daca ABCD este paralelogram si <A =100°, atunci
<D este egal cu:
a. 50°; b. 100°;,  c. 150°; d. 80°.

. Perimetrul unui triunghi este 30 cm. Perimetrul

triunghiului determinat de liniile sale mijlocii este
egal cu:

a. 15cm; b. 10cm.

. Daca ABCD este patrat, atunci masura unghiului

ACD este egala cu:
a. 60°;  h. 45°,

. Aria unui triunghi cu baza de 12 cm si Tnaltimea

corespunzatoare de 10 cm este egala cu:
a. 22cm* b. 60cm? c. 120cm? d. 30 cm’.

Aria dreptunghiului cu lungimea de 8 cm si latimea
de 6 cm este egala cu:

a. 48cm? b. 14 cm? d. 12 cm?

Perimetrul rombului cu latura de 16 cm este egal
cu:

a. 256 cm;b. 128cm; c. 32cm; d. 64 cm.

Linia mijlocie a unui trapez este de 10 cm. Daca
baza mare este de 12 cm, atunci baza mica este de:

d. 22 cm.

c. 28cm?;

a. 2cm; b. 1cm; c. 8cm;

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Perimetrul unui triunghi echilateral este egal cu
perimetrul unui patrat. Raportul dintre lungimea
laturii patratului si lungimea laturii triughiului echi-
lateral este egal cu:

a. ﬂ; b. E; c. i; d. E
4 16 9
Un romb si un patrat sunt echivalente. Aria patra-

tului este egala cu 144 cm?, iar lungimea unei dia-
gonale a rombului este egala cu 9 cm. Lungimea
celeilalte diagonale a rombului este egala cu:

a. 18 cm; b. 12cm; ¢ 32cm; d. 16cm.

Linia mijlocie a unui trapez este % din lungimea

bazei mari a trapezului. Raportul dintre baza mare
si baza mica este egal cu:

a. 6; b. §; c. 3; d. 1
2 3
Daca diagonalele unui paralelogram ABCD sunt

perpendiculare si <BAD =20°, atunci masura un-
ghiului DBC este egala cu:

a. 809 b. 160°; c. 10° b. 40°.
Numarul axelor de simetrie ale unui patrat este de:
a. 2; b. 4.

Numarul axelor de simetrie ale unui trapez isoscel
este de:

a. 1; b. 0.

Mediana corespunzatoare ipotenuzei unui triunghi
dreptunghic isoscel este de 10 cm. Aria triunghiu-
lui este egala cu:

a. 100cm? b. 200 cm®
Linia mijlocie a unui trapez este de 12 cm, iar inalti-

mea trapezului are 7 cm. Aria trapezului este egala
cu:

a. 42cm?*  b. 84 cm?.

In dreptunghiul ABCD, <ADB = 60°. Masura unghiu-
lui BCA este egala cu:

a. 30°; b. 60°.

In rombul ABCD, «BCD=30° si AB=14cm. Dis-
tanta de la punctul D la dreapta BC este egala cu:

a. 28cm; b. 7 cm.



23. Precizati care dintre enunturile de mai jos este

adevarat si care este fals:

a. Latura unui patrat cu aria de 49 cm’ este de
7 cm.

b. Linia mijlocie a unui trapez este egala cu semi-
suma bazelor.

c. Centrul de greutate al unui triunghi este si mijlo-
cul unei mediane a triunghiului.

d. In orice romb, diagonalele sunt perpendiculare.

24. Asociati fiecarei fractii din coloana A denumirea

corespunzatoare din coloana B.

A B
A=L-I Aria rombului
A= dlédz Aria dreptunghiului
A (B+b) " Aria paralelogramului
2 Aria trapezului
25. Determinati numerele naturale a, b, ¢ si d din tabe-
lul de mai jos:
Aria patratului ABCD,
AC ~BD ={0} ab,c d
16 AB=a
64 A, =b
100 Al =G
25 AC-BD=d

26. Determinati numerele q, b, c si d pentru care urma-

toarele afirmatii sunt adevarate.

Daca MN este linie mijlocie Tn ABC, MN || BC,
MN =13 cm, atunci BC=a cm.

Daca aria rombului ABCD este egala cu 18 cm?
siAC=6 cm, atunci BD =b cm.

Daca ABCD este paralelogram, <A =30°

si AD=18 cm, atunci d(D, AB) = c cm.

Daca aria patratului ABCD este egala cu 64 cm?,
atunci distanta de la A la dreapta BD este egala
cudcm.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

4

Se considera patratul ABCD, cu AB=38cm. Daca
punctele M si P sunt mijloacele laturilor DC si BC
ale patratului ABCD.

a. Aratati ca aria triunghiului ADM este egala cu
16 cm?.

b. Calculati aria patrulaterului AMPB.

In trapezul ABCD, AB || CD, AB=8 cm, DC =12 cm,
unghiul C are masura de 30° si AD L BC. Fie E un
punct pe latura CD, astfel incat CE = 8 cm.

a. Aratati ca patrulaterul ABCE este paralelogram.
b. Calculati lungimea laturii AD a trapezului.

Se considera punctul M mijlocul laturii BC a parale-
logramului ABCD si AM ~ DC = {P}.

a. Demonstrati ca triunghiurile DMC si MCP au
ariile egale.

b. Determinati valoarea raportului dintre aria tri-
unghiului ADM si aria paralelogramului ABCD.

In exteriorul dreptunghiului ABCD se construiesc
triunghiurile echilaterale ABM si BCP.

a. Demonstrati ca triunghiul MDP este echilateral.
b. Aratatica MB L CP.

fn rombul ABCD, cu AC ~ BD = {0}, punctele E si
F sunt mijloacele laturilor AD, respectiv AB, iar H
este un punct pe dreapta CD astfel incat EH || AC.
Aratati ca:

a. patrulaterul BDEF este trapez isoscel;

b. punctele F, O, H sunt coliniare.

Patrulaterul ABCD este paralelogram, cu AC=BD si
AD =4 cm. Fie O mijlocul segmentului AC, iar E un
punct pe latura AB astfelincat AE=3 cm si EO L BD.

a. Aratati ca aria triunghiului ADE este egala cu
6 cm’.

b. Determinati perimetrul patrulaterului ABCD.

Fisa de observare sistematica
» Am fost preocupat sa aflu lucruri noi despre metodele de rezolvare a problemelor.
» Participarea mea la orele de matematica a fost apreciata de colegi si de profesor.

Tntotdeauna

. vent
ocazional frec

niciodata
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Cercul

-

i Cercul. Coarde si arce in cerc. Proprietati
Lectial

H Unghi inscris in cerc
Lectia 2 g

Lectia 3 Tangente la cerc

H Poligoane regulate inscrise intr-un cerc
Lectia 4

H Lungimea cercului si aria discului
Lectia 5

Recapitulare
si evaluare




Cercul este o forma fundamentala, care se gaseste
peste tot, de la atomi la stele, si care a oferit
umanitatii mobilitate, odata cu inventarea rotii.
Este o figura geometrica fara muchii ascutite, care
permite o vizualizare mai rapida a proceselor si

de aceea este utilizata in diagrame. Legendarul
Rege Arthur isi dorea ca toti cavalerii de la curtea
lui sa fie considerati egali si sa nu lupte pentru un
rang superior. Oamenii care stau asezati si discuta




Lectia 1: Cercul. Coarde si arce in cerc. Proprietat

Cuvinte-cheie

cerc arce coarde unghi la centru diametru raza

Coarde si arce in cerc

Mate practica @

In imaginea alaturatd sunt reprezentate schematic Soarele, planeta
Pamant si satelitul natural al Pamantului, Luna.

Reprezentarea este realizata cu ajutorul a trei cercuri. Analizand scara
plansei, putem calcula razele celor trei corpuri astronomice si distantele
dintre corpuri.

Extindem si reamintim urmatoarele notiuni introduse in clasa a VI-a:

De retinut

Cercul

Fiind dat un punct O si un numar real pozitiv r, se numeste cerc de centru O si razd r multimea punctelor din
planul P situate la distanta r fatd de punctul 0. Notdm C(O, r) = {M e P| OM = r}. Definim si urmatoarele multimi:

IntC(O, r) = {M € P| OM < r}, numita interiorul cercului de centru O si raza r;
ExtC(O0, ) = {M € P|OM > r}, numita exteriorul cercului de centru O si raza r;
D0, =C0,n uIntCO,r) ={Me P|OM<r}, numita discul de centru O si raza .

C0,n={MeP|oM=r} IntC(O,N={MeP|OM<r} ExtC(O,N={MeP|OM>r} D(O,n=CO, r)uIntC(O P=
MGP OM<r

O C

Segmentul cu extremitatile in doud puncte distincte aflate pe un cerc se numeste A
coardd. C

/fB\
O coarda care contine centrul cercului se numeste diametru. Capetele unui diametru se U

Coarda in cerc

numesc puncte diametral opuse.
Intr-un cerc de razé r, lungimea oricérui diametru este egald cu 2r si este mai mare sau
egala cu lungimea oricarei alte coarde. Figura 1
In Figura 1, ABsi CD sunt doua coarde in cerc. Mai mult, coarda CD este diametru, deoa-
rece contine centrul O al cercului. Punctele C si D, capetele diametrului CD, sunt puncte

diametral opuse.

Unghi la centru A “A
Un unghi cu varful in centrul unui cerc se numeste unghi la centru. . .
Unghiurile AOB si COD din Figura 2 sunt unghiuri la centru in cercul de centru O sirazar. ‘

C
Figura 2
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Arc de cerc

Multimea punctelor unui cerc situate de aceeasi parte a unei coarde, la care se adauga capetele coardei,
se numeste arc de cerc.

Extremitatile coardei sunt, Tn acelasi timp, capetele (extremitatile) arcului.

Doua puncte diametral opuse determina pe un cerc doua arce numite semicercuri.

Doua puncte diferite A si B de pe un cerc, care nu sunt diametral opuse, determina doua arce de cerc:

- arcul mic AB - multimea punctelor de pe cerc aflate in interiorul unghiului AOB, la care

adaugam punctele A si B; 4
- arcul mare AB - multimea punctelor de pe cerc aflate in exteriorul unghiului AOB, la C
care adaugam punctele A si B. /)
Pentru a evita confuzia intre cele doua arce, pentru notarea arcului mare vom utiliza B
fncd un punct al arcului; de exemplu, in Figura 3, arcul mare AB se noteazi ACB, unde
punctul C este un punct de pe cerc, aflat in exteriorul unghiului AOB. Figura 3

Masura unui arc de cerc

Masura arcului mic AB este egala cu masura unghiului la centru AOB, iar masura arcului mare AB este egala
cu 360° — <AOB.
Masura unui semicerc este egala cu 180°, iar masura unui cerc este de 360°.

Doua arce AB si CD ale aceluiasi cerc sau care fac parte din cercuri congruente se numesc congruente daca
au aceeasi masura. Notam: AB=CD..

v

Proprietati referitoare la coarde si arce in cerc

De retinut

Teorema 1 (referitoare la arce congruente carora le corespund coarde congruente si reciproc)

Doua coarde ale unui cerc sunt congruente daca si numai daca arcele subintinse de cele doua coarde sunt
congruente.

”

= A Ipotezd: A,B,C,DeC(O,r) =" A Ipotezd: A,B,C,DeC(O,r)

/ AB=CD / AB=CD

B ‘ Concluzie: AB=CD B ‘ Concluzie: AB=CD
" Demonstratie: 'A Demonstratie:

CR—/ MOB=ac0D(LLL)= N AB=CD= +A0B=+COD =

D _ 3A0B=<+COD= AB=CD. D AOB=ACOD (L.U.L) = AB=CD.

Pe un cerc de centru O si raza r =4 cm se considerad punctele A, B, C, D, in aceasta
ordine, astfel incat AB=BC=CD=DO (Figura 4). Demonstrati ca punctele A, O, D
sunt coliniare si AC = BD.

Demonstratie:

AB = B0 = A0 = AAOB este echilateral = <AOB = 60°.

BC=CO=0B = ABOC este echilateral = <BOC = 60°.

CD =DO = CO = ACOD este echilateral = ¥COD = 60°.

Obtinem «AOD = 60° + 60° + 60° =180°, deci punctele A, O, D sunt coliniare.

Asadar, ABC = AB+BC =BC +CD =BCD, deci AC = BD. Figura 4

De retinut

Teorema 2 (referitoare la diametrul perpendicular pe o coarda)

Daca A si B sunt doua puncte pe un cerc, atunci diametrul perpendicular pe coarda AB contine mijlocul

coardei AB si mijloacele arcelor AB (arcul mic si arcul mare).
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P 5
Ipotezd: A,Be(C(O,n

g ‘-m‘ & OM L AB,M e AB
OM A~ C(0, 1 = {P, Q)

Concluzie: AM=MB

Figura 5 0 AP=PB, AQ=0B

Demonstratie:

In triunghiul isoscel OAB (cu OA = OB ca raze in cerc), OM este Tniltime, deci este si mediana si bisectoarea

unghiului AOB (Figura 5). Ca urmare, AM = MB si <AOP = <BOP. Cum AP = XAOP = <BOP = F/’E, obtinem AP = F/’E
Deoarece segmentul PQ este diametru, arcele PAQ si /555 sunt semicercuri, deci sunt congruente. In conse-
cinta, 2\6 zéz) , ca diferenta de arce congruente.

Reciproca teoremei 2. Daca un diametru al unui cerc imparte o coarda sau unul dintre arcele determinate
de aceasta in parti congruente, atunci acest diametru este perpendicular pe coarda.

Pe cercul C(O, r) se iau punctele A si B astfel incat AB =120°. Fie M piciorul perpendicularei duse din O pe AB.
Stiind ca OM =5 cm, calculati lungimea razei cercului.
Demonstratie:

Fie P punctul de intersectie al dreptei OM cu arcul mic AB. Conform teoremei 2, arcele AP si PB sunt
congruente, deci unghiurile la centru corespunzatoare <AOP si <BOP sunt, de asemenea, congruente. Ca urmare,

<AOP=<BOP=%~<AOB=60°. Cum OA =OP (ca raze in cerc), deducem ca triunghiul OAP este echilateral.

Deoarece AM 1 OP, rezulta ca M este mijlocul segmentului OP, deciraza cerculuieste egalacuOP =2 - OM =10 cm.

De retinut
Teorema 3 (referitoare la arce cuprinse intre doua coarde paralele)
Arcele si coardele cuprinse intre doua coarde paralele sunt respectiv congruente.

M
A 5 Ipotezd: A,B,C,DeC(O,n
AB || CD
D C C ¢ BAD
i Concluzie: AD=BC, AD = BC
Figura 6 P

Demonstratie:

Construim, ca in Figura 6, diametrul MP perpendicular pe coarda AB, astfel incat M se afla pe arcul CAD. Deoa-
rece AB || CD, deducem ca diametrul MP este perpendicular si pe coarda CD.

Conform teoremei 2, punctul M este mijlocul arcului (%, iar punctul P este mijlocul arcului CD. Deoarece
arcele PAM si PBM sunt semicercuri, obtinem AD =180°— AM — PD = 180° - BM — PC = BC, deci arcele AD si BC
sunt congruente. Din teorema 1, rezulta ca AD = BC.

Reciproca teoremei 3. Daca A, B, C, D sunt puncte pe un cerc, in aceasta ordine, astfel incat AD = BC sau
AD = BE‘, atunci AB || CD.

Aratati ca, daca paralelogramul ABCD are varfurile pe un cerc, atunci el este dreptunghi.
Demonstratie:

Deoarece ABCD este paralelogram, avem AB || CD si AD || BC (Figura 7).
Din teorema 3, cum AB || CD rezulta ca AD EET@, iar din AD || BC rezulta ca AB = CAD

Atunci ABC = AB +BC =CD + DA= ADC . Deducem ci ABC si ADC sunt semicercuri,
deci AC este diametru. Analog obtinem ca BD este diametru, deci AC=BD. Fiind un
paralelogram cu diagonalele congruente, ABCD este dreptunghi. Figura 7
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D D
Demonstratie: Demonstratie:
Din OM L AB, OP 1L CD, conform teoremei 2 rezulta ca Deoarece OB=0C=r, OM=O0P si OM L AB, OP L CD,
- AB CD e obtinem AMOB = APOC (cazul I.C.), deci MB = CP.

2 2 In continuare, conform teoremei 2, avem:

Deoarece OB=0C=r, BM=CP si OM LAB, oPLcD, AB=2:BM=2-CP=CD.
deducem ca AMOB = APOC (cazul I.C.), deci OM = OP.

Se considera punctele A, B si C pe cercul de centru O si raza 10 cm. Daca AB=AC si A

<BAC = 60°, calculati distanta de la punctul O la dreapta AB. y
Demonstratie: B

Construim OM L AB, M € AB, si OP L AC, P € AC. Conform teoremei 4, rezulta ca OM = OP.
Atunci AAOM = AAOP (cazul de congruenta I.C.), de unde <OAM = <0AP, deci <OAM =30°

(Figura 8). Aplicand n triunghiul dreptunghic AOM proprietatea unghiului cu masura de 30°, ¢

A0 Figura 8
rezultda ca d(0O, AB)=0M = =5cm.

Observatii

1. Daca un trapez are varfurile pe un cerc, atunci trapezul este isoscel.
Demonstratie:
Fie ABCD un trapez cu varfurile pe un cerc si AB || CD. Conform teoremei 3, arcele cuprinse intre dreptele

De retinut
Teorema 4 (referitoare la coarde egal departate de centru)
Doua coarde ale unui cerc sunt congruente daca si numai daca sunt egal departate de centrul cercului.
»=" 4 s A
/ Ipotezd: A,B,C,D e C(O,r) / Ipotezd: A,B,C,De C(O,r)
B AB=CD B OM L AB, M < AB,
» OM LAB, M e AB, » OPLCD,PeCD
C OP 1.CD,Pe CD C OM=0P
\ Concluzie: OM=O0P \ Concluzie: AB=CD
paralele AB si CD sunt congruente, adica AD=BC si, cum la arce congruente corespund coarde congruente
(teorema 1), obtinem cd AD = BC, adica trapezul ABCD este isoscel.
2. Daca un romb are varfurile pe un cerc, atunci rombul este patrat.
Demonstratie:
Am demonstrat anterior ca un paralelogram cu varfurile pe un cerc este dreptunghi. Asadar, un romb cu varfu-
rile pe un cerc este si dreptunghi, deci un astfel de romb este patrat.
2. Scrieti si demonstrati reciprocele teoremelor 2 si 3, enuntate in aceasta lectie.
Adunati aceste pagini in portofoliul Geometria cercului.

Portofoliu @
Dl. Utilizand un motor de cautare pe Internet, identificati patru logouri care utilizeaza cercul.

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. In Figura 9, BC || OF. Demonstrati c3 BD =2 - CE. B~ ~C
Rezolvare: . A
Fie EO n C(O, r) = {M, E}. Deoarece BC || ME rezulta cd BM =CE conform teoremei 3 (1). M E
In plus, se observa ca <MOD = <EOC (unghiuri opuse la varf), deci DM =CE (2). '
Din (1) si (2)0btinem@=éﬂ+@=2-€é. L

Figura 9
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Se considera cercul de centru O, ca in Figura 10, si coardele congruente BC si FG.
Daca OALBC, AeBC, OHLFG, HeFG, si OA=5x+11cm, OH=3x+19cm, atunci
calculati lungimea segmentului OA.

Rezolvare:
Cum BC = FG, din teorema 4 rezulta ca OA = OH.
Obtinem 5x+11 =3x+ 19, asadarx=4cm,deciOA=5-4+11=31cm.

Figura 10

Probleme propuse
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n interiorul cercului de centru O sirazar; pe cercul de centru O sirazar;
pe discul de centru O sirazar; n exteriorul cercului de centru O sirazar

Pe un cerc de centru O siraza r se iau MP si NQ doua diametre.
Demonstrati ca NP = MQ. Daca NP = OP, calculati masura unghiului PMN.

O eclipsa de Soare se produce atunci cand Luna trece, intre Pamant si Soare, prin fata
Soarelui. Cand discul Lunii acopera in intregime discul Soarelui, imaginea luminoasa a
Soarelui este acoperita complet si, pentru o anumita zona de observatie si 0 anumita
duratd, de ordinul catorva minute, eclipsa de Soare este totald, ca in imaginea alatu-
ratd. Dati si alte exemple de obiecte din viata cotidiana Tn care apar cercuri si discuri.
In Figura 11 sunt reprezentate cercul de centru O si raza r si punctele M, N, P, Q, S si T.
Calculati probabilitatea ca, alegand un punct dintre cele reprezentate, acesta sa fie:
S Q
. ~ ~ —_ —_ —_ T
Pe un cerc de centru O se iau punctele A, B, C, astfel incat AB=BC =CA. .
Determinati masura unghiului AOB.
Pe un cerc se considera punctele A, B, C si D, In aceasta ordine, astfel incat AB =60°, Figurall
AC =80° Si DC =120°. Calculati masura arcelor AD Si BC.
Se considera punctele A, C, D si B, in aceasta ordine, pe un cerc de centru O si raza r. Daca A, O, B sunt coli-
niare, AD = 130° si CD= 80°, atunci demonstrati ca AC=DB si AD = BC.

In interiorul unui cerc de centru O si raza r, se ia un punct A, A = 0. Construiti doud puncte B si C pe cercul
de centru O si raza r, astfel Incat patrulaterul OBAC sa fie romb.

Pe un cerc de centru O si raza r se iau punctele A, B si C, astfel incat triunghiul ABC nu este isoscel. Construiti
doua coarde CP si CQ astfel Incat PC=CQ = AB.

Pe un cerc de centru O si raza r se considera punctele A, B si C, astfel incat AB=AC. Daca punctul M este
mijlocul segmentului BC, demonstrati ca punctele A, O si M sunt coliniare.

In cercul de centru O si raza r se considera un diametru AB. Punctele C, D, E se afld, in aceast& ordine, pe
unul dintre semicercurile determinate de diametrul AB, astfel Tncat arcele AC, CD, DE si EB sunt congruente.
Ardtati ca patrulaterul CEQP este patrat, unde P si Q sunt pe cerc, astfel incat CQ si EP sunt diametre.

Pe un cerc de centru O si raza r, consideram punctele A, B, P, Q si D astfel incat «POQ = 40°, <AOB = 80°
si semidreapta OD este bisectoarea unghiului AOB. Demonstrati ca AD = PQ.

Pe cercul de centru O si raza 12 cm, se considerd punctele A, B, C astfel Tncat AB=AC si <BAC=90°.
Daca OP L AB, P € AB, 0Q L AC, Q € AC, atunci calculati aria patrulaterului APOQ.

Minitest

1. Distantele de la centrul unui cerc la doua coarde paralele sunt 4 cm si 6 cm. Calculati distanta
dintre mijloacele celor doua coarde. Cate situatii exista?

2. Demonstrati ca mijloacele a cinci coarde congruente ale unui cerc se afla pe un cerc.
3. Intr-un cerc de centru O si raza 10 cm, se considera o coardd AB si diametrul CD, astfel incat
AB 1 CDsi AC = 60°. Calculati lungimea coardei AC si distanta de la punctul C la coarda AB.



Lectia 2: Unghi inscris in cerc

Cuvinte-cheie
unghi Tnscris in cerc punct exterior cercului punct interior cercului
De retinut
Un unghi cu varful pe un cerc se numeste unghi inscris in cerc daca laturile sale contin coarde ale cercului.
E
X
D
0 Z
Y
F
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4
In Figura 1, unghiul BAC este nscris in cercul C(O, r). Spunem ca unghiul BAC subintinde arcul BC sau caarcul
BC este cuprins intre laturile unghiului BAC. Unghiul inscris DEF din Figura 2 subintinde arcul bT-', iar unghiul
inscris MPQ din Figura 3 subintinde arcul I@ Unghiul XYZ din Figura 4 nu este unghiinscris.

De retinut

Teorema. Masura unui unghi Tnscris Tntr-un cerc este egala cu jumatate din masura arcului de cerc cuprins
ntre laturile sale.

Demonstratie:
Fie A, B, C € C(O, r). Demonstram ca <BAC =%-B/_C\.

Analizam trei cazuri, Tn functie de pozitia centrului cercului O fata de unghiul BAC, ca in figurile urmatoare:

A
()

A

W
vy
o

p ¢ ¢ D
CazulI Cazul al II-lea Cazul al ITI-lea

Cazul I: Centrul cercului apartine uneia dintre laturile unghiului BAC.

Unghiul BOC este exterior triunghiului isoscel AOB cu baza AB, deci «<BAC = <«BAO = % -«BOC . Deoarece BOC

este unghi la centru, rezulta ca <BAC =%-<BOC =%-Bﬂé .

Cazul al IT-lea: Centrul cercului apartine interiorului unghiului BAC.

Fie AON C(O, r) = {A, D}. Conform cazului I, obtinem: «BAC = <«BAD + «<DAC =%BB +%@ =% BC
Cazul al ITI-lea: Centrul cercului apartine exteriorului unghiului BAC.
Fie AO N C(0, ) = {A, D}. Conform cazului I, obtinem: «<BAC = «<BAD — <DAC = %@ —%6‘5 =% BC
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Observatii
1. Unghiurile inscrise in cerc care subintind acelasi arc 2. Orice unghi inscris intr-un semicerc este un unghi
sunt congruente. drept.
h /o4
A
\_OJC
<ACB=<ADB=<AEB=%-:4.§ <ABC = <ADC = AC :2=180°:2 =90°

Portofoliu

Demonstrati proprietatile urmatoare, apoi scrieti-le si adunati aceste pagini in portofoliul Geometria cercului:

1. Masura unui unghi cu varfulin interiorul cercului este egald cu semisuma masurilor arcelor determinate pe cerc
de laturile unghiului si prelungirile acestora.

Ipoteza:

Concluzie:

Indicatie:

A,B,C,DeCO,n)
P e Int(C(0, 1))
AD ~BC={P}

<APB=%.(,@+€D)

Unghiurile ADB si CBD sunt inscrise Tn cerc, iar unghiul APB este exterior
triunghiului BDP.

2. Masura unui unghi cu varful In exteriorul cercului este egala cu valoarea absoluta a semidiferentei masurilor
arcelor determinate pe cerc de laturile unghiului.

A Ipotezi:
h)ie)
P c\_/ B Concluzie:

Indicatie:

A,B,C,DeC(O,n
P e Ext(C(0, )
AD n BC={P}

<APB=%.(/73—EJ)

Unghiurile ADB si CBD sunt inscrise n cerc, iar unghiul ADB este exterior
triunghiului BDP.

3. Suma masurilor unghiurilor opuse ale unui patrulater cu toate varfurile pe un cerc este egala cu 180°.

Ipoteza:

Concluzie:

Indicatie:

ABCD patrulater convex
A,B,C,DeC(O,r)

¥A+ <C=<xB+<xD=180°
Unghiurile BAD si BCD sunt inscrise Tn cerc, la fel si unghiurile ABC si ADC.

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative
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1. Pe cercul C(O, r) se considera punctele A, B, Csi D.
a. Daca ¥ACB=73°, determinati masura unghiului AOB.

b. Daca BC = 36°, calculati masurile unghiurilor BOC si BAC.

c. Daca <ADC = <ABC = 84°, demonstrati ca segmentele AC si BD nu au puncte comune.

Rezolvare:
2 AB=2.%ACB=146°= <AOB.



Daca A se afla pe arcul mare ETC, atunci <BOC =BC = 36°, iar <BAC =%-§Z‘ =18°.
Daca A se afla pe arcul mic Bﬁ(f, atunci «<BAC =%-(360°—36°) =162°.
Daca D se afla pe arcul ,ZEC, atunci segmentele AC si BD nu sunt concurente, iar unghiurile ADC si ABC
subintind arcul mic A’.(f deci <ADC =%2\—(§ =<ABC =84°.
Presupunem prin absurd ca exista un punct D pe cerc, astfel incat <ADC = <ABC = 84°, iar segmentele AC si BD
se intersecteaza, deci B si D sunt de o parte si de alta a dreptei AC. Atunci patrulaterul ABCD are toate varfurile
pe C(O, r) si rezultd cd 168° = <ABC +<ADC = ADC : 2+ ABC : 2 = 180°, fals.
Asadar D se afla pe arcul ABC, iar segmentele AC si BD nu sunt concurente.

Pe cercul C(0, r) se considera punctele A, B si C, astfel incat masurile arcelor mici AB, AC Si BC sunt direct
proportionale cu numerele 6, 8 si 10. Determinati masurile unghiurilor triunghiului ABC si demonstrati ca

XATC = <ABC, unde punctul T este intersectia dintre dreapta AO si arcul mic BC.

Rezolvare: . . .
Din ipoteza, exista k > 0, astfel incat AB =6k°, AC =8k° si BC =10k°.

Deoarece ZB+B/E > Z\E, rezulta ca ZE;?: >180°, deci arcul mic Z\E nu contine punctul B.
Rezults c& 24k° = AB+BC + AC = 360°, deci k = 15. Asadar AB=90°, AC =120° Si BC =150°.
Obtinem <BAC =%~B73 =750, <ABC = %-A? =60° si <ACB =%-A§ =45°,

Unghiurile ATC si ABC subintind arcul mic AC, iar <ATC :%-Z\E = 60° = <ABC.

Probleme propuse

Se considera triunghiul ABC inscris in cercul C(0, r), astfel incat centrul O se afla in interiorul triunghiului.
Precizati valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:

Unghiul AOB este unghi inscris in C(O, r). Unghiul ABC este unghi inscris in C(O, r).
Unghiul CAB nu este unghiinscris in C(O, ). Unghiul OBC nu este unghi inscris in C(O, r).

Desenati un cerc C(O, r) si alegeti punctele A, B, C, D pe cerc, astfel incat B si D sa fie diametral opuse.
Completati spatiile punctate, pentru a obtine propozitii adevarate:

Unghiul AO... nu este unghi inscris in C(O, r). Unghiurile OB... si OB... sunt inscrise in cerc.
Unghiurile BA... si BA... sunt inscrise in cerc. Unghiurile DA... si BC... sunt congruente.

Determinati valoarea lui x, in fiecare dintre cazurile reprezentate in figurile 5, 6 si 7:

Figura 5 Figura 6 Figura 7

Punctele A, B, C si D, in aceasta ordine, sunt pe C(O, r). Daca AB=80°, CD=60° Si DA=120°, calculati
masurile unghiurilor ABD, ABC, BAC, CDA, CDB si ACB si demonstrati ca punctele A, O si C sunt coliniare.

Punctele A, B, Csi D se afla pe cercul C(0, r). Daca AB si CD sunt diametre perpendiculare, iar punctul P se afld
pe arcul mic AC,cu AP =20°, calculati masurile unghiurilor CPD, PCD, CPB, DPB, PBA si APD.

Fie punctele A, B si C pe cercul C(O, r), astfel incat masurile arcelor AB, AC Si BC sunt direct proportionale
cu numerele 9, 12 si 15. Determinati masurile unghiurilor triunghiului ABC.
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Calculati masurile arcelor AB, AC, AD si AE.
Calculati masurile unghiurilor marcate pe figura.
Demonstrati ca AD = DG = GB = BE = EH = HC = CF = FA.

Patrulaterul ABCD are toate varfurile pe un cerc, iar AB L AD si AC L BD. Demonstrati ca:
AD = CD; <BAC = <ADB. Figura 8

Punctele A, B si C se afla pe un cerc, astfel incat AB = 46° si BC =134°. Determinati masurile unghiurilor tri-
unghiului ABC. Cate solutii are problema?

Punctele A, B, C si D se afla pe cercul C(0, r), astfel incat A si B sunt diametral opuse, semidreapta OC este
bisectoarea unghiului DOB, iar semidreapta OD este bisectoarea unghiului AOC.

Daca CD =4 cm, determinati lungimea razei cercului.
Determinati masura unghiului BAC.
Dacd M si N sunt intersectiile mediatoarei segmentului CD cu cercul C(0, r), calculati «CDM + «<DCN.

Se considera triunghiul ABC, inscris in C(O, r), cu <A =72° si <B=48°. Fie A", B, C' € C(O, r), astfel incat
dreptele AA’, BB’ si CC’ sunt inaltimile triunghiului ABC. Determinati masurile arcelor mici BA, CB',AC', AB,,
BC si CA.
Se considera punctele A, B, C, D pe cercul C(O, r), astfel incat BC este mediatoarea segmentului OA, iar CD || OA.
Fie M mijlocul razei OD si punctul £, cu CM ~ C(O, r) = {C, E}.

Demonstrati ca punctele B, O si D sunt coliniare.

Determinati masura unghiului CAD.

Demonstrati ca punctele A, O si E sunt coliniare.

Minitest

1.

Punctele A, B si C se afla pe C(O, r), astfel incat AB =120°. Determinati masura unghiurilor AOB si ACB.
Cate solutii exista?

. Punctele A, B, C si D, In aceasta ordine, se afla pe un cerc, astfel ncat AB = 60° Si CD = DA =100°.

Determinati masurile unghiurilor ABD, BCD si ADC.

. Patrulaterul ABCD are toate varfurile pe cercul C(O, r). Daca <ACB = 32° si <ABD = 58°, demonstrati ca BD este

diametru.



Lectia 3: Tangente la cerc

Cuvinte-cheie

tangenta punct de tangenta secanta dreapta exterioara cercului

Deretinut ()

Ne reamintim din clasa a sasea ca o dreapta si un cerc pot avea cel mult doua puncte
comune:
» 0 dreapta care nu are niciun punct comun cu un cerc este exterioard cercului;
« o dreapta care are doua puncte comune cu un cerc este secantd la cerc;
« odreapta care are un singur punct comun cu un cerc este tangentd la cerc, iar punctul de
intersectie dintre dreapta si cerc se numeste punct de tangentd.
InFigura 1, dreapta d este exterioard cercului, dreapta g este secanta la cerc, iar dreapta Figura 1
h este tangenta in punctul T la cerc.

Teorema 1. Tangenta la un cerc este perpendiculara pe raza cercului care contine punctul de tangenta.

Ipotezd: dnC(O,n={T}
Concluzie: d L OT

Demonstratie:

Prin absurd, presupunem ca d nu este perpendiculara pe OT. Fie A, B e d
astfelincat d L OA si AB =AT. Triunghiurile AOT si AOB sunt congruente (C.C.),
) asadar OB =0T =r, deci dreapta d este secanta la cerc, fals. In consecint,
Figura 2 d L OT.

Observatie. Are loc si reciproca Teoremei 1:
Daca T este un punct pe cercul C(0, r), atunci perpendicularain T pe dreapta OT este tangenta la cerc.

Teorema 2. Printr-un punct exterior unui cerc se pot construi exact doua tangente la acest cerc.

Demonstratie:

Fie M un punct exterior cercului C(O, r) si T un punct pe cerc astfel incit MT este tangenta la cerc. Din Teorema
1 rezultd cd MT L OT, deci <MTO = 90°, adica T se afld pe cercul C' de diametru OM. Cercurile C(O, r) si C' sunt
secante; punctele lor de intersectie, T, si T, sunt cele doua puncte de tangenta cautate, iar tangentele din M la
cerc sunt dreptele MT, si MT..

Teorema 3. Segmentele determinate de punctele de tangenta pe tangentele la un cerc duse dintr-un punct
exterior cercului sunt congruente.

Ipotezd: M e ExtC(0,r), T,T,cC(O,r)
MT,, MT, tangente la C(O, r)

Concluzie: MT, =MT,

Demonstratie:
Din Teorema 1 rezulta ca MT, L OT, si MT, L OT,, deci <OT,M = <OT,M = 90°.
Rezulta ca AOMT, = AOMT, (1.C.), deci MT, = MT,.

Figura 3

Observatie (proprietatile ,,ciocului de cioara™)

Fie M un punct exterior cercului C(O, r) si MT,, MT, tangentele duse prin M la cerc, unde T, T, € C(O, r) (cain
Figura 3). Folosind congruenta triunghiurilor OMT, si OMT, se deduce ca:

a. MT,=MT; b. semidreapta MO este bisectoarea unghiului TMT,;

c. dreapta MO este mediatoarea segmentului 7,T,; d. semidreapta OM este bisectoarea unghiului T,0T..

=
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Portofoliu

Scrieti Tn paginile portofoliului Geometria cercului urmatoarele doud modalitati de constructie a tangente-
lor dintr-un punct exterior A la cercul C(O, r). Realizati efectiv constructia acestor tangente si justificati fiecare
metoda.

1. a.

Do

c.

. Prin punctul D, in care segmentul OA intersecteaza cercul C(O, r), construim dreapta

. Construim cercul C(O, OA) si notam d n C(0, OA) = {E, F}.
. Notdm cu B si C intersectiile segmentelor OE si OF cu C(O, r). Tangentele din A la

Construim mijlocul M al segmentului OA.
Construim cercul de centru M si raza MO.

Notam cu B si C punctele in care se intersecteaza cercurile C(O, r) si C(M, MO).
Tangentele din A la cercul C(O, r) sunt dreptele AB si AC.

d, perpendiculara pe OA.

cercul C(O, r) sunt dreptele AB si AC.

Aplicatia 1 (unghiul format de o tangenta la cerc cu o secanta)

Fie unghiul BAC cu varful A pe cercul C(O, r) si latura AC o coarda a acestui cerc.

a. Daca dreapta AB este tangenta la cercul C(O, r), atunci masura unghiului BAC este egala cu jumatate din masura

arcului AC aflatin interiorul unghiului.

b. Reciproc, daca masura unghiului BAC este egala cu jumatate din masura arcului AC din interiorul unghiului,
atunci dreapta AB este tangenta la cercul C(O, r).

Demonstratie: C 18

a.

b.

Vom analiza trei cazuri, Tn functie de masura unghiului BAC. 0\

I. Pentruinceput, vom considera ca unghiul BAC este ascutit, cain Figura 4. ‘
Notam cu D punctul diametral opus lui A. Cum <ACD = «BAD =90°, unghiurile p A 9

ADC si BAC au acelasi complement (unghiul CAD), deci «BAC = <ADC :%74\6

Bl
II. Deoarece «<BAD =90° =%-ACD, proprietatea este adevarata si pentru unghiuri Figura 4

drepte.
IIIL. Fie B' € AB, astfel incat A se afla pe segmentul BB'. Unghiul B’AC este obtuz si subintinde arcul ADC,

iar <B'AC = 180° - <BAC = 180° —%TC = %(360° ~AC)= %ADC.
Presupunem prin absurd ca AB nu este tangenta la cerc. Fie d tangenta in A la cerc si E un punct pe aceasta,
de aceeasi parte ca B fata de dreapta AD. Din a rezulta ca <EAC = % - AC = <BAC, deci semidreptele AB si AE

coincid, fals. Asadar presupunerea este falsa, deci AB este tangenta la cerc.

Observatie. Punctul b al Aplicatiei 1 poate fi folosit pentru a arata ca o dreapta este tangenta la un cerc.

Aplicatia 2 (Teorema lui Pitot)

Daca toate laturile patrulaterului ABCD sunt tangente la cercul C(O,r), atunci
AB+CD=AD + BC. )

Demonstratie:
Fie M, N, P, Q punctele de tangenta ale laturilor AB, BC, CD si DA cu cercul C(O, r), cain ‘ ‘

Figura 5. Deoarece AM si AQ sunt tangente la cerc, rezulta ca AM = AQ. Analog obtinem
BM = BN, CN = CP si DP = DQ. In consecint, rezult: A M B

AB+CD = (AM + BM) + (CP + DP) = AQ + BN + CN + DO = (AQ + DQ) + (BN + CN) = AD + BC. Figura 5



Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1.

. Laturile AB, BC si CA ale triunghiului ABC din Figura 6 sunt tangente in D, E, respectiv

Tangentele dintr-un punct exterior M la un cerc de centru O formeaza intre ele un unghi cu masura de 90°. Daca
OM =442 cm, determinati raza cercului.

Rezolvare:
Fie A si B punctele de tangenta. Deoarece «OAM = <OBM = <AMB =90° si OA = 0B, rezulta ca OAMB este
patrat. Obtinem r=0A =4 cm.

F la cercul de centru O si raza r. Daca AD=8cm, BE =6 cm si CF =4 cm, calculati
perimetrul triunghiului ABC.

Rezolvare:

AD si AF sunt tangentele din A la cerc, deci AF=AD=8cm. Analog rezulta ca

BD=BE=6cm si CE=CF=4cm. Obtinem AB=14cm, BC=10cm si CA=12cm. C F A
Perimetrul triunghiului ABC este P,,.=36 cm. Figura 6

Probleme propuse

1.

o1

10.

11.

Construiti un cerc de centru O si raza 4 cm. Construiti trei drepte q, b si ¢, astfel incat:
a. dreapta a sa fie tangenta la cerc;

b. dreapta b sa fie exterioara cercului;

c. dreapta c sa fie secanta la cerc.

. Desenati un cerc de centru O si raza 5 cm. Construiti tangentele dintr-un punct exterior A la cerc.

. Se considera A € C(O, 10 cm) si dreapta MA tangenta la cerc. Calculati:
a. lungimea segmentului MA, stiind ca <AMO = 45°; b. lungimea segmentului OM, stiind ca <AMO = 30°.

. Pe cercul C(O, 24 cm) se considera un punct P. Se construieste tangenta la cerc prin P, pe care se iau punctele
A si B, astfel incat AP = PB. Stiind ca AP = 48 cm, calculati aria triunghiului AOB.

. Pe tangenta in M la cercul C(O, r) fie punctele A si B, simetrice fatd de M. Segmentele OA si OB intersecteaza
cercul in C, respectiv D. Daca <AOB =120°, demonstrati ca:

a. CD || AB; b. DOCM este romb.
. Pe cercul C(0, 2 cm) se aleg punctele M si N, astfel incat MN =240°. Fie P punctul de intersectie dintre
tangentele in M si N la cerc.

a. Determinati lungimea segmentului OP. b. Demonstrati ca triunghiul MNP este echilateral.

. Fie A € C(0O, 4 cm) si doua puncte B, C din plan, cu OB=3 cm, OC =5 cm, AC =3 cm si <AOB = 90°.
a. Precizati pozitia fiecareia dintre dreptele AB, BC si AC fata de cerc.
b. Determinati lungimea segmentului BC. Cate solutii exista?

. Pe cercul C(O, r) se considera punctele A, B, C, astfel incat AC =CB = 40°. Demonstrati ca tangentain C la cerc
este paralela cu dreapta AB.

. Pe cercul C(0, r) se considera punctele M, N, P, in aceasta ordine, astfel incat MP =84° sitangentain N la cerc
este paralela cu dreapta MP. Determinati masura arcului MN.

Cercurile C(0, ) si C(Q, r') se intersecteaza in punctele A si B. Demonstrati ca:
a. 00 LAB;
b. daca OA este tangenta la cercul C(Q, r), atunci si OB este tangenta la cercul C(Q, r').

Fie P un punct exterior cercului C(O, ) si punctele A, B € C(O, r), astfel incat PA si PB sunt tangente la cerc.
Dacd <APB = 60°si PO " C(O, r) = {S, M}, cu Sintre M si P, demonstrati ca:

a. triunghiul ABM este echilateral; b. triunghiul MAP este isoscel; c. patrulaterul OASB este romb.
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12. Fie D, E, F punctele de tangenta ale cercului Tnscris in triunghiul ABC cu laturile BC, CA, respectiv AB.
Daca <EDF = 60° si «DEF = 80°, determinati masurile unghiurilor triunghiului ABC.

13. Fie D, E, F punctele de tangenta ale cercului Tnscris in triunghiul ABC cu laturile BC, CA, respectiv AB.

Daci BC=a, CA=b, AB=c si pz%‘”c, demonstrati ¢ AF=p—a, BD=p—b si CE=p-c (lungimile

segmentelor sunt exprimate Tn aceeasi unitate de masura).

14. Pe cercul C(O, r) se considerd punctele A, B, C, astfel incat AB este diametru. A,
Tangenta in C la cerc intersecteaza tangentele in A si B la cerc n punctele D, A,
respectiv E. Fie AC n OD = {F} si BC " OF = {G}. Demonstrati ca: c Q’ c
2
a. DE=AD + BE; b. <DOE =90°; c. OFCG este dreptunghi. '
B,
15. O cureadedistributie estentinsa pe douaroticirculare pe care le intersecteaza pe B,
lungimile arcelor A.C,B, si AC,B,, cain Figura 7. Aratatica A C,.B, + AC,B, =360°. Figura 7
Minitest
1. Tangentele dintr-un punct exterior A la un cerc de centru O si raza 8 cm formeaza intre ele un unghi cu masura
de 60°. Calculati lungimea segmentului AO. (Bp)

2. Fie A, B, C € C(0, r) si T un punct exterior cercului. Daca ACB =144° si dreptele AT si BT sunt tangente la cerc,
determinati masura unghiului ATB. (3p)

3. Fie cercul C(0, 2 cm) si punctele A € ExtC(0, 2 cm) si B € C(O, 2 cm), astfel incat AB este tangenta la cerc,
BO N C(0,2cm)={B, C} siACC(0,2cm)={C, T}. Daca OT || AB, calculati lungimea coardei BT. (3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.
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Lectia 4: Poligoane regulate inscrise intr-un cerc

Cuvinte-cheie

poligon regulat  poligon inscris Tn cerc  cerc circumscris  triunghi echilateral  patrat hexagon regulat

Poligoane regulate inscrise intr-un cerc

Un poligon se numeste inscris intr-un cerc daca varfurile poligonului apartin cercului. In acest caz spunem ca
cercul este circumscris poligonului.

De retinut

Definitie. Un poligon convex cu toate laturile congruente si toate unghiurile congruente se numeste
poligon regulat.

Exemple: Triunghiul echilateral (Figura 1) si patratul (Figura 2) sunt poligoane regulate.
D A A B
[ L]

AB=AC=BC ABCD patrat

JA=<sB=<xC=60° AB=BC=CD=DA
¥A=<¥B=<xC=<xD=90°

[1 []

. c c .
Figura 1 Figura 2
Teorema. Orice poligon regulat se poate inscrie intr-un cerc.

Folosind faptul ca la arce congruente corespund coarde congruente, se poate demonstra ca:
a. Un poligon care are toate laturile congruente si este Tnscris Tntr-un cerc este poligon regulat.
b. Un poligon care are toate unghiurile congruente si este inscris intr-un cerc este poligon regulat.

Observatii
1. Masura fiecarui unghi al unui poligon regulat cu n laturi (n > 3) este egala cu

(n-2)-180°
—

2. Cele n laturi congruente ale unui poligon regulat A/A,... A, impart cercul in n arce congruente. Fiecare dintre

o

aceste arce (si fiecare dintre unghiurile la centru corespunzatoare) are masura de

n
AA =AA =.=A A=AA = 3(:10 . <AOA =<AOA =..=<A_OA =<AOA = 3(,’10 .

Stiati ca...?
@ In functie de numarul laturilor, pentru poligoane se folosesc urmatoarele denumiri:
pentagon (5 laturi) heptagon (7 laturi) eneagon (9 laturi) dodecagon (12 laturi)

hexagon (6 laturi) octogon (8 laturi) decagon (10 laturi) icosagon (20 de laturi)

Utilizand un motor de cdutare pe Internet, descoperiti si denumirile altor poligoane.

Utilizarea instrumentelor geometrice pentru constructia poligoanelor regulate

Daca n > 3 este un divizor al lui 360, o metoda simpla de a construi un poligon regulat cu n laturi inscris Tntr-un
cerc este urmatoarea:
a. desenam un cerc si 0 raza a acestuia;
b. folosind raportorul, construim unghiuri la centru adiacente cu masura de (360 : n)°. Unind punctele, obtinem
un poligon regulat.



Pentru a construi un pentagon regulat ABCDE (Figura 3), alegem un punct A pe
cerc si construim unghiurile la centru AOB, BOC, COD, DOE, EOA, cu <AOB = <BOC =

- <COD = <DOE = <EOA = 360° : 5 = 72°. in plus, avem: AB=BC = CD = DE = EA =72°
si ¥A=<4B=4C= <D= <E=108°.

Pentru constructia triunghiului echilateral, a patratului, respectiv a hexagonului
regulat inscris Tntr-un cerc, existd metode specifice, mai rapide si ingenioase,
folosind doar rigla si compasul.

Figura 3

1. Constructia unui patrat ABCD inscris intr-un cerc C(O, r)
a. Se alege pe cerc punctul A si se construieste diametrul AC.
b. Se construieste diametrul BD perpendicular pe AC.
c. Unim punctele A, B, C, D. Patrulaterul ABCD obtinut este patrat (Figura 4).

2. Constructia unui hexagon regulat ABCDEF inscris intr-un cerc C(O, r)
a. Se alege pe cerc punctul A si se construieste punctul D, diametral opus lui A.

b. Ludm in deschiderea compasului raza cercului. Cu varful compasului in A, trasdm doud arce de cerc ce
intersecteaza cercul C(0, r) in punctele B si F, iar cu varful compasului in D trasam doud arce de cerc ce
intersecteaza cercul C(O, r) in punctele C si E.

c. Unim punctele A, B, C, D, E, F. Poligonul ABCDEF este hexagon regulat (Figura 5).

3. Constructia unui triunghi echilateral PQR inscris intr-un cerc
a. Se alege pe cerc punctul P si se construieste punctul S, diametral opus lui P.

b. Cu varful compasuluiin S si cu deschiderea compasului egala cu raza cercului, construim doua arce de cerc
care intersecteaza cercul initial in punctele Q si R.

c. Unim punctele P, Q si R si obtinem triunghiul echilateral POR (Figura 6).

Alternativ, utilizand constructia de la hexagonul regulat, putem observa ca triunghiurile ACE si BDF sunt
echilaterale (Figura 7).
A

BN, CF .lA\
\ J  Koor KL

C
Figura 4 Figura 5 Figura 6 Figura 7

Portofoliu

Adaugati Tn portofoliul Geometria cercului fise cu proprietatile urmatoare si demonstratiile lor pentru cazul
particular al pentagonului, respectiv al hexagonului regulat.

1. Mediatoarele laturilor unui poligon regulat sunt concurente in centrul cercului circumscris poligonului.

2. Bisectoarele unghiurilor unui poligon regulat sunt concurente in centrul cercului circumscris poligonului.

Probleme propuse

1. Construiti, folosind instrumentele geometrice, un poligon regulat cu:
a. 6 laturi; b. 8 laturi; c. 9 laturi; d. 10 laturi; e. 12 laturi.
2. Determinati masura unui unghi al unui poligon regulat cu:
o 9ltaturi; b. 10 laturi; c. 12 laturi; 4. 15 laturi; e. 20 de laturi,



10.

11.

Minitest S
%4
1. Se considera un patrat ABCD, inscris intr-un cerc de centru O si raza R. Construiti un octogon regulat, in care
patru dintre varfuri sa fie varfurile patratului ABCD. (3p)
2. Perimetrul unui patrat este egal cu perimetrul unui hexagon regulat inscris intr-un cerc de centru O siraza 6 cm.
Determinati lungimea laturii patratului. (3p)
3. Utilizand constructia unui hexagon regulat, construiti un poligon regulat cu 12 laturi. (3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.

. Determinati numarul de laturi ale unui poligon regulat in fiecare dintre cazurile

. Unim vérful A cu toate celelalte varfuri ale poligonului regulat ABCDEFGHI.

. Determinati masura unui arc ale carui extremitati sunt varfuri consecutive ale unui poligon regulat cu:

a. 9 laturi; h. 12 laturi; c. 18 laturi; d. 24 de laturi; e. 30 de laturi.

urmatoare:

a. masura unui unghi al poligonului este egald cu 170°;

b. masura unui unghi exterior al poligonului este egala cu 20°;

c. arcul mic determinat de doua varfuri consecutive ale poligonului are masura
de 7°30%

d. arcul mare determinat de doua varfuri consecutive ale poligonului are masura
de 351°.

Determinati masurile celor 7 unghiuri adiacente cu varful in A astfel formate.

. Dreptele ABsi CD se intersecteaza in punctul P. Calculati masura unghiului BPC, stiind ca A, B, C, D sunt varfuri
consecutive ale unui poligon regulat cu:
a. 5laturi; b. 8 laturi; c. 10 laturi.

. Se considera hexagonul regulat ABCDEF inscris in cercul de centru O si raza 6 cm.

a. Calculati perimetrul hexagonului ABCDEF.
b. Aratati ca patrulaterul BCEF este dreptunghi.
c. Calculati masurile unghiurilor ACD, ACE si ACF.

. Se considera triunghiurile echilaterale ABC si MPQ, inscrise intr-un cerc de centru O, astfel incat AM =60°,

punctul M se afla pe arcul mic 2\_(:‘, iar punctul P se afla pe arcul mic AB. Demonstrati ca poligonul MAPBQC
este hexagon regulat.

. Fie patratele ABCD si MNPQ, inscrise intr-un cerc de centru O, astfel incat AM = 45°, punctul M se afla pe arcul

mic 24?), iar punctul N se afla pe arcul mic AB. Demonstrati ca poligonul MANBPCQD este octogon regulat.
Pe laturile triunghiului echilateral ABC se iau punctele M, N € BC, P, Q € CA, respectiv R, S € AB astfel incat
BM=MN = NC, CP=PQ = QA si AR = RS = SB. Aratati ca MNPQRS este hexagon regulat.

Construiti, in exteriorul unui hexagon regulat, pe laturile sale, triunghiuri echilaterale. Demonstrati ca varfurile
triunghiurilor echilaterale, care nu sunt si ale hexagonului, formeaza un hexagon regulat.
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Lectia 5: Lungimea cercului si aria discului

Cuvinte-cheie

lungimea cercului aria discului lungimea arcului de cerc aria sectorului de cerc

Lungimea cercului. Lungimea arcului de cerc

158

Investigatie

Lungimea cercului. Se Tmparte clasa in cinci grupe. Fiecare grupa primeste o
foaie de flipchart, un marker, un compas si un ghem de sfoara.

Sarcini de lucru:

a. Pe foaia de flipchart, elevii deseneaza un cerc cu raza de 6 cm (prima grupd), de
8 cm (a doua grupad), de 10 cm (a treia grupd), de 12 cm (a patra grupa), respectiv
de 15 cm (a cincea grupa).

b. Fiecare elev din grupa estimeaza lungimea cercului astfel: fixeaza un capat al
sforii intr-un punct al cercului (diferit de la elev la elev), desfasoara sfoara pe
circumferinta cercului pana cand ajunge din nou in punctul ales si taie partea de
sfoara ramasa. Apoi noteaza lungimea [ a sforii utilizate si calculeaza, cu trei zecimale exacte, raportul dintre
lungimea [ obtinuta si diametrul d al cercului. Datele obtinute se trec intr-un tabel de forma:

Grupa Numele elevului Diametrul cercului (d) Lungimea sforii (I) Raportul d/(
nr. 2 Andrei 2:8cm=16cm 50,3 cm 3,143

c. Fiecare grupa calculeaza media aritmetica a rapoartelor obtinute.

d. Comparati rezultatele obtinute de fiecare grupa si verificati daca sunt cuprinse intre 3,13 si 3,15.

Deretinut  (})

Valoarea raportului dintre lungimea unui cerc oarecare si lungimea diametrului sdu este constanta (nu depinde
de raza cercului).

Aceasta constanta se noteaza cu = (litera din alfabetul grec corespunzatoare literei p din alfabetul latin) si se
citeste pi. Numarul = este irational: © = 3,14159265358979 ....

In practic3, folosim aproximarea cu doud zecimale exacte = 3,14 siincadrarea 3,14 <t < 3,15.

Lungimea unui cerc de raza R se determina din formula: L___= 2nR.

cerc

Lungimea unui arc de cerc este direct proportionala cu masura arcului. Deoarece lungimea cercului cores-

I . o Lo 2nR . R
punde lungimii unui arc de 360°, are loc relatia 22 =——, deci L_ = -AB.
AB 360° 4 180° A

Lungimea unui semicerc de raza R este egala cu nR. 5
Daca <AOB este un unghi la centru cu masura de x° (Figura 1), atunci:

« lungimea arcului mic AB este egala cu fTRO-X;

« lungimea arcului mare AB este egala cu i-(360—x).
180 Figura 1

Uncerccurazade 7 cmare lungimeal =2nR=2n -7 =14x cm.
Daca un cerc are lungimea L = 36w cm, atunciraza sa este R = ZL = ? =18 cm
T s

Daca AOB este un unghi la centru cu masura de 60° intr-un cerc cu raza R =9 cm, lungimea arcului mic AB este

egalacu i-éo =3m cm, iar cea a arcului mare AB este TR (360-60)=15m cm.
180 180



Aria discului. Aria sectorului de cerc

De retinut

Ne amintim ca un disc este multimea punctelor unui cerc reunita cu multimea punctelor din interiorul cercului:
D(O, R) =C(0, R) L Int(C(0, R)) (Figura 2).

Aria unui disc de centru O si razd R se calculeaza cu formula A, = nR’.
O portiune din interiorul unui cerc delimitata de doua raze ale cer- A
cului se numeste sector de cerc (sau sector circular). h .
Aria unui sector de cerc este direct proportionala cu lungimea arcu-
lui de cerc corespunzator sectorului. Deoarece discul corespunde
unui arc de 360°, pentru sectorul de cerc corespunzator arcului AB cu
< . A R? : R* —
masura x° (Figura 3) are loc relatia 2o = ™2 i Ao = ™ _.AB. _ ,
AB  360° 360° Figura 2 Figura 3

Portofoliu @

Identificati, Tn activitatile voastre zilnice, obiecte care au forma de cerc (CD, DVD, pizza, capacul unui borcan
etc). Calculati ariile suprafetelor lor.

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. In Figura 4, BA si BC sunt tangente la cercul de centru O si raz& 4 cm si <ABC = 90°. A B
a. Demonstrati ca patrulaterul ABCO este patrat. \
b. Calculati lungimea cercului si aria discului de centru O si raza OA. @

c. Determinati lungimea arcului mic AC. 0

d. Determinati aria S a suprafetei aflate in interiorul patrulaterului ABCO, dar in exteriorul

cercului de centru O siraza 4 cm. )
Figura 4
Rezolvare:

a. BA si BC sunt tangente la cerc din punctul B, deci BA=BC, BA L OA si BC L OC. Cum %ABC =90°, rezulta ca
ABCO este un dreptunghi cu doua laturi consecutive congruente, deci este patrat.

b.L_ =2n-R=8ncm, A,_=nR*=16mcm’

cerc disc

c. AC = +A0C =90°, deciL_ =R ac="4 900o_2n cm.
Ac180° 180°
k> —
d.S=A,, - A, =16~ -AC =16 —4n = 4(4—m) cm.
360°
2. Patratul ABCD din Figura 5 este Tnscris intr-un cerc de raza 4 cm. Determinati aria supra- A 8
fetei hasurate. A g
Rezolvare: y .
AC=2-A0=8cm= A —A—Cz—32 cm’
- - ABCD T 2 - . D C
Aria discului este egala cu nR* = 16w cm?. Figura 5

A=A -A,. ., =16n-32cm?=16(n-2)cm’

hasurata disc

3. Pe un cerc de centru O si raza R =6 cm se considera punctele A, B si C, ca in Figura 6,

B
in aceasta ordine, astfel incat <+AOB =120° si BC = 90°. Calculati aria .A, a sectorului de
cerc corespunzator arcului mic AB si aria A, a sectorului de cerc corespunzator arcului
mic AC. p ’) c

Rezolvare:

2 —_—
"R AB=3%" 120°=127 cm.
360° 360° Figura 6

—_— —_— —_ 2 —_—
AC = 360°~ AB—BC = 150°, deci A ,= 2. AC = OF
360° 360°

¥AOB=120°= AB=120°= A =

-150° =15 cm’.
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Probleme propuse

160

Determinati lungimea cercului cu raza egala cu:

12 cm; 3,5cm; %cm.
Determinati raza cercului cu lungimea egala cu:
14r cm; 72 cm; %cm.

Pe un cerc de centru O si raza R se considera punctele A si B. Determinati lungimea arcului mic AB si aria
sectorului de cerc corespunzator stiind ca:

R=2cmsi <AOB =60°; R=6 cmsi <AOB =45°;
R=7cmsi <AOB=120°; R=11cmsi <AOB=90°.

Determinati masurile arcelor de cerc din cercul de centru O si raza 10 cm, care au lungimile:
5t cm; 7mcm; 5?ncm.

In Figura 7, cele doua cercuri concentrice au razele de 8 cm si 6 cm. Calculati aria
portiunii hasurate.

Determinati lungimea diametrului unui cerc stiind ca aria discului delimitat de acest
cerc este egald cu 196w cm?.

Lungimea unui cerc de raza 2R este egala cu 12z cm. Calculati aria discului de raza 3R.
. . . . . . . . Figura 7
Pe marginea unui teren in forma de disc cu raza de 5 metri se planteaza 8 pomi, la

distante egale unul de celalalt. Ardtati ca, mergand pe marginea terenului, distanta
dintre doi pomi alaturati este mai mare de 3,9 metri, dar mai mica de 4 metri.
Indicatie. Calculati lungimea cercului care delimiteaza terenul si utilizati relatia

3,14 <n<3,15.

In Figura 8 sunt reprezentate doua discuri. Punctele A si P sunt diametral opuse in cercul 4
C, de centru O, iar AB este diametru in cercul C, de centru P. Calculati:

Ae

raportul dintre lungimea cercului C, si lungimea cercului C;;

raportul dintre aria discului mare si aria discului mic. Figura 8

Raisa a desenat trei cercuri, ca in Figura 9. Punctele A, O si B sunt coliniare, iar AB =8 cm. Folosind modelul
Raisei, Sara a colorat desenul in doua moduri, ca Tn Figura 10, respectiv Figura 11.

C D
\ATB/

Figura 9 Figura 10 Figura 11

e

Calculati perimetrul P, si aria A, ale suprafetei colorate cu alb din Figura 10.
Calculati perimetrul P, si aria A, ale suprafetei colorate cu alb din Figura 11.

Se considera patratul ABCD de laturd AB =10 cm. In interio- D C D C
rul patratului, se construiesc sectoarele de cerc cu centrele in

punctele A, respectiv C, de raza egala cu latura patratului, ca

in Figura 12. Determinati aria intersectiei celor doua sectoare

(aria suprafetei hasurate).

Se considera patratul ABCD, de laturda AB = 8 cm. In interiorul

patratului, se construiesc semicercurile de diametre AD, A B A B
respectiv BC, ca in Figura 13. Determinati aria suprafetei Figura 12 Figura13
hasurate.



Se considera patratul ABCD, de laturd AB=6cm. in interiorul patratului, se
construiesc semicercurile de diametre AB, BC, CD respectiv DA, ca in Figura 14.
Determinati aria suprafetei colorate.

Un hexagon regulat ABCDEF este inscris intr-un cerc de centru O si raza R. Daca
AB =6 cm, calculati lungimea cercului, aria discului, lungimea arcului ABC si aria
sectorului de cerc corespunzator arcului DEF .

La pizzeria Bon Apetit, fiecare sortiment de pizza se vinde in trei dimensiuni:
mica, medie si mare. Avand in vedere preturile afisate, ce tip de pizza ar trebui
sa cumpere Tudor pentru a avea satisfactia ca a platit cat mai putin in raport cu
,suprafata” de pizza cumparata?

Bon Apetit
Tip pizza Diametru Pret
Mica 24 cm 28 lei
Medie 32cm 40 lei
Mare 40cm 64 lei

Pe anvelopa rotii din dreapta fata a masinii tatalui sau, Andrei marcheaza
punctul A, diametral opus punctului Tn care cauciucul atinge solul. Diametrul
anvelopei este de 63,2 cm.

Precizati valoarea de adevar a afirmatiei: ,Distanta parcursa de masina pana
cand punctul A atinge solul de 1000 de ori este de cel putin 2 km.”

Aratati ca, dupa un drum de 100 de km, punctul A atinge solul de mai mult de
50 000 de ori (se poate folosi faptul ca 3,14 < n < 3,15).

Autoevaluare
1. In cercul de centru O si razd 4 cm se considera coarda AB cu lungimea de 4 cm.

Calculati lungimea cercului, aria discului si lungimea arcului mare AB.

2. In cercul de centru O si razi R, se considerd diametrul AB. Stiind ca AB=12 cm,
punctul C se afla pe cerc si AC =120°, determinati aria sectorului de cerc cores-
punzator arcului mic BC.

3. Un teren are forma unui patrat ABCD cu latura AB =30 m. Pe sectorul circular de

centru A siraza AB, proprietarul terenului planteaza flori, iar in portiunea hasurata
planteaza gazon (Figura 15). Calculati aria portiunii plantate cu gazon.

A B
Figura 14

Figura 15
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%}b Recapitulare si evaluare

Coarde si arce in cerc. Proprietati « Unghiinscris in cerc « Tangente la cerc « Poligoane regulate inscrise
ntr-un cerc « Lungimea cercului si aria discului

162

Pentru problemele 1-22, notatiin caiet litera corespunzatoare raspunsului corect. Pentru exercitiile 23-30, scrieti
rezolvarile complete.

1.

10.

11.

12.

iIn cercul C(0, n, se considera arcele congruente
AB=CD.DaciAB=8 cm, atunci CD are lungimea de:

a. 16 cm; b. 8cm; c. 6cm; d. 4cm.

. Diametrul perpendicular pe o coarda AB intersec-

teaza coarda in punctul P. Dacd AB = 20 cm, atunci
lungimea segmentului PB este:

a. 10cm; b. 20cm; ¢ 30cm; d. 40cm.

. Segmentul AB este diametru in cercul de centru O

siraza 6,4 cm. Lungimea segmentului AB este de:

a. 64cm; b. 3,2cm; c. 12,8cm; d. 32cm.

. Lungimea cercului cu raza de 4,5 cm este egala cu:

a. 4,5t cm?; b. 18ncm?;

c. 2,25ntcm?; d. 9mcm.

. Aria discului cu raza de 3 cm este mai mica decat:

a. 26cm*  b. 27cm® c. 29cm?’ d. 28 cm’.

. Lungimea arcului de cerc cu masura de 60°, intr-un

cerc cu raza de 3 cm, este egala cu:

a. 6cm; b. Tcm; c. brcm; d. 3mcm.

.In C(0,r), m&sura unui unghi inscris ABC este

egala cu 40°. Masura unghiului AOC este egala cu:
a. 809 b. 20°; c. 60°; d. 120°.

. Daca BA este o tangenta din punctul exterior B la

un cerc de centru O, atunci masura unghiului BAO
este egala cu:

a. 90°; b. 45°; c. 180°; d. 60°.

. Perimetrul unui hexagon regulat nscris ntr-un

cerc cu raza de 6 cm este egal cu:

a. 72 cm; b. 36cm; c¢. 108cm; d. 24 cm.
Aria unui patrat Tnscris intr-un cerc cu raza de
12 cm este egala cu:

a. 288cm?* b. 144cm? c. 72cm?  d. 36 cm’.
Masura unui unghi al unui poligon regulat cu
18 laturi este:

a. 189 h. 144°; c. 160°; d. 180°.
Unul dintre unghiurile unui poligon regulat are

masura de 144°. Numarul laturilor poligonului
regulat este egal cu:

a. 18; b. 14; c. 12; d. 10.

13.

14.

15

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

Diametrul cercului cu lungimea 32n cm este egal
cu:

a. 256 cm; b, 16 c¢cm; d. 64 cm.
Diametrul cercului cu aria 81n cm® este egal cu:
c. 162cm; d. 81lcm.

Intr-un cerc de centru O se considera punctele
A, B, CsiD,in aceasta ordine. Daca masura unghiu-
lui BAC este 30°, atunci masura unghiului BDC este
egala cu:

a. 30°; b. 60°; c. 90°; d. 15°.
Patratul ABCD este inscris intr-un cerc. Daca punc-

c. 32cm;

a. 18 cm; b. 9cm;

tul T este mijlocul arcului mic CD, atunci misura
unghiului ATB este egala cu:

a. 909 b. 45°; c. 30°; d. 60°.
Intr-un cerc de centru O, doud coarde, AB si CD,
sunt egal departate de centrul cercului. Daca

AB =22 cm, atunci lungimea segmentului CD este
egala cu:

a. 22cm; b. 11 cm; d. 7cm.

In trapezul ABCD, inscris in cercul de centru O si
razd R, AB || CD, BC=13 cm. Lungimea laturii AD
este egala cu:

c. 9cm;

b. 13 cm; d. 6,5cm.

Tangentele AB si AC din punctul exterior A la cercul
C(0, r) sunt perpendiculare. Masura unghiului BOC
este egala cu:

a. 90°%; b. 45°; c. 30°; d. 180°.
Se considera tangentele AB si AC din punctul

exterior A la cercul C(O, r). Dacid AB =9 cm, atunci
lungimea segmentului AC este egala cu:

c. 13,5cm; d. 18 cm.
Pe un cerc se considera punctele A, Bsi C, in aceasta
ordine, astfel incat AB =150° si BAC =50°. Misura
arcului mic AC este egala cu:

a. 110°; b. 55°; c. 100°;  d. 160°.
Triunghiul echilateral ABC este inscris in C(O, r).

a. 26 cm; c. 11cm;

a. 4,5cm; b. 9cm;

Masura arcului ABC este egala cu:

a. 240°; b. 120°  c. 90° d. 60°.



23. Precizati care dintre enunturile de mai jos este
adevarat si care este fals:

a. ,,Orice poligon regulat cu mai mult de trei laturi,
are toate diagonalele congruente.”

b. ,Lungimea unui cerc este mai mica decat lungi-
mea unui diametru al cercului.”

c. ,Daca AB este un diametru in C(O, r), atunci
punctele A, O, B sunt coliniare.”

d. ,Daca triunghiul echilateral ABC este inscris

Tntr-un cerc, atunci masura arcului mic AC este
egala cu 60°.

24. Asociati fiecarui tip de poligon din coloana A valoa-
rea din coloana B corespunzatoare masurii unui
unghi al poligonului respectiv.

A B

) i 1.176°

a. Poligon regulat cu 20 de laturi
2.168°

b. Poligon regulat cu 30 de laturi
3.192°

c. Poligon regulat cu 90 de laturi
4.162°

25. Determinati numerele naturale q, b, c si d din tabe-
lul de mai jos:

Raza cercului Lungimea cercului

5 a
b 38n
c 2nc’
2d nd?

Fisa de observare sistematica

» Am fost preocupat sa aflu lucruri noi despre metodele de rezolvare a problemelor.
» Participarea mea la orele de matematica a fost apreciata de colegi si de profesor.

niciodata

ocazional

26.

27.

28.

29.

30.

Intr-un cerc C(O, r), se considera punctele A, B, C
si D, in aceasta ordine. Determinati numerele a, b,
¢ si d pentru care urmatoarele afirmatii sunt ade-
varate.

2

Daca B/E =30°, atunci <BOC = a°.
Daca ABC = 130°, atunci <ADC = b°.

Daca «<DCB=110°, atunci BAD = c°.
Daca <AOD = 80°, atunci <ABD = d°.

Un autoturism parcurge o distanta astfel incat una
dintre roti, cu diametrul de 40 cm, realizeaza 8000
de rotatii complete. Aratati ca distanta parcursa de
autoturism este mai mare decat 10 km.

Se considera tangentele din punctul A, AB si AC
la C(0, r). Semidreapta CO intersecteaza cercul in
punctul P. Daca <BAC=60°, atunci determinati
masura unghiului OPB.

Se considera triunghiul ABC cu varfurile pe cercul
C(O, ), iar AD, BE si CF sunt perpendiculare pe
dreptele BC, AC, respectiv AB, cu D, E, F € C(O, r).
Se cunosc <A =40°si <B=66°.

a. Determinati masurile unghiurilor BAD si CAD.

b. Determinati masurile arcelor éf), [/)E, AF Si FB.

Pe cercul C(O, r) se considera punctele A, B si C,
in aceastd ordine, astfel incat AB=2.BC Si
ac-=3.78.

2

a. Determinati masurile arcelor AB, AC Si BC.
b. Aratati ca triunghiul ABC este dreptunghic.

Tntotdeauna

frecvent
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Segmente proportionale. Teorema paralelelor echidistante

Triunghiuri asemenea. Teorema fundamentald a asemanarii

Criterii de asemanare a triunghiurilor.
Aproximarea in practica a distantelor folosind aseméanarea



Conceptul de triunghiuri asemenea este foarte
util in viata de zi cu zi. Putem sa determinam
inaltimea unei cladiri sau a unui turn masurand
mai intai lungimea umbrei acelui obiect si
recurgand apoi la triughiuri asemenea.

Cu ajutorul triughiurilor asemenea putem
determina Tnaltimea unui copac fara a fi necesar
sa ne urcam in varful lui si sa dam drumul unei
rulete pana la pamant.

SRR R,

e B




Lectia 1: Segmente proportionale.
Teorema paralelelor echidistante

Cuvinte-cheie

raport proportie coeficient de proportionalitate paralele echidistante

Raportul a doua segmente

Situatie-problema

Pe axa numerelor d, reprezentata mai jos, unitatea de masura este de 1 cm. Consideram punctele O, A, B, C, D,
E, L, M, N de pe axa, ale caror abscise sunt indicate pe figura.
Ne reamintim c&, daca x, si x, sunt abscisele a doua puncte oarecare P si Q de pe axa, atunci lungimea segmen-
tului PQ este data de relatia: PQ =[x, — X,|.
1lcm
0

N
i
-2

S e IS

D
i
3

W | O1==00
N | O1== 0
w‘ﬁ-m

Segmentul OA are 1 cm, iar lungimea lui ON este de 2 cm. Altfel spus, ON este de doua ori mai mare

decat OA, adica ON=20A. Putem scrie si O_N= sau O—A=1. Avem CD=3—E cm=£cm=0,5 cm si
" OA ON 2 2 2 ’
BE=E—§cm=2cm.
3 3

Deoarece i=4, rezultd ca segmentul BE este de 4 ori mai mare decat CD. Pe scurt, %zzﬂ:i:
0,5 CD 05cm 0,5

Pentru a reprezenta pe axa un punct F, diferit de cele dinainte, astfel Tncat %=g procedam astfel:

(2

reprezenta pe F in stdnga lui C, ar coincide cu A, deci F trebuie sa fie pus la 1,5 cm Tn dreapta lui C. Mai exact,
abscisa punctului F este 4.

9

deoarece MN = =%cm, rezulta CF=§~MN=§-gcm=gcm. Deoarece AC=1,5cm, daca l-am

Ce observam?
Fiind date doua segmente, pentru a exprima lungimea unuia dintre segmente Tn functie de lungimea celuilalt,
putem folosi raportul lungimilor celor doua segmente.

De retinut A

Definitie. Raportul a doua segmente este raportul lungimilor lor,

exprimate cu aceeasi unitate de masura. Pe ¢
In Figura 1, avem: o R
PR 1
a. 293, b 2L SR B, 0
AB 4 AB 2 AC 2 PR Figura 1

Activitate pe grupe

Reproduceti axa numerelor si punctele O, A, B, C, D, E, L, M, N de la rubrica Mate practica. Reprezentati apoi
punctul F gasit anterior. Lucrdnd in echipe de cate 4 elevi (doua banci), indicati: 1. trei perechi de segmente al
cdror raport este numar intreg; 2. cinci perechi de segmente al caror raport este numar rational subunitar; 3. doua
perechi de segmente care au acelasi raport. Comparati rezultatele voastre cu cele obtinute de colegi.

Observatii

1. Raportul a doua segmente nu depinde de unitatea de masura aleasa pentru masurarea segmentelor.

Exemplu: In tabelul urmétor, am calculat raportul segmentelor AB =24 cm si CD =36 cm, folosind diverse
unitati de masura.
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unitatea de masura

centimetru metru milimetru
AB 24 cm 0,24 m 240 mm
CD 36cm 0,36 m 360 mm
AB AB 24 2 AB 109024 24 2 AB 240" 24 2
cD CcD 36 3 D 036 36 3 CD 360 36 3

2. Pentru a determina raportul a doua segmente care nu sunt exprimate cu aceeasi unitate de masura, se folosesc
transformari pentru a scrie lungimile cu aceeasi unitate de masura.

Exemplu: Fiind date segmentele MN =14 dm si PQ = 3,5 m, vom face transformari pentru a utiliza aceeasi
unitate de masura. Putem folosi una dintre unitatile de masura in care sunt exprimate segmentele date (decimetri

sau metri) sau o alta unitate de masura pentru lungime.

Folosind ca unitate de masura decimetrul (dm), avem PQ = 35 dm, deci M—gzg :

MN 14 drn 1 4m 1,4 14 2
Folosind ca unitate de masura metrul (m), avem: —=—— - =
PO 35m 3 5m 3,5 35 5

MN _14dm _140cm 140 2

Transformand ambele unitati in centimetri (cm), gasim: —=
PO 35m 350cm 350 5

Se observa inca o data ca raportul celor doua segmente nu depinde de unitatea de masura.

Segmente proportionale

Situatie-problema

In Figura 2, observam cé:
AB, 1 . AC, 1 . . AB, AC
dica —

e —L= = P W

’

BB, 3° CC 3 BB, CC,’
AB, 2 . AC, 2 , . AB _AC, G, G
AB, 37 AC, 3’ AB, AC,’ AB,=B,B,=B,B,=B,B,=B,5B,
BB _, i CC BB, _CC. AC,=C,C,= cc =C,C,=C,C,
BB, ° CC, BB, CC, Figura 2

Astfel, cu doua perechi de segmente care au acelasi raport putem forma o proportie.

De retinut

AB CD
Definitie. Segmentele AB si CD sunt proportionale cu segmentele A'B’ si C'D’ daca — =, A8 CD"
Cu alte cuvinte, cu lungimile celor patru segmente se poate forma o proportie. in exemplul dat:
- segmentele AB, si AC, sunt proportionale cu segmentele B,B, si C,C,, intrucat —= ?g
275
. . . AB, AC
- segmentele AB, si AC, sunt proportionale cu segmentele AB, si AC,, deoarece —= 2B, A62

Observatie

e o

Fie n>2 un numar natural. Doua secvente de numere reale x,, X,,..., X, Si y,, ¥,,..., ¥, sunt proportionale daca:

ﬁzﬁz :ank

Vi Y, Y,
iar valoarea k, comuna acestor rapoarte, se numeste coeficient de proportionalitate.
In figura anterioard, intrucat AB, = 2AB, si AB, = 3AB,, respectiv AC, = 2AC, si AC, = 3AC,, avem

AB, 2AB, AB, AB _3AB, _AB adics AB, AB, AB,
AC, 2AC, AC,” AC, 3AC, AC,’ AC, AC, AC,’

Extinzand definitia de mai sus, spunem ca segmentele AB,, AB,, AB, sunt proportionale cu segmentele AC,, AC,
SiAC,.



Teorema paralelelor echidistante

Situatie-problema

D Dreptele paralele d,, d,, d, se intersecteaza cu doua
secante, obtinand punctele A, B, C, D, E, F, ca in Figura 3. /
Folosind rigla, masurati segmentele obtinute si verificati A

dacd AB=BC si DE=EF. Vom arata cd, daca AB=BC, / \,\
atunci DE = EF si reciproc, daca DE = EF, atunci AB = BC. B E d
Construim prin A paralela la dreapta DE si notam ][ \«\
cu B, respectiv C' punctele de intersectie ale aces- c F_ 4
teia cu celelalte doua paralele (Figura 4). Observam ca /
patrulaterele ADEB’ si EFC'B’ sunt paralelograme, deci
DE=AB'siEF=B'C'.
Este evident cd, daca B este mijlocul segmentului
AC, atLAJnci segmentul BB’ este linie mijlocie n triunghiul \q/
ACC'. In consecinta, B’ este mijlocul segmentului AC',
deci AB' = B'C’ si, implicit, DE = EF. ][\,\ \,\
Pentru reciproca se procedeaza la fel. B B’ E d,

Ce observam? ][ \\ \\
Daca trei drepte paralele intersectate de doua c C F ds

secante determina segmente congruente pe una din- /
tre secante, atunci determina segmente congruente si
pe cealalta secanta.

Aceasta proprietate este un caz particular al teoremei de mai jos, pe care o acceptam fara demonstratie.

Figura 4

De retinut
Teorema paralelelor echidistante

Daca mai multe drepte paralele determina pe o secanta segmente congruente, atunci ele determina pe orice
alta secanta segmente congruente.

fiky

Ipoteza: d Il d,lld, Il d,Ildll..
AA=AA =AA =AA.=..

Concluzie: BB,=B,B,=B,B,=B,B,=...

w

>
N
<1

Q| Q| Q|
N

=

>
o
&
ol
[oN
o

1. Pe segmentul AB se considera punctul P astfel incat % :g.
A P B
Calculati rapoartele:
_ P8, AP, _ P8, . 5PA. _ AP+AB . 2:PB+AP
AP’ - AB’ " AB’ " 11PB’ - AB " AP+3-PB’
Rezolvare:
Relatia Ezg se scrie echivalent ﬁ=@=k,AP= 3k, PB =5k si AB = 8k. Obtinem:
" PB 5 3 5 ’ ’
. PB_5k_5. , AP _3k_3. 4 OPA 15k _ 3. ; 2PB+AP 13
AP 3k 3’ " AB 8k 8 ' 11PB 55k 11’ AP+3-PB 18"
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Probleme propuse

Se considerad segmentele AB si CD, astfel incat AB=6 cm si CD = 3 cm. Calculati valoarea rapoartelor:

AB. co. 8. AB+CD
co’ AB’ AB’ co
Se considera segmentele AB si CD, astfel incat AB=4 dm si CD = 0,1 m. Calculati valoarea rapoartelor:
AB CD . AB+CD . AB+CD
co’ AB’ AB ' AB-CD’
Fie A, B, C puncte coliniare, in aceasta ordine, cu AB =6 cm, BC = 4 cm. Calculati valoarea rapoartelor:
AB, AC. AB+BC AB_AB
BC’ AB’ AC BC AC
Calculati raportul segmentelor AB si CD, stiind ca:
AB=4cm,CD=20 mm,; AB=50 mm,CD=0,5dm;
AB=8m,CD=1,6 dam; AB=4,8hm, CD=0,24 km.
In triunghiul ABC, segmentul EF este linie mijlocie, E € AB, F e AC. Calculati valoarea rapoartelor:
AE, AF. EF. AB, 8C
EB’ AC’ BC’ EB’ EF’
Punctul M este situat pe segmentul AB, astfel incat AM :%AB . Determinati:
AM, MB, AM. 8. AM  AB
AB’ AB’ MB’ MB’ MB MB’

@J Daca A, B si C sunt puncte coliniare, Tn aceastd ordine, AC = 24 cm si g—g =%, calculati AB si BC.

Lungimile laturilor AB, AC si BC ale triunghiului ABC sunt proportionale cu numerele 3, 4 si 6. Stiind ca perime-
trul triunghiului ABC este egal cu 39 cm, determinati AB, AC si BC.

Stabiliti daca segmentele AB si BC sunt proportionale cu segmentele CD si DE, stiind ca:
AB=8cm;BC=4cm;CD=16cmsiDE=8cm;

AB=12cm; BC=0,4dmsi <203, Al \& d
X DE Al \B d,
In Figura 6, d, Il d, Il d, Il d, [l d, [l d, siAA=AA=AA=AA=AA,. Al \B, d,
Daca B,B, = 25 cm, calculati B,B,, B,B,, B,B, si B.B,. Al \ B, d,
Se considera trapezul ABCD cu baza mare AB, punctele M, N pe latura AD A5[ \Bs ds
si punctele P, Q pe latura BC, astfel incat AM=MN=ND si MP | NQ || AB. Aér[ \Be dg
Fie R si Sintersectiile diagonalei AC cu dreptele MP, respectiv NQ. Daca SQ =2 cm Figura 6

si MR =1 cm, determinati lungimile bazelor AB si CD ale trapezului.

Se considera trapezul ABCD cu baza mare AB, punctele M, N, P pe latura AD si punctele Q, R, S pe latura BC,
astfelincat AM=MN=NP=PDsiMQ || NR || PS || CD.
Demonstrati ca R este mijlocul segmentului SQ.
Daca MQ=14cm, PS=10cm, iar punctele E si F sunt intersectiile diagonalelor AC, respectiv BD cu
segmentul NR, determinati lungimea segmentului EF.

Minitest %‘/p

1. Se considera segmentele AB si CD, astfel incat AB = 0,12 dam si CD = 40 cm. Calculati valoarea rapoartelor:
AB , CD. . AB+CD

a. —; . —
CcD AB AB

2. Dacd A, Bsi C sunt puncte coliniare, in aceasta ordine, AC =18 cm si g—g=% calculati AB si BC.

3. Lungimile laturilor AB, AC si BC ale triunghiului ABC sunt direct proportionale cu numerele 2, 4 si 5. Stiind ca cea
mai mare dintre laturi are lungimea de 15 cm, determinati perimetrul triunghiului ABC.
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Lectia 2: Teorema lui Thales

Cuvinte-cheie

segmente proportionale paralele neechidistante teorema directa proportii derivate teorema reciproca

Teorema lui Thales

Mate practica

D Consideram triunghiul ABC si punctele D si E pe laturile AB, A
. .~ .. AD 2 . .
respectiv AC, astfel incat E=§ si DE || BC (Figura 1).
Ne propunem sa aflam in ce raport imparte punctul E latura AC.
AD 2
Deoarece DB 3 vom imparti segmentul AD in doua parti egale:
AM =MD si segmentul DB in trei parti egale: DN = NP = PB. Astfel,
punctele M, D, N si Pimpart latura AB in cinci segmente congruente:
AM =MD = DN = NP = PB (Figura 2).
Construim paralele prin M, N si P la dreapta BC; acestea intersecteaza latura AC in punctele Q, R si respectiv S.
2
EC 3

M
D
N
P
B

C
Figura 1 Figura 2

Aplicand teorema paralelelor echidistante, obtinem AQ = QE = ER = RS = SC, de unde rezultd ca =~

Ce observam?
AD AE 2

DB EC 3
Altfel spus, dreapta DE determina pe cele doua laturi ale triunghiului segmente proportionale.

Problema de mai sus este un caz particular al teoremei enuntate in continuare, pe care o acceptam fara demon-
stratie.

Paralela DE dusa la latura BC imparte laturile AB si AC in acelasi raport: =5

De retinut @
Teorema lui Thales

O paralela cu una dintre laturile unui triunghi, ce nu contine niciun varf al triunghiului, determina pe celelalte
doua laturi segmente proportionale.

4 Ipoteza: AABC
DE || BC,D € AB, E € AC
D E AD AE
Concluzie: —=—
DB EC
B C

Pe latura AB a triunghiului ABC, cu AB =6 cm, se considera punctul D cu proprietatea ca AD =4 cm. Paralela
prin D la BC intersecteaza latura AC in E. Stiind ca AE = 6 cm, vom determina lungimea laturii AC.

AD AE
Conform teoremei lui Thales, avem £=E Cum DB=AB-AD=2cm, se obtine EC=3 cm. Ca urmare,
AC=AE+EC=9cm.
Alternativ, adunand numaratorii la numitori Tn pr rti E—AE btinem AD___AE di “E—E
ernativ, aduna umaratorii la numito propo aDB ECO e AD+DB AE+ECacaAB Ac

AB-AE

de unde se obtine direct AC = =9cm
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Observatii

1. Folosind proportii derivate, concluzia teoremei lui Thales se poate scrie si sub una din formele:
AD AE DB EC
—=—sau —=—.
AB AC AB AC
2. Teorema lui Thales ramane adevarata si in cazul in care paralela dusa la una dintre laturi intersecteaza prelun-

girile celorlalte doua laturi.
Sunt doud configuratii posibile: o paraleld la dreapta BC poate fi dusa In semiplanul determinat de paralela
prin A la BC si de punctul B (cazul 1) sau Tn semiplanul opus (cazul 2):

A
Ipoteza: 1. MN || BC,M e (AB, N € (AC
2. PO||BC,Pec(BA, Qe (CA
Concluzie: 1. AM =M; AM =ﬂ
B, C MB NC AB AC
— o AP _AQ. AP _AQ
Cazul 1 Cazul 2 PB QC’ AB AC

1. Evident, este suficient sa aplicam teorema lui Thales in triunghiul AMN, cu BC || MN.

2. Construim simetricele P’ si Q" ale punctelor P si Q fata de punctul A. Patrulaterul PQP'Q’ este paralelogram, deci

’ ’

. . . . n _ AP . .
P'Q" || PO || BC. Aplicand teorema lui Thales n triunghiul ABC, in care P'Q’ || BC, rezultda ——=——, iar concluzia

AB AC
se obtine observand ca AP' = AP si AQ' = AQ.
Avand n vedere rezultatele de mai sus, putem enunta o forma extinsa a teoremei lui Thales, care Tnglobeaza

toate configuratiile prezentate:

Teorema lui Thales
O paralela dusa la una dintre laturile unui triunghi determina pe celelalte doua laturi sau pe prelungirile aces-

tora segmente proportionale.

De retinut @
Reciproca teoremei lui Thales

O dreapta care determina pe laturile unui triunghi segmente omoloage proportionale cu aceste laturi este
paralela cu a treia laturd a triunghiului.

A
Ipoteza: AABC
dnAB={D},dAC={E}
¢ AD_AE
5 c Concluzie: DE || BC

Demonstratie:

Vom folosi metoda reducerii la absurd. Presupunand ca DE nu este paralela cu BC, construim paralela prin D
la BC si notam cu F punctul ei de intersectie cu AC; atunci F = E. Conform teoremei lui Thales, din DF || BC rezultad
AD AF AD AE _AE _AF - -
2B AC" Dar 2B AC’ deci AC_ AC Ceeace conduce la AE = AF. Rezulta ca punctele E si F coincid, contra-

dictie. Presupunerea facuta este falsa, deci DE || BC.

Observatie

Ca mai sus, putem extinde concluzia reciprocei teoremei lui Thales la situatiile in care o dreapta determina pe
prelungirile laturilor unui triunghi segmente omoloage proportionale cu laturile. Astfel, are loc urmatorul rezultat
mai general:

Teorema. Fie triunghiul ABC si punctele D € AB, E € AC, aflate Tn acelasi semiplan determinat de paralela

AD

, y _AE :
prin A la BC. Daca A8 AC atunci DE || BC.

e e
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Aplicatii ale teoremei lui Thales

1. Teorema paralelelor neechidistante

Mai multe drepte paralele determina pe doua secante segmente proportionale.

A, \B, d,
Ipoteza: d [ d,lld,lld,Ildll..
. A, AA  AA
A3/ \B3 % Concluzie: AR A4 AA A >=...
7 A BB, B,B, B,B, B,B;
4
wf N, &
7 A
Portofoliu
Demonstreaza teorema de mai sus pentru cazul particular a patru drepte A / \B d
paralele intersectate de dou secante. y - dl
In demonstratie poti folosi urmatoarele idei: Af GiNB 2
- construieste o paralela prin punctul B, la dreapta A,A, siintersecteaza
aceastad paralela cu d, si d, (vezi Figura 3); A c D B d
- aplica teorema lui Thales in triunghiul B,C,B, si demonstreaza egalitatea } —— \3 =
AA _ AA A, D; B, d,
BIBZ BZB3 '
- construieste o noua paralela la dreapta A/A,, de data aceasta prin punc- Figura 3

tul B,, apoi finalizeaza demonstratia.

2. impért,irea unui segment in parti proportionale cu numere (segmente) date

Consideram un segment dat AB pe care ne propunem sa-lTmpartim in parti (segmente) proportionale cu nume-
rele 2, 3 si 6. Altfel spus, ne punem problema determinarii a doua puncte M si N pe segmentul AB, astfel incat
AM MN NB
23 6

De fapt, problema revine la aimparti segmentul ABin 2 + 3 + 6 = 11 segmente de lungimi egale. Pentru aceasta,
vom construi o semidreapta oarecare Ax, pe care construim, cu ajutorul compasului, 11 segmente congruente
(vezi Figura 4). Observam ca AA, = 2u, A,A, = 3u si A,A,, = 6u. Ducem paralelele AAM || A,BsiAN || A,,B.

AM _MN _NB

Cu ajutorul teoremei paralelor neechidistante, obtinem 7:T =

Figura 4

Cultura matematica
Thales din Milet (623 1.H. - 546 1.H.)

Thales din Milet a fost un filozof, matematician si astronom grec, considerat parintele
stiintelor si unul dintre cei sapte intelepti ai Greciei antice. Thales este deseori considerat
a fi,,primul mare matematician grec”.

Thales este prima persoana careia i-a fost atribuita o descoperire matematica. De ase-
menea, este considerat a fi prima persoana care a utilizat rationamentul deductiv aplicat in
geometrie. Matematicianul s-a familiarizat cu geometria in timpul calatoriilor sale in Egipt;
a dezvoltat ulterior acest domeniu si a diseminat cunostinteledespre geometrie in Grecia.
Teoremele geometrice elaborate de el au constituit temelia matematicii grecesti.

Cititi mai multe despre Thales din Milet in surse de internet recomandate de profesorul
vostru.




Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. In trapezul ABCD, AB || CD, AC ~BD = {0}, BD =20 cm i %:% Calculati lungimile segmentelor BO si OD.

Rezolvare:

Dreapta AB este paralela cu latura CD a triunghiului ODC si intersecteaza A B
prelungirile laturilor OC si OD in punctele A si B (Figura 5).
Aplicand teorema lui Thales, rezulta £=@ de unde %zg
oc 0D oD 3

. BO 2 .. BO 2 . 2 2 .
Atunci ———=——, adicda —==, deci BO==-BD==-20cm=8cm, iar

BO+0OD 2+3 BD 5 5 o0 g coemeecm s c
DO=BD-BO=12cm. Figura 5

2. In orice triunghi, bisectoarea unui unghi determina pe latura opusé doud segmente proportionale cu celelalte
doua laturi.

A Ipoteza: AABC
4¥BAD = «CAD, D € BC
. DB AB
Concluzie: —=—
5 ) o DC AC R
Rezolvare: A
Concluzia este evident adevarata daci AB = AC. In continuare, presupunem AB = AC.
Construim paralela prin B la AD si notam cu P punctul in care aceasta intersec-
teaza dreapta AC (Figura 6). Deoarece <APB = «CAD (unghiuri corespondente)
si <BAD = ¥ABP (alterne interne), rezulta <APB= ¥ABP, adica triunghiul ABP B D C
este isoscel. Figura 6

Ca urmare, AP=AB. Cum BP || AD, aplicand teorema lui Thales rezulta %=£ adica %=£
DC AC DC AC

Comentariu. Problema este cunoscuta n literatura de specialitate ca teorema bisectoarei.

Folosind solutia problemei 3 (teorema bisectoarei), Incercati sa demonstrati ca:

Daca doua laturi ale unui triunghi nu sunt congruente, bisectoarea exterioara a unghiului format de acestea
determina pe dreapta suport a laturii opuse segmente proportionale cu laturile necongruente (teorema bisec-
toarei exterioare).

4 Ipotezi:  AABC, AB=AC
LEAB = 4EAX, E € BC
Concluzie: @—ﬁ
E B C " EC AC

Probleme propuse

1. In Figura 7, DE || BC, AD =4 cm, AE =3 cm si EC = 6 cm. Calculati AC, DB si AB.
2. Punctele D si E sunt situate pe laturile AB, respectiv AC, ale triunghiului ABC astfel incat DE || BC.
a. DacaAD=2cm,AB=6 cmsi AC=12 cm, calculati DB, AE si EC.

b. Daca AD=3 cm, DB =4 cm si AE=6 cm, calculati AB, EC si AC. A
f. DacaDB=6cm,AB=9 cm si AC=12 cm, calculati AD, AE si EC. b E M4 ,;I
3. Intriunghiul ABC, punctele D si E sunt situate pe laturile AB, respec- A
tiv AC, astfel incat DE || BC. 9
a. Daca BE=6 cm, AE=8cm si BF =4 cm, calculati AB, FC si BC. ¢
b. Daca BF =12 cm, FC=8 cm si AE=5 cm, calculati BC, BE si AB. B Figura 7 B Figura 8 ¢

c. Daca BE=16 cm, AB=24 cm si BF =8 cm, calculati AE, FC si BC.

4. In Figura 8, se stie cA MN || BC, AM =4 cm, AN = 3 cm si AB =9 cm. Calculati AC si MC.
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in Figura 9, se stie ca MN || BC, AB=10cm, AN=15cm si AM=25 cm. Calculati NB, A
AC, MC.

In triunghiul ABC, punctele E si F sunt pe laturile AB si AC, astfel incat EF || BC. B
Daca AE =2EB, AB=12 cm si AC =18 cm, calculati AE, EB, AF si FC. c
In triunghiul ABC, punctul M pe latura AB si punctul N pe latura AC, astfel incat MN || BC. N
AM 2 Fi 9
Daca —— == si AN =20 cm, calculati NC si AC. lura
MB 37 ’ ’
Pe laturile triunghiului ABC se considera punctele Msi N, M € AB, N € BC. Verificati daca MN || AC in cazurile:
AM=8cm,MB=6cm,BN=12cmsiNC=9 cm; AM=12cm,AB=16cm,BN=11cmsiNC=33 cm;
. AM 3
MB=15cm,AB=36 cm,BN=10cm si BC=24cm; 2B BN=6dm, NC=0,12 dam.

Fie ABCD un dreptunghi si E pe latura AB, astfel incat %:% Daca EF || BD, F € AD, iar AD = 24 cm, calculati
AF si FD.

in trapezul ABCD, cu AB || CD, AB < CD, se considerd M pe latura AD si P e BC, astfel incat %=% siMP || AB.
Se stie cd BC = 28 cm, iar AC n MP= {N}.

Calculati raportul segmentelor AN si AC. Determinati lungimile segmentelor BP si PC.

Se da trapezul ABCD, AB || CD, AB > CD. Se considera punctele E si F, E € AD, F € BC, astfel Incat %:C—F

Aratati c3 EF || AB. BF

A BO 3
In trapezul ABCD, AB || CD, AC n BD = {0}, AC=24 cm, iar op o Caleulati lungimile segmentelor AO si OC.

fn Figura 10, ABCD este romb, EF || AB si EG || BD. Demonstrati ca z_ng%:l

In Figura 11, segmentele BC si DE reprezinta doud trambuline, fixate pe un stalp, AD. Cele dou& trambuline

@J sunt situate deasupra unui bazin de inot. Se stie cd AB=4 m si BD =6 m, BC || DE, iar distanta dintre punc-

tele A si C este de 6 metri. Calculati distanta dintre punctele A si E, stiind ca punctele A, C si E sunt coliniare.

In Figura 12 sunt reprezentate schematic pozitiile locuintelor a cinci copii: Mihai, Adi, Rares, Dana si Corina.
Folosind distantele prezentate in figura, aratati ca Str. Lunii si Str. Unirii sunt paralele.

Mihai
B D E
G
A C
B C
E
D A Str. Unirii
. . Rares
Figura 10 Figura 11 Figura 12

Minitest

1. Se considera triunghiul ABC si punctele D si E pe laturile AB, respectiv AC, astfelincat DE || BC.DacaAB=12 cm,
AE=10cm si EC=6 cm, calculati AD, DB si AC.

2. Se da trapezul ABCD, cu AB || CD, AC ~ BD = {0}, BD =25 cm, iar g—gzg
Calculati lungimile segmentelor BO si OD.

3. In paralelogramul ABCD, fie M € BC, N € BD si P € DC, astfelincat MN || CD si NP || BC.
DP

Demonstrati ca %+— =1.
’ BC DC



Lectia 3: Triunghiuri asemenea.
Teorema fundamentala a asemanarii

Cuvinte-cheie
asemanare triunghiuri asemenea segmente proportionale
figuri asemenea raport de asemanare teorema fundamentala a asemanarii

Triunghiuri asemenea

Mate practica

@ Tangram este un joc foarte vechi de puzzle, de origine chinezeasca, format din sapte piese,
numite tan-uri (cinci triunghiuri dreptunghice isoscele, un patrat si un paralelogram), cu ajuto-
rul carora se pot forma diferite figuri. Dina, Vlad si Eliza analizeaza piesele:

Dina: Triunghiul verde este congruent cu cel albastru, iar cel mov este congruent cu triun-
ghiul maro.
Eliza:Desi nu sunt toate identice, triunghiurile au o forma asemanatoare.

o A .

Vlad: Dupacum vad eu lucrurile, exista o forma comuna care a fost marita sau micsorata de un anumit numar
de ori, pentru a produce aceste triunghiuri. E la fel ca functia zoom a aparatului foto sau ca la microscop.

Eliza: Tehnica de care vorbesti se numeste scalare. Numarul care iti arata de cate ori maresti sau micsorezi o
imagine se numeste factor de scalare. Daca acest factor este subunitar, micsorezi imaginea. Cand este
supraunitar, 0 maresti.

Dina: Am o versiune a aceluiasi joc, cu mai multe forme. Sa va arat cateva tipuri de piese:

B A

Eliza: Piesele colorate la fel au aceeasi forma. Dar, desi toate patratele seamdnd intre ele, acest lucru nu
este valabil pentru toate dreptunghiurile sau pentru toate triunghiurile. Mai exact, nu toate triunghiurile
(sau dreptunghiurile) se pot obtine marind sau micsorand o forma comuna.

Ce observam?

In cazul figurilor de mai sus colorate la fel, raportul lungimilor laturilor si masura unghiurilor se pastreaza de la
o forma la alta. Vom spune ca acestea sunt figuri asemenea.

Intuitiv, orice doua triunghiuri dreptunghice isoscele sunt asemenea, dar doua triunghiuri dreptunghice oare-
care nu sunt neaparat asemenea. La fel, orice doua patrate sunt asemenea, dar nu orice doua dreptunghiuri sunt
asemenea.

Pastrand aceasta perspectivd, in cele ce urmeaza ne vom ocupa de studiul triunghiurilor.

De retinut

Definitie. Doua triunghiuri se numesc asemenea daca unghiurile unuia dintre triunghiuri sunt respectiv
congruente cu unghiurile celuilalt triunghi, iar laturile opuse unghiurilor congruente sunt respectiv proportionale.
Daca triunghiurile ABC si A'B'C’ sunt asemenea, notam:
AABC ~ AA'B'C'.
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Conform definitiei, au loc relatiile:

A= <A, <B=<B, <C= <xC si AB _ 46 = B . A
’ AIBI A!CI BIC!
Valoarea comuna a celor trei rapoarte se numeste raportul
de asemanare al triunghiurilor ABC si A'B'C'.
B cC B @

In figurile 1 si 2 sunt reprezentate perechi de triunghiuri asemenea. UtilizAnd definitia, din fiecare triunghi
putem determina elementele necunoscute (lungimi de laturi sau masuri de unghiuri).

F
A E
A
£
&
(&)
<
B'& g
c S
DV
B
C
D
Figura 1 Figura 2
JA=<xA =65°
AABC~AA’B’C':>{ .. DE DF EF
— " _ 750 ADEF~ADEF = —=——=——
{B_{B _75 DVEI D'F' EIFI
<C=<4«C'=180°—- (%A’ + «B") =40° E_ZZ{DE=SCm
E'F' D'F'=3cm

Proprietati ale relatiei de asemanare a doua triunghiuri
1. Orice triunghi este asemenea cu el insusi: AABC ~ AABC.

2. Daca un triunghi este asemenea cu un al doilea triunghi, atunci si cel de al doilea triunghi este asemenea cu primul:
daca AABC ~ AA’B'C’, atunci AA'B'C’' ~ AABC.

3. Doua triunghiuri care sunt, fiecare, asemenea cu un al treilea triunghi sunt asemenea intre ele:
daca AABC ~ AA"B"C" si AA'B'C' ~ AA"B"C", atunci AABC ~ AA'B'C'.

4. Orice doua triunghiuri congruente sunt asemenea (avand raportul de asemanare egal cu 1):

daca AABC =AA'B'C', atunci AABC ~ AA'B'C'.
De retinut @

Teorema fundamentala a asemanarii

O paralela dusa la una dintre laturile unui triunghi formeaza cu celelalte doua laturi (sau cu prelungirile acestora)
un triunghi asemenea cu cel dat.

A A Ee——D
N /
D E
BA ¢ /\
B c 5 E B C
DE || BC = AADE ~ AABC DE || BC = AADE ~ AABC DE || BC = AADE ~ AABC
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Demonstratie:

Vom face demonstratia doar pentru cazul in care D se afla pe segmentul AB. A
Trebuie sa aratam ca ¥DAE = <BAC, <ADE = <ABC, <AED = <ACB si £=£ bE
AB AC BC

Unghiurile DAE siBAC coincid, deci <DAE = <BAC. Apoi, din DE || BC, rezulta <ADE = <ABC
si <AED = <ACB (unghiuri corespondente).

AD AE b S
Teorema lui Thales, aplicata in triunghiul ABC, arata ca B (Figura 3).
AE DE
Pentru a demonstra ca Ezﬁ construim paralela prin E la AB, care intersecteaza B F C
Figura 3
latura BCin F. Intrucat EF || AB, aplicand inca o data teorema lui Thales, obtinem %=%
. .o EC+EA FC+FB AC _BC AE _BF
Folosind proportii derivate, avem = , adica — sau
’ EA FB EA FB AC BC’ DE

Patrulaterul DEFB este paralelogram, deci DE = BF, iar relatia anterioara devine —=——, ceea ce trebuia
demonstrat. BC
Portofoliu

Demonstreaza teorema de mai sus pentru celelalte doua cazuri.
In demonstratie poti folosi:

- proprietatile unghiurilor formate de doua drepte paralele cu o secanta, pentru a demonstra congruentele de
unghiuri <D = xBsi <E = xC;

« teorema lui Thales si justificari asemanatoare demonstratiei din cazul 1, pentru a demonstra cazul 2;

« constructia simetricelor D’ si E’ ale punctelor D si E fata de punctul A, urmata de compararea triunghiurilor AD'E’
si ABC, pentru a demonstra cazul 3.

Exerciti

si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Fie punctele D si E pe laturile AB, respectiv AC ale triunghiului ABC, astfel incat dreptele DE si BC sunt paralele.
Stiind ca AB=18 cm, DB=12 cm, DE=4 cm si AE =9 cm, determinati lungimile segmentelor AD, BC si EC.
Rezolvare:

AD DE AE

AB BC AC’

. 6 4 9 18-4 9.18 q
Dar AD=AB-DB=6cm, deci —=—=——, de unde = = , oLl Si
18 BC AC BC = o =12cm, AC 5 27cm S

Cum DE || AB, cu teorema fundamentala a asemanarii avem AADE ~ AABC = ==

EC=AC-AE=18cm.

2. In Figura 4, dreapta DE este paralela cu AB, iar dreapta DF este paraleld cu BC. A
Demonstrati ca £+£= 1. F D
AB BC
Rezolvare:
Aplicam teorema fundamentala a asemanatrii:
DE || AB = ACDE ~ ACAB = DE CD (1); 5 E o
AB Figura 4
FD || BC = AAFD ~ AABC = DF _AD (5.
BC CA
DE DF CD AD CD+AD AC

Adunand relatiile (1) si (2) obtinem: —+—=—+—=———
AB BC CA CA CA AC
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Probleme propuse

178

1. Se considera triunghiurile ABC si DEF, astfel incat AABC ~ ADEF.
Se stie ca ¥A =45°si ¥B=50°. Determinati <C, <E, <D si ¥F.

2. In Figura 5, triunghiurile ABC si DEF sunt asemenea.
Determinati x si y.

3. Se considera triunghiurile ABC si MNP, astfel incat AABC ~ AMNP. 12 8

Se cunosc AB=6 cm, BC=9 cm, iar%= 3. Calculati MN si NP.

4. Daca AABC~AMNP, AB=7cm, AC=9cm, MN=21cm si
NP =36 cm, determinati perimetrele celor doua triunghiuri. B

5. Daca AABC ~ ADEF, AB=10 cm, AC=6 cm, DF= 12 cm si A Figura 5
<A =64°, determinati DE si %D.

6. In triunghiul ABC, se considera punctele D si E pe laturile AB, respectiv AC, astfel incat DE || BC.
a. DacaAB=15cm, BC=18 cm, AC=21 cm si BD =10 cm, calculati AD, AE, EC si DE.
b. Daca DE=12 cm, AB=20cm, BC=15cm si AC=30 cm, calculati AD, DB, AE si EC.
c. DacaAB=16 cm,BC=20cm,AC=24 cm si AE =18 cm, calculati AD, DB, EC si DE.

7. In triunghiul ABC fie punctele D si E pe laturile AB, respectiv AC, astfel Tncat R

DE || BC. Stiind ca %=§ AE=4cm, AB=20cm si BC=15 cm, determinati §

AD, DB, EC, AC si DE.
8. Triunghiul ABC are proprietatea AABC ~ ABCA. Stabiliti natura triunghiului ABC.

%9. Trapezul ABCD are AB || CD, AB = 30 cm, B(; = 20. cm., CD=10cm si AD=14cm. g O’%‘z
Dacd AD n BC = {M}, calculati perimetrul triunghiului MAB. S}
10. Folosind indicatiile din Figura 6, determinati:
a. distantele pe care le au de parcurs Dina si Eliza pana la scoalg; LchLa ------- P Eﬁza
b. distanta dintre locuintele lui Vlad si a Dinei. Figura 6

Culturd matematica ()
Legenda jocului TANGRAM

Se zice cd In urmd cu multi ani, in timpuri aproape imemoriale, trdia in China un anume Tan,
al cdrui singur bun de pret era o bucatd frumoasd de ceramicd. Vrdnd sd o arate impdratului,
Tan a pornit la drum, dar, din nefericire, s-a Impiedicat, iar bucata de cera-
micd s-a spart in sapte forme geometrice: doud triunghiuri mai mari, unul de
mdrime medie, doud triunghiuri mai mici, un pdtrat si un paralelogram. Incer-
cand din rdsputeri sd le reaseze in forma initiald, Tan era urmdrit de ghinion,
de vreme ce-i iesea ba un cdine, ba o pasdre, ba o femeie care dansa. Uimit
peste mdasurd de descoperirea sa, Tan a ajuns in cele din urmd sa i-o prezinte
impdratului sub formd de joc.

Autoevaluare
1. Daca AABC ~ ADEF, AB=20cm, AC=12 cm, DF =24 cm si <B=52°, determinati DE si %E. (3p)
2. In triunghiul ABC, se considera punctul D pe latura AB si punctul E pe latura AC, astfel incat DE || BC.
DacaAC=12cm, AD=6 cm, AE=9 cm si DE =12 cm, calculati EC, DB, AB si BC. (3p)
3. In trapezul ABCD, AB || CD, avem AB =35 cm, CD =10 cm, AC=18 cm siBD =27 cm.
Dacd AC n BD = {0}, calculati AO, OC, BO si OD. (3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
Timp de lucru: 20 de minute.



Lectia 4: Criterii de asemanare a triunghiurilor.
Aproximarea in practica a distantelor folosind asemanarea

Cuvinte-cheie
criterii de asemanare unghi — unghi (U.U.) laturd — unghi — latura (L.U.L.)
raport de asemanare latura — latura — latura (L.L.L.)

Criterii de asemanare a triunghiurilor

Mate practica

Realizati din carton, in douda moduri, piesa de puzzle din Figura 1.

A. Construiti triunghiul mare si decupati din el triunghiul mic, avand grija ca
dimensiunile sa fie cele indicate, iar laturile care nu sunt orizontale ale
celor doua triunghiuri sa fie respectiv paralele.

B. Realizati mai intai un sablon din carton, pe care il veti folosi mai apoi
pentru a decupa triunghiul mic din triunghiul mare. Pentru a realiza
sablonul, procedati astfel: construiti mai intai triunghiul ABC, apoi alegeti
punctul M pe latura AB, astfel incat AM = 3,2 cm. Ducand o paraleld prin M
la BC, din teorema fundamentala a asemanarii se obtine un triunghi AMN,

asemenea cu triunghiul ABC. Cum %=% stim unde sa alegem punctul N pe latura AC, astfel incat AN = 4.

2cm
Figura 1

Acesta este sablonul nostru.
Construim din carton triunghiul mare, pe care il denumim tot ABC. Este suficient sa deplasam sablonul astfel
Tncat dreapta MN sa coincida cu dreapta BC si sa respectam distanta de 2 cm din figura. Apoi nu ne mai raméane
decat sa decupam triunghiul mic (Figura 2).

A
A
/'\ /\
M N M
M N
B C
Figura 2

Ce observam?

Realizarea sablonului AMN se bazeaza pe constructia triunghiului ABC; Tn situatia descrisa mai sus am utilizat
cazul de constructie latura — unghi — latura (L.U.L.).

Folosind teorema fundamentala a asemanarii, este evident ca, odata construit un triunghi, putem crea oricate
triunghiuri asemenea cu acesta. In clasa a VI-a am stabilit o legatura Tntre cazurile de constructie si cazurile de
congruenta a triunghiurilor. Se poate pune intrebarea daca exista o legatura similara intre constructia si asema-
narea triunghiurilor.

Reamintim ca o corespondenta intre doua triunghiuri ABC si A'B'C’ este precizata de ordinea in care sunt scrise
varfurile. Astfel, varfului A i corespunde varful A’, varfului Bii corespunde B’, varfului Cli corespunde C, iar laturile
corespondente (sau omoloage) se opun varfurilor corespondente (omoloage).

De retinut

Criteriul de asemanare unghi - unghi (U.U.)

Doua triunghiuri cu doua perechi de unghiuri omoloage congruente sunt asemenea.

A A
Ipoteza: AABC, AA'B'C’
Q <A=<A, <B=<B
B , Concluzie: AABC ~ AA'B'C’
B c ¢
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Criteriul de asemanare latura - unghi - latura (L.U.L.)
Doua triunghiuri cu doua perechi de laturi omoloage proportionale si unghiurile dintre ele congruente sunt

asemenea.
A
A’ e
Ipoteza: AABC, AA'B'C
JA = <A
AB _AC
g A8 AC
¢ Concluzie: AABC ~AA'B'C’
B @

Criteriul de asemanare latura - latura — latura (L.L.L.)

Doua triunghiuri sunt asemenea daca au laturile omoloage proportionale.

A AI
Ipoteza: AABC, AA'B'C
AB AC BC
5 c AB' AC' BC
Concluzie: AABC ~ AA'B'C’
B C

Demonstratie:

Pe semidreapta AB consideram punctul D astfel incat [AD] = [A'B'], apoi construim
paralela prin D la BC si notam cu E intersectia acesteia cu dreapta AC (Figura 3).

Cum DE || BC, din teorema fundamentald a asemanarii rezulta AADE ~ AABC.

Folosind ipotezele fiecarui criteriu, vom arata, de fiecare data, ca triunghiurile ADE
si A'B'C' sunt congruente, suficient pentru a deduce ca AABC ~ AA'B'C'. D E

Cazul 1 (criteriul U.U.)
Unghiurile ADE si ABC sunt omoloage, deci XADE=<ABC=<AB'C'. Intrucat B c
<DAE = <B'A'C’' si AD = A'B’, rezulta ca AADE = AA'B'C’ (cazul de congruenta U.L.U.). Figura 3

Cazul 2 (criteriul L.U.L.)
AB AC AB AC

Cum DE || BC, aplicAnd teorema lui Thales, obtinem === Intrucat —=-——- si AD=A'B’, obtinem
’ AD AE AB  AC ’ ’

AE =A'C’, de unde rezulta ca AADE = AA'B'C’ (cazul de congruenta L.U.L.).

Cazul 3 (criteriul L.L.L.)
AB AC BC AB AC BC

Relatia AABC ~ AADE, obtinuta anterior, arata ca —=—=—. Dar = = si AD=A'B’, de unde
’ ’ AD AE DE A'B AC' B'C
AE=A'C' si DE =B'C', deci AADE = AA'B'C’ (cazul de congruenta L.L.L.).

A AB=6cm A
AC=9cm
E AD=3cm
D AE=2cm Crpemmmmmm- A
B i
g " a4 " ¢
A C C
_ A o AB AC BC 1
+ABE = +CDE (au céte 30°) AD _AE  pAE= scaB A A
<AEB = < CED (opuse la varf) AC AB AB AC BC 2
AAEB ~ ACED (cazul U.U.) AADE ~ AACB (cazul L.U.L.) AA'B'C' ~ AABC (cazul L.L.L.)
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Observatii

1. Raportul inaltimilor, medianelor si bisectoarelor in triunghiuri asemenea

Raportul lungimilor inaltimilor, bisectoarelor si medianelor ce pornesc din varfurile omoloage a doua triunghiuri
asemenea este egal cu raportul de asemanare al celor doua triunghiuri.
AV
A Ipoteza: AABC~AA'B'C AB _ k
A'B’'

AD, A'D' inaltimi
AE, A’'E’ bisectoare
AM, A’M’' mediane

AD AE AM

' Concluzie: = = =k
&b M C AD  AE  AM
Figura 4

B D E M o

Demonstratie:

Din asemanarea triunghiurilor ABC si A'B'C’ rezulta <A = <A’, <B= <B'si % :%: k (Figura 4).
« Triunghiurile ABD si A’B'D’ sunt dreptunghice, cu <D = <D’ = 90°. Intrucat <ABD = <A'B'D’, rezulta
AABD ~ AA'B'D’ (cazul U.U.). Ca urmare, ﬂ:ﬂz k.
AD'" AP

« Unghiurile BAE si B'A’E’' sunt congruente, deoarece masurile lor sunt jJumatate din masurile unghiurilor con-
gruente BAC si B'/A’C’. Cum <BAE = <B'A’'E’ si <ABE = <A'B'E’, obtinem AABE ~ AA'B'E' (cazul U.U.), de unde
AE AB

rezultd cd —=——=k.
AE AB
« Din relatiile BM=£BC Si B’M'=EB’C' rezulta ﬂ=£=k. In triunghiurile ABM si A'B'M’ avem
2 2 B'M'" B'C'
. AB BM .
¥ABM= <A'B'M’' si ——=—— =k, de unde obtinem AABM ~ AA'B'M' (cazul L.U.L.).
A'B" B'M
in consecints, AM _AB .
TTAM AB

2. Raportul ariilor a doua triunghiuri asemenea

Raportul ariilor a doua triunghiuri asemenea este egal cu patratul raportului de asemanare.

AV
A
Ipoteza: AABC ~ AA'B'C’;, AB =k
A'B’
’ N 1 H AABC 2
B D C Concluzie: —2%€ =k
A'B'C
B D c
Figura 5
Demonstratie:
TPV . o AD-BC . AD"-B'C' .
Construind inaltimile AD L BCsi A'D' L B'C', rezultd A,,. = > ¢ si A ZTC (Figura 5).

Intrucat raportul lungimilor inaltimilor este egal cu raportul de asemé&nare, deducem ca:
A, AD-BC AD BC

- - —k -k =k
A.. AD.BC AD BC

Aproximarea in practica a distantelor folosind asemanarea triunghiurilor

Problemele practice din viata cotidiana impun deseori masurarea distantei dintre doua puncte. Situatia con-
cretd, din teren, poate face dificila masurarea directa a acestor distante, ca, de exemplu, atunci cand trebuie sa
masuram inaltimea unui copac sau a unei cladiri, sau sa determinam distanta dintre doua puncte inaccesibile etc.
In problemele urmatoare, vom utiliza notiunile invitate in cadrul acestei unitati, in special asemanarea triunghiu-
rilor, pentru a determina astfel de distante.
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Exemple

1. Masurarea inaltimii unui copac

Consideram ca verticala care trece prin mijlocul tulpi-
nii copacului intersecteaza solul In punctul A, iar varful
copacului in punctul X. Vom calcula cu aproximatie
inaltimea copacului, adica lungimea segmentului AX.

Intr-un punct B, aflat la o distanta de a metri de A,
fixam un baston (reprezentat in Figura 6 prin segmentul
BD) cu lungimea de b metri.

Ne deplasam pe semidreapta [AB pana cand, privind
de la nivelul solului, punctele X, D, C sunt coliniare. Lun-
gimea segmentului BC se poate masura; notam aceasta Figura 6
lungime cu c.

ey
~eo

(o]
O

Din teorema fundamentala a asemanarii obtinem ACBD ~ ACAX, de unde % =g—i.
Rezultd ca Tnaltimea copacului este egala cu AX = BE;;\C = b-(a +C).
c
De exemplu, daca fixam AB=a =6 m, BD=b =1 m, iar in urma masuratorii facute gasim BC =1,5 m, indltimea
copacului este 5 m.

2. Determinarea distantei dintre doua puncte aflate de o parte si de alta a unui lac

In Figura 7, punctul Q (casa) si punctul P (pomul) se afl4 de o parte
si de alta a unui lac.

Pentru a determina distanta dintre casa si pom, fixam un punct O
din care se vad cele doua puncte si masuram distantele OP=u si ’ .a-
00 =v.

a-v

Consideram un numar pozitiv a <u si calculam numarul b=—;
u

apoi alegem punctele A si B, aflate pe segmentele OP, respectiv 0Q,
astfelincat OA = a si OB = b. In alegerea lui a vom avea grija ca dreapta Figura 7
AB sanu ,intersecteze” lacul. Masuram apoi distanta AB =c.

In conditiile de mai sus, avem OA _0B si, conform reciprocei teoremei lui Thales, rezulta AB || PQ. Aplicand

OP 00Q
teorema fundamentala a asemanarii, obtinem AOAB ~ AOPQ, de unde:
AB OA c c

a -u
—=— = —=— = PQ=—-.
PQ OP PO u © a

De exemplu, sa presupunem ca in urma masuratorilor obtinem OP = u =320 m si 0Q =200 m.

Alegem a =8, pentru care gasim b =5. Fixam pe OP si OQ punctele A si B, astfel Incdt OA=8 m si OB=5m,
dupa care, masurand distanta dintre A si B, obtinem AB=c=2,5 m.

Atunci distanta PQ dintre casa si pom este de 100 de metri.

Probleme propuse

1. Se considera triunghiurile ABC si DEF in situatiile a-d. Stabiliti Tn care dintre cazurile prezentate cele doua
triunghiuri sunt asemenea.

a. A h. A
A D E
359 N50°
- \120° =
oo A€ 60° 359 B ¢ b
E D
B
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g 5
o <
A 12m

Stabiliti daca triunghiurile ABC si MNP sunt asemenea, in fiecare dintre urmatoarele situatii:

<A =40° «B=62° <M=40° <P ="78° ¥B="75° «C=30° ¥M=50° «P=30°
xA=80°, 2B _AC .u_goe;
MN  MP

AB=10cm,AC=14cm,BC=12cm, MN=15cm, MP=21cm, NP=18 cm.

Se considera triunghiurile asemenea ABC si MNP. Se cunosc AB=6 cm, AC=8 cm, BC=9 cm si MP=16 cm.
Calculati MN si NP.
Determinati valoarea raportului de asemanare a celor doua triunghiuri, notat k.

Aratati ca L =k.
MNP

In triunghiul isoscel ABC, AB = AC, se stie ca ¥B="72°. Fie BD bhisectoarea unghiului <ABC, D € AC.
Aratati ca AABC ~ ABDC.

Se considera triunghiurile isoscele ABC (AB = AC) si DEF (DE = DF). Daca <A = 64° si <F = 58°, demonstrati ca
AABC ~ ADEF.

Se considera triunghiurile echilaterale ABC si DEF. Demonstrati ca AABC ~ ADEF.

Se considera triunghiurile dreptunghice ABC (%A =90°) si DEF (<D =90°). Se cunosc AB=6 dm, AC=8 dm,
DE=1,8msiDF=2,4m.

Aratati ca AABC ~ ADEF.
Calculati ariile celor doua triunghiuri.
Verificati prin calcul faptul ca raportul ariilor celor doua triunghiuri este egal cu patratul raportului de ase-
manare.
In patratul ABCD, AC ~BD = {O} consideram punctele M si N pe segmentele AO, respectiv BO, astfel incat
AM =2MO si BO = 3NO. Demonstrati ca AOMN ~ AOCD.
Fie triunghiul ABC, cu <A =90° si AD L BC. Demonstrati ca:

AABD ~ ACAD,; AABD ~ ACBA,; AADC ~ ABAC.

In trapezul ABCD cu AB || CD, AB > CD, notdm AC N BD ={0}. Se dau AC=18 cm, AB =24 cm, iar %zl

Determinati lungimile segmentelor AO, OC si CD. 3
In triunghiul ABC, fie punctul M pe latura BC. Se construiesc MN || AC siMP || AB,unde N € AB, P € AC.
Aratati ca ﬁzﬁ Aratati ca £+M= .
' AC AB ' AC AB
. . . . - . ~ . AD AE
Pe laturile AC si AB ale unui triunghi ABC se considera punctele D, respectiv E, astfel incat i :E'
Aratati ca AAED ~ AABC. Aratati ca <ADE = ¥ACB.
Fie P un punct pe latura BC a paralelogramului ABCD. Se noteaza AP~ DC = {Q} A D
siDP N AB={R}.
Demonstrati ca AABP ~ AQCP. M
Demonstrati ca ACDP ~ ABRP.
Dreptunghiul din Figura 8 reprezinta schita unei terase. Dimensiunile terasei
sunt AB=12 m si BC=18 m. De asemenea, AM=MB si <MNB= <DNC. Aratati B N C
ca MN L ND. Figura 8
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Recapitulare si evaluare

Asemanarea triunghiurilor
Segmente proportionale; teorema paralelelor echidistante « Teorema lui Thales; reciproca teoremei lui

Thales; impartirea unui segment in parti proportionale cu numere (segmente) date « Triunghiuri asemenea;
teorema fundamentala a asemanarii

Pentru exercitiile 1-22, notati Tn caiet litera corespunzatoare raspunsului corect. Pentru exercitiile 23-30, scrieti
rezolvarile complete.

1.

Daca AB=4cm si CD =8 cm, atunci AB este egal
cu: cb

a. 2; b. 0,5; c. 4; d. 8.

. Daca AB=4dm si CD =8 cm, atunci % este egal

cu:

a. 5; b. 0,5; c. 2; d. 0,2.

.Dacd M este pe segmentul AB astfel incat

AM =%-AB, atunci % este egal cu:
a. é; b. =; c. 1; d. 3.
2 3 3

.Daca M este pe segmentul AB, AB=12cm si

ﬂzg, atunci lungimea segmentului MB este

MB 3

egala cu:

a. icm; b. 3_6cm; c. 8cm; d. 4cm.
12 5

. Triunghiurile ABC si MPQ sunt asemenea. Daca

ﬁ=E, atunci raportul ariilor celor doua triun-
MP 3
ghiuri este egal cu:
a. 3; b. ﬂ; c. Z; d. ﬂ
3 3 9 9

. In triunghiul ABC, MN este linie mijlocie, MN || BC,

M e AC. Raportul de asemanare al triunghiurilor
AMN si ABC este egal cu:

a. 2; b. 1; c. 1; d. l
4 2
. Fie triunghiul ABC si punctele D si E pe laturile AB,

respectiv AC, astfel incat DE || BC. Daca BD =4 cm,
AE=3cm si EC=6cm, atunci lungimea segmen-
tului AD este egala cu:

a. 4cm; b. 2cm; c. 8cm; d. 6 cm.

. Fie triunghiul ABC si punctele D si E, pe laturile AB,

respectiv AC, astfel incat DE || BC. Daca BD =8 cm,
AD =6 cmsiAC=21cm, atunci lungimea segmen-
tului EC este egala cu:

a. 9cm; b. 10cm; ¢ 12cm; d. 8cm.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

&

15.

16.

17.

Fie triunghiul ABC si punctele D si E pe laturile AB,
respectivAC, astfelincat DE || BC.DacaAB=12 cm,
AC=16 cmsiBD =3 cm, atunci lungimea segmen-
tului AE este egala cu:

a. 10cm; b. 4cm; c. 12cm; d. 9cm.

Fie triunghiul ABC si punctele D si E pe laturile AB,
respectiv AC, astfel incat DE paralela cu BC. Daca
AB=16cm, EC=9 cm si AD=4cm, atunci lungi-
mea segmentului AC este egala cu:

a. 27 cm; b. 36 cm; d. 4cm.

Daca AABC~ASTN, AB=8cm, BC=12cm si
ST=4cm, atunci lungimea segmentului TN este
egala cu:

c. 12cm;

a. 4cm; b. 6 cm; c. 8cm; d. 10 cm.

Daca AABC~APOR, PQO=6cm, OQR=8cm,
PR =10 cm si P,,.= 48 cm. Lungimea segmentului
AB este egala cu:

a. 10 cm; b. 8cm; c. 12cm; d. 6cm.

Daca AABC~AMNP, AB=6cm, MN=4cm,
MP=2cm si NP=6 cm, atunci perimetrul triun-
ghiului ABC este egal cu:

a. 12 cm; b. 16cm; «c¢. 18cm; d. 20cm.

Daca AABC ~ ASTN, AB=8cm si raportul de ase-
manare al celor doua triunghiuri este 0,25, atunci
lungimea segmentului ST este egala cu:

a. 4cm; b. 6 cm; c. 8cm; d. 10 cm.

Daca AABC ~ AMNP, <A =50° si <P =60°, atunci
masura unghiului N este egala cu:

a. 50° b. 60°; c. 70°; d. 110°.

Daca AABC ~ AMNP, <A =60° si «B=2380°, atunci
masura unghiului P este egala cu:

a. 40°; b. 60°; c. 80° d. 140°.

Daca AABC~AMNP si %zél, atunci valoarea

. MN <
raportului — este egala cu:
NP

a. 0,25; b. 4; c. 0,5; d. 2.



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Daca AABC ~ AMNP, P

ee=27cm si P, =9cm,

. . AB “
atunci valoarea raportului N este egala cu:

a. 9; b. 3; c. 0,3; d. 1.
In trapezul ABCD, cu AB paraleld cu CD, AC ~ BD={0}
si £=§ Valoarea raportului bo este egala cu:
AC 4 BO
1
Y
In trapezul ABCD, cu AB | CD, AC ~BD={0} si
AB

—= E Valoarea raportului AC este egala cu:
CD 5 ocC

a. 1; b. —; c. l; d
3 4

wl s

a. —; b. —; c. 0,2; d.

5 5

Se considera punctul M, mijlocul laturii DC a para-
lelogramului ABCD. Dacd AM N DB={P}, atunci
raportul segmentelor DB si DP este:

a. 3; b. 2; c. 1; d. 4.

1,2.

Se considera trapezul ABCD, AB || CD, AB=4cm,
CD=12cm,AD =6 cmsiAD n BC = {M}. Lungimea
segmentului MA este egala cu:

a. 3cm; b. 12cm; c. 6cm; d. 4cm.

Precizati care dintre enunturile de mai jos este
adevarat (A) si care este fals (F):

a. Orice doud triunghiuri dreptunghice isoscele
sunt asemenea.

b. Raportul perimetrelor a doua triunghiuri aseme-
neaeste egal cu patratul raportului de asemanare.

c. Daca AABC ~ AACB, atunci triunghiul ABC este
isoscel.

d. Doua triunghiuri asemenea cu un al treilea tri-
unghi sunt asemenea intre ele.

Se considera triunghiurile asemenea ABC si MPQ.
Asociati fiecarui set de relatii denumirea cores-
punzatoare a cazului de asemanare.

A B

<A =<sM, <C=<x0 L.U.L.

)= gy, O AIE LLL.
MP MO

4B_AC_BC -

MP_ MO PO U.L.U.

Fisa de observare sistematica
» Am fost preocupat sa aflu lucruri noi despre metodele de rezolvare a problemelor.

» Participarea mea la orele de matematica a fost apreciata de colegi si de profesor.

niciodata

ocazional

25.

26.

217.

28.

29.

In triunghiul ABC, DE || BC, cu D si E pe laturile AB,
respectiv AC. Determinati numerele q, b, ¢ si d din
tabelul de mai jos, stiind ca datele de pe linii se
refera la pozitii diferite ale punctului D.

AD=4 DB=10 AE=15 EC=a
AC=bh DE=9 BC=12 AE=6
AB=20 AE=9 DB=c ECES
DB=5 AB=d DE=6 BC=18

Fie triunghiurile asemenea ABC si MNP. Determi-
nati numerele a, b, c si d care verifica egalitatile din
tabelul de mai jos.

Daca ﬁ= 11, atunci £=a.
MN MP

Daca 3 - AB=7 - MN, atunci %=b+1.

Daca MN =1,25 - AB, atunci ’:—sz c+2.

Se considera triunghiul ABC si punctele D, E si F pe
laturile AB, BC, respectiv AC, astfel incat DF || BC si
DE || AC.

a. Daca 5BE =2BC, calculati raportul segmente-
lor AF si FC.

b. Daca AF=7cm, FC=5cm, EC=14 cm, atunci
calculati lungimea segmentului BE.

in triunghiul ABC se construiesc AB || FH || DE, cu

F, D pe latura AC, H, E pe latura BC si F pe segmen-

tul AD. Stiind ca AC=30cm, BH=4cm, HE=6 cm

si EC=2cm, determinati lungimile segmentelor

AF, FD si DC.

Intriunghiul ABC, fie punctele M, N, P pe laturile BC,

AB, respectiv AC, astfel incat BM =%BC, AN =§NB

Si PC=§AC. Aratati ca patrulaterul BMPN este

paralelogram.

. In triunghiul ABC, se considera punctul M pe latura

BC. Prin B si C se duc paralele la AM care inter-
secteaza AC si AB, in punctele E si respectiv F.
AC

Demonstrati ca £+— =
’ BF CE

Tntotdeauna

frecvent
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Recapitulare
si evaluare

dreptunghic

Proiectii ortogonale pe o dreaptd. Teorema inaltimii

Teorema catetei

Teorema lui Pitagora

- =

“Trrk

Notiuni de trigonometrie in triunghiul dreptunghic

Rezolvarea triunghiului dreptunghic. Calculul elementelor in poligoane regulate.

Relatii metrice in triunghiul

Aproximarea in practica a distantelor folosind relatii metrice



Aplicarea teoremei lui Pitagora in triunghiul
dreptunghic ii ajuta pe ingineri si arhitecti atunci
cand proiecteaza poduri si cladiri. Aceasta
teorema este utila in navigatia bidimensionala,
pentru determinarea celei mai scurte distante,
dar si in supravegherea pantelor abrupte ale
muntilor sau dealurilor.




d

Lectia 1: Proiectii ortogonale pe o dreapta. Teorema inaltimii

Cuvinte-cheie

proiectie cateta medie proportionala fnaltime ipotenuza medie geometrica

Proiectii ortogonale pe o dreapta

Mate practica

Raza de lumind a unei lanterne cade perpendicular pe un perete. é 0--_--_-9

O minge care trece prin raza lanternei produce o umbra pe perete.

Ce observam?
Linia imaginara dintre minge si umbra sa este perpendiculara pe perete.
Reprezentand schematic mingea prin punctul A si peretele prin
dreapta d (Figura 1), umbra este punctul A’, ce apartine dreptei, cu pro- Ae--mmmoooooooo- -t A
prietatea AA’ L d. Ne reamintim, din clasa a VI-a, ca A’ este piciorul
perpendicularei duse din punctul A pe dreapta d.
Vom spune ca A’ este proiectia ortogonala a punctului A pe dreapta d. Figura 1

De retinut

A A D D C

= 7

C B C B A

0
D

B

ADinaltime in AABC = ABCD dreptunghi = ABCDromb de centru0O= A, B,Ce C(O,r),

Proiectia unui segment pe o dreapta

Proiectia (ortogonald) a unui segment pe o dreapta este un segment sau un punct.
Lungimea proiectiei unui segment pe o dreapta este cel mult egala cu lungimea segmentului proiectat.

Exemple
@ A B B E
1 1 1 1
. s i
N N S e :
! : i : I d !
A B A’ B’ c D' £
A'B'=pr,AB A'B'=pr,AB CD' =pr,CD EF L d= pr,EF={E"}
AB| d= A'B'=AB ABY d= A'B'<AB Ced=CD'<CD

188

=>D=pr, A = B=pr, A=pr,C =0=pr, B=pr,A AB diametru = C=pr,.B

M
Definitie. Proiectia ortogonala a unui punct pe o dreapta este piciorul perpendicularei i
duse din acel punct pe dreapta.
frin conventie, un punct aflat pe o dreapta este propria sa proiectie pe acea dreapta. '—I N d
In Figura 2, punctul M’ este proiectia punctului M pe dreapta d, iar proiectia punctului N, Y2
aflat pe dreapta d, coincide cu N. Scriem: M’ = pr M, respectiv N = pr N. Figura 2
Exemple



Proiectia mijlocului unui segment

Daca proiectia segmentului AB pe M B
dreapta d este segmentul A'B’, atunci /
proiectia mijlocului segmentului AB este : i i
mijlocul segmentului A'B’ (Figurile 3-4). d 1 ] i d
A M B’ A M B’
Figura 3 Figura 4

De retinut @

Proiectia ortogonala a unei figuri geometrice sau a unei multimi de puncte pe o dreapta se determina proiec-
tand toate punctele figurii, respectiv ale multimii date, pe acea dreapta.

proiectia unui triunghi proiectia unui cerc proiectia unei figuri neregulate
pe o dreapta pe o dreapta pe o dreapta
A N
M~
B !
'C s ;
alaln B ] ] p
B! A! CV AV B! Ml NI
Teorema inaltimii .
D
Fie ABC un triunghi dreptunghic Tn A si indltimea sa AD, D e BC (Figura 5).
Deoarece D este proiectia punctului A pe dreapta BC, constatam ca:
- proiectia catetei AB pe ipotenuza BC este segmentul BD;
- proiectia catetei AC pe ipotenuza BC este segmentul CD. A c
iIn aceste conditii, are loc rezultatul prezentat mai jos. Figura 5

De retinut
Teorema inaltimii

Intr-un triunghi dreptunghic, patratul lungimii Tnaltimii corespunzatoare ipotenuzei este egal cu produsul
lungimilor proiectiilor catetelor pe ipotenuza.

A
Ipoteza: AABC, <A=90°,
AD 1 BC,D € BC
Concluzie: AD*=BD - CD
B D C

Demonstratie:
Unghiurile ABD si CAD sunt congruente, deoarece au acelasi complement (unghiul BAD):
XABD + <BAD = 90°

SABD = <CAD.
4CAD + <BAD=90°|—

AL oo . *ABD = <CAD
Int hiurile ABD si CAD : AABD ~ ACAD.
n triunghiurile Si avem {4ADBE¢CDA =
. AD BD S .

Atunci —=——, de unde rezulta AD*=BD - CD, ceea ce trebuia demonstrat.

CD AD

: e . . AD BD <
Concluzia teoremei inaltimii se poate scrie sub una dintre formele D - AD sau AD=+/BD-CD, ceea ce arata

cd AD este media proportionald (sau media geometricd) a lungimilor segmentelor BD si CD.

Astfel, putem spune cd, intr-un triunghi dreptunghic, lungimea Tnaltimii corespunzatoare ipotenuzei este media
geometrica a lungimilor proiectiilor catetelor pe ipotenuza.

189



D
In Figura 6, triunghiul ABC este dreptunghic in A.
Inaltimea AD determina pe ipotenuzd segmentele BD =4 cm si CD =9 cm.
Atunci AD*>=BD - CD = 36 cm?, de unde obtinem AD = 6 cm.
A C
Observatie Figura 6

)

In aplicatii este util, deseori, urmatorul rezultat:

« Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea naltimii corespunzétoare ipotenuzei este raportul dintre produsul
lungimilor catetelor si lungimea ipotenuzei.

Intr-adevar, cu notatiile din Figura 6, calculand aria triunghiului dreptunghic ABC in doua moduri, avem

AABC =1'AB'AC ’ rGSpeCtiV AABC =1'AD'BC, deciAB-AC=AD - BC, de unde AD= AB-AC .
2 2

De retinut
Reciproca teoremei tnaltimii

Fie triunghiul ABC si punctul D n interiorul laturii BC, astfel incat AD L BC si
AD? = BD - CD. Atunci triunghiul ABC este dreptunghic in A.

Demonstratie:
. 5 . AD BD . A . A
Din AD*=BD - CD rezulta C_Dzﬁ' Intrucat <ADB = <CDA, conform cazului de
asemanare L.U.L., rezulta AADB ~ ACDA, de unde reiese ca <BAD = <ACD.
Deoarece <BAD + <ABD =90°, obtinem <ACD + ¥ABD =90°, ceea ce Inseamna
cd ¥BAC =90°, adica triunghiul ABC este dreptunghic in A. B D C

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea proiectiei unei catete pe ipotenuza este de 4 ori mai mare decat lungi-
mea proiectiei celeilalte catete pe ipotenuza. Daca ipotenuza are 30 de centimetri, calculati lungimea Tnaltimii
corespunzatoare ipotenuzei.

Rezolvare: B
Notam triunghiul dreptunghic cu ABC, cu AB < AC si <A =90°; construim Tnal- D
timea AD, D e BC (Figura 7).
Din ipoteza, BC=30cmsi CD=4-BD.
Intrucat BC=BD + CD =5-BD, obtinem BD = 6 cm si CD = 24 cm.

Aplicand teorema inaltimii, rezultda AD=+/BD-CD =12 cm.

Figura 7

2. In dreptunghiul ABCD (Figura 8) se construieste perpendiculara CH 1 BD, H e BD.
Daca DH =8 cm si BH = 2 cm, calculati lungimea segmentului CH si aria dreptunghiului ABCD.

Rezolvare: B A
Aplicand teorema Tnaltimii in triunghiul dreptunghic CBD, rezulta: H

CH=+BH-DH =4 cm.

Deoarece BD = BH + DH =10 cm, obtinem:

.AABCD=2~ABCD=2%-CH-BD=40cm2. c D

Figura 8
Probleme propuse

1. Reproduceti desenul din Figura 9 si construiti proiectiile ortogo-
nale ale punctelor A, B, C, respectiv ale segmentelor MN si PQ
pe dreapta d.

Figura 9
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Pentru fiecare dintre figurile 10, 11 si 12, precizati care sunt proiectiile catetelor pe ipotenuza:
B E G M
D N
Q

A C F i
Figura 10 Figura 11 Figura 12
Fie triunghiul ABC, cu <A =90° si AD 1 BC. Precizati valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:
proiectia punctului A pe dreapta BC este punctul D;
proiectia segmentului BC pe dreapta AB este segmentul AB;
proiectia segmentului AD pe dreapta BC este segmentul DC;
proiectia segmentului AC pe dreapta BC este segmentul DC;
proiectia segmentului AB pe dreapta AC este segmentul AC;
proiectia segmentului AB pe dreapta BC este segmentul BD.

Consideram triunghiul ABC si punctele M, N, P situate pe latura AC astfel incat AM = MN = NP = PC.

Daca A’, M', N', P’ sunt proiectiile punctelor A, M, N, respectiv P, pe dreapta BC, determinati valorile rapoartelor
AM PC AN MN AC

M'N” PN CN'" M'C’ MP'"

Se considera triunghiul MNP, cu <M =90°. Daca NP =35 cm, determinati lungimile proiectiilor catetelor pe
ipotenuza, stiind cd acestea sunt invers proportionale cu numerele 0,5 si 0,(3).

Fie triunghiul ABC, ¥A=90°siAD 1L BC, D € BC.

Daca BD=20cm si DC=5 cm, calculati AD. Daca BD=8cm si AD=12 cm, calculati DC.
Daca AD =6 cmsi DC=9 cm, calculati BD. Daca AB=6 cm,AC=8cm, BC=10cm, calculati AD.
Daca AD =0,5 m si BC =20 dm, calculati AB - AC. Daca BC=35cm siCD=4-BD, calculati BD, DC, AD.

In triunghiul ABC se construieste Tniltimea AD, unde punctul D este situat in interiorul laturii BC. Dac&
AD = 2«/5 cm, BD =4 cmsi CD = 6 cm, aratati ca triunghiul ABC este dreptunghic n A.

Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea ipotenuzei este de 34 cm, iar lungimile proiectiilor catetelor pe ipotenuza
sunt direct proportionale cu numerele 0,(6) si 0,75. Calculati lungimea Tnaltimii corespunzatoare ipotenuzei.

In triunghiul dreptunghic ABC, cu <A = 90° si BC =25 cm, se noteaza cu D proiectia punctului A pe dreapta BC.
Stiind ca ariile triunghiurilor ADB si ADC sunt proportionale cu 9 si 16, calculati lungimea segmentului AD.

In dreptunghiul ABCD se construieste perpendiculara AP L BD, P € BD.Dacd BP = 20 cm si PD = 5 cm, calculati
lungimea segmentului AP.

In rombul ABCD, se noteazé cu O intersectia diagonalelor si cu M proiectia punctului O pe dreapta AB. Daca
OM =6 cm si MB =4 cm, determinati lungimea segmentului AM si perimetrul rombului ABCD.

Se considerd trapezul isoscel ABCD cu AB || CD si AB<CD. Se stie ca BD 1 BC, AB=4cm si DC=8cm.
Fie BM L DC, M e DC. Aratati ca MC = 2 cm. Determinati BM.

Fie trapezul ABCD cu AB || CD, AB<CD, <A=90° si DB L BC. Fie P proiectia punctului B pe dreapta CD.
Stiind ca AB=16 cm si BP =12 cm, aratatica DC=25cm.

Minitest

1.

Proiectati varfurile triunghiului ABC pe dreapta d, unde:
a. d | AB; b. d 1L BC; c. d=AC.

. Proiectiile catetelor unui triunghi dreptunghic pe ipotenuza au lungimile 9 cm si 25 cm.

Determinati lungimea fnaltimii din varful unghiului drept.

. In triunghiul dreptunghic ABC, cu <A = 90°, se construieste Tn&ltimea AD, cu D e BC.

Daca lungimile segmentelor BD si DC sunt proportionale cu 2 si 8, iar BC =20 cm,
calculati lungimile segmentelor BD, DC si AD.

<)

191




Lectia 2: Teorema catetei

Cuvinte-cheie

proiectie cateta medie geometrica inaltime ipotenuza triunghiuri asemenea

Teorema catetei

Mate practica

D Consideram triunghiul ABC, dreptunghic Tn A, Tn care am construit Tnaltimea AD, D e BC.
Din triunghiul ABC decupam, de-a lungul indltimii AD, doua triunghiuri ca in Figura 1.

B

. o

A

—
D

D A A C
Figura 1
Ce observam?
Analizand triunghiurile ABC, DBA si DAC, constatdam ca <BAC = <BDA = <ADC =90° si, In plus:
« unghiul B este unghi comun triunghiurilor dreptunghice DBA si ABC;
- unghiul C este unghi comun triunghiurilor dreptunghice DAC si ABC.
Mai mult, deoarece unghiurile cu acelasi complement sunt congruente, rezulta ca <CAD = <ABC, respectiv

¥BAD = <ACB.
Conform cazului de asemanare U.U., obtinem ADBA ~ AABC si ADAC ~ AABC.

@ Nota istorica. Rezultatul de maisus apare in cea mai faimoasa carte de geometrie a Antichitatii, Elementele lui
Euclid, Tn Cartea a VI-a (Propozitia 8), sub urmatorul enunt:

Teorema. Intr-un triunghi dreptunghic, inaltimea corespunzatoare ipotenuzei determina doua triunghiuri
asemenea intre ele si ambele asemenea cu triunghiul initial.

De retinut @

Teorema catetei

Intr-un triunghi dreptunghic, patratul lungimii fiecarei catete este egal cu produsul dintre lungimea ipotenuzei
si lungimea proiectiei acestei catete pe ipotenuza.

B
D =
Ipoteza:  AABC, ¥A=90°
AD 1 BC,D € BC
Concluzie: AB’=BC-BD
AC*=BC - CD
A €
Demonstratie:
Fiecare dintre triunghiurile DBA si DAC este asemenea cu triunghiul ABC. Atunci:
ADBA ~ AABC = %=ﬂ = AB’=BC - BD;
AB BC
pc_Ac

ADAC ~ AABC = = AC*=BC - CD.

AC BC




Prima reciproca a teoremei catetei
In triunghiul ABC, dacé D este un punct pe segmentul BC astfel incat AD 1 BC si are loc una dintre egalitatile:

AB?=BC - BD sau AC>*=BC - CD,
atunci <BAC =90°.

A doua reciproca a teoremei catetei
In triunghiul ABC, daca D este un punct pe segmentul BC astfel incat au loc simultan relatiile:

AB*=BC - BD si AC*=BC - CD,
atunci <BAC=90°si AD 1 BC.

Gandire critica
Aplicatii ale geometriei in algebra. Inegalitatea mediilor

Fiind date doua numere reale pozitive a si b, numerele:
a+b 2ab

mg(a,b)=@, mu(a,b)=T, mn(a’b)=m

sunt cele trei valori medii clasice descoperite de Pitagora: media geometrica (m,), media aritmetica (m,) si media
armonica (m,).

Urmatoarea configuratie permite o interpretare geometrica a celor trei medii, precum si o demonstratie
evidenta pentru (probabil) cea mai utilizata inegalitate din lume:

m,(a, b) <mJ[a, b) <ma, b). (inegalitatea mediilor)

Intrucat este evident c& pentru a=b avem m,(a, b) = ma, b) =m(a, b) =a=b, vom presupune ca a < b (cazul
a > b se trateaza analog).

In Figura 2: A

« se considera segmentele BD = a si CD = b;

« se construieste cercul de diametru BC =a + b si centru O;

« se ridica perpendiculara DA 1 BC (A este pe cerc).

In triunghiul dreptunghic ABC: H
 AO este mediana, deci AO:1~BC: a+b =m_(a, b); d

2 B\ D 0 /c
« AD este Tnaltime si, conform teoremei inaltimii,

AD=+/BD-CD =+Jab=m_(a, b). reura 2

Deoarece lungimea Tnaltimii este mai mica decat lungimea medianei (perpendiculara este mai ,,scurtd” decat
oblica), rezulta AD < AO, adica m(a, b) < m(a, b).

Fie H proiectia punctului D pe AO. Cu teorema catetei in triunghiul DAO se obtine AD* = AH - AO, de unde:

2
AD._2aD _ . (a,b).
AO a+b
Atunci AH < AD < AO, ceea ce arata ca m,(a, b) <m/(a, b) <m_(a, b).

AH =

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. In triunghiul isoscel ABC, cu AB=AC, se construieste Tniltimea AD, D e BC A
(Figura 3). Perpendiculara din D pe AB intersecteaza latura AB in E. Stiind ca
AD =8 cm si AE = 6,4 cm, determinati perimetrul triunghiului ABC.
Rezolvare:
Aplicand teorema catetei in triunghiul dreptunghic ADB, rezultd AD* = AE - AB,
de unde obtinem AB =10 cm. Atunci BE=AB - AE =3,6 cm si, aplicand din nou E
teorema catetei in triunghiul ADB, obtinem BD? = BE - BA, deci BD = 6 cm.
In concluzie, BC=2-BD =12 cm, iar triunghiul ABC are perimetrul de 32 cm. E D_l :
2. In trapezul dreptunghic ABCD, cu <A = 4D = 90°, diagonala BD este perpendicu- Figura 3
lard pe latura BC (Figura 4). Stiind ca AB =15 cm si CD = 20 cm, determinati:
a. lungimea laturii BC; b. perimetrul triunghiului ABD.
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Rezolvare: A B
Construim perpendiculara BE 1. CD, E € CD.
Patrulaterul ABED este dreptunghi, deci DE=AB =15 cm, iar CE=5 cm.
Deoarece BE este inaltime in triunghiul dreptunghic BDC, din teorema
catetei rezultd BC* = CD - CE, de unde obtinem BC =10 cm.

PentruadeterminalungimeasegmentuluiBD,aplicamdinnouteorema I_E C

catetei Tn triunghiul BDC. Atunci DB = DE - DC, deci DB = 1043 cm. Figura 4
Segmentul AD este congruent cu segmentul BE si, aplicand teorema Tnaltimii, rezulta BE =VED-EC = 5v3 cm.
In consecint4, perimetrul triunghiului ABD este P, = AD+ AB+DB = 153 +15 cm.

ABD

Probleme propuse
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Pentru fiecare dintre figurile 5-8, determinati lungimea catetei necunoscute (masurile sunt exprimate inh cm):

Y
16 g .
15 48
24
20 D 45 16
9
A° B F 9 H 16 G P M X° V4
Figura 5 Figura 6 Figura 7 Figura 8
In triunghiul ABC, cu <A = 90° si <B = 60°, lungimea catetei AB este de 4 cm. Determinati:
lungimea segmentului BC; lungimile proiectiilor catetelor pe ipotenuza;
lungimea Tnaltimii corespunzatoare ipotenuzei; lungimea segmentului AC.
Fie triunghiul ABC, cu <A =90°si AD 1L BC, D € BC.
@j Daca AB=18 cm si BD =12 cm, calculati BC. Daca AC=4 cm si BC =8 cm, calculati CD.
Daca BD =15 cm si BC= 60 cm, calculati AB si AC. Daca CD =%~BC siAB=12 cm, calculati BC si AC.
BD

Daca o =% si BC =36 cm, calculati BD, DC, AB, AC.

Intr-un triunghi dreptunghic, cu ipotenuza de lungime 36 cm, proiectia unei catete pe ipotenuza este de
16 cm. Determinati lungimea celeilalte catete.

Proiectiile catetelor unui triunghi dreptunghic pe ipotenuza au lungimile 2,4 cm si 9,6 cm. Calculati perimetrul
triunghiului.

In triunghiul dreptunghic ABC, mediana relativa la ipotenuzd este AM =10 cm si ¥MAB = 60°. Calculati %
unde D este proiectia punctului A pe BC.

In triunghiul dreptunghic isoscel ABC, cu <A = 90°, ipotenuza BC are lungimea de 16 cm. Calculati perimetrul
triunghiului ABC.

Minitest

1. Fie triunghiul ABC cu <A =90°si AD L BC, D  BC.
Stiind ca %z% si AC=12 cm, calculati lungimile segmentelor BC si AB.

2. In triunghiul ABC, dreptunghic in A, mediana AM are lungimea de 6 cm, iar unghiul B are masura de 60°.
Calculati:
a. lungimile proiectiilor catetelor pe ipotenuza; b. lungimile catetelor AB si AC.

3. Intr-un triunghi dreptunghic, raportul lungimilor proiectiilor catetelor pe ipotenuza este egal cu g iar aria

triunghiului este egald cu 624 cm”. Calculati perimetrul triunghiului.



Lectia 3: Teorema lui Pitagora

Cuvinte-cheie

cateta ipotenuza triplet pitagoreic

Teorema lui Pitagora

Mate practica

Un robot programat sa sorteze piese LEGO rosii, galbene si albastre a asezat piesele ca in configuratia din
Figura 1.

Piesele rosii formeaza un patrat 5x5, piesele albastre formeaza un patrat 4x4, piesele galbene un patrat 3x3,
iar cele trei patrate delimiteaza un triunghi dreptunghic.

N

o ® @
09 @
v ®w

Figura 1 Figura 2

Ce observam?

Aria suprafetei ocupate de piesele rosii este egala cu suma ariilor suprafetelor ocupate de celelalte piese.
Analizand modelul matematic prezentat in Figura 2, constatdm ca, dat fiind un triunghi ABC, dreptunghic in A, in
exteriorul caruia construim patratele ABDE, ACFG si BCMN, suma ariilor patratelor construite pe catete este egala
cu aria patratului construit pe ipotenuza:

Ao = Aane + Ao SU, echivalent, BC* = AB* + AC.

De retinut

Teorema lui Pitagora
D Intr-un triunghi dreptunghic, suma patratelor lungimilor catetelor este egala cu patratul lungimii ipotenuzei.
A

Ipoteza: AABC, <A=90°
Concluzie: BC*=AB* + AC?

B H o
Demonstratie:
Construim fnaltimea corespunzatoare ipotenuzei: AH L BC, H € BC.
Aplicand teorema catetei, obtinem AB* = BH - BC, respectiv AC*=CH - BC.
Adunand cele doua relatii, rezulta:

AB?>+AC’=BH - BC+CH-BC=BC - (BH+CH)=BC - BC =BC
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Teorema lui Pitagora se aplica pentru a determina lungimea unei laturi a unui triunghi dreptunghic atunci cand
se cunosc lungimile celorlalte doua.
Astfel, in triunghiul dreptunghic ABC, cu <A =90°, avem:

BC=+VAB*+AC?; AB=+BC*-AC?; AC=+BC*-AB*.

In triunghiurile dreptunghice ABC, DEF si MNP din figurile 3-5, se dau lungimile a cate doua laturi. Folosind
teorema lui Pitagora, vom determina lungimea celei de-a treia laturi.

E
@ s "
L D /0\
A . C . F N ] P
Figura 3 Figura 4 Figura 5

AB=5cm,AC=12cm DE=8cm,EF=17cm MN=MP=acm

BC=+VAB*+AC?*=13cm DF =<EF? —-DE? =15 cm NP =~MN? + MP* = a+/2 cm

De retinut
Reciproca teoremei lui Pitagora

Daca intr-un triunghi suma patratelor lungimilor a doua laturi este egala cu patratul lungimii celei de a treia
laturi, atunci triunghiul este dreptunghic.

Demonstratie:

Fie triunghiul ABC cu AB® + AC* = BC*. Vom arata ca <A = 90°.

Cum BC?* > AB? + AC* > AB?, rezulta ca BC > AB, deci unghiul C este ascutit, fiind mai mic decat unghiul A. Presu-
punem, prin absurd, ca <A # 90°. Atunci proiectia punctului B pe dreapta AC este un punct E, E = A.

Aplicand teorema lui Pitagora n triunghiurile dreptunghice EBC si EAB, rezultd BC*=EB?+ EC’, respectiv
AB’ = EB’ + EA®. Obtinem EC* — EA* = BC* — AB?, iar din ipoteza rezulta ca EC* — AE* = AC* (1).

In functie de masura unghiului A, avem doud cazuri (Figura 6a, respectiv Figura 6b):

B B
A E c E A C
Figuraba <A <90°: Eesteintre AsiC Figura6b <A >90°: Aesteintre EsiC

Cazull. Daca %A < 90°,atunci EC = AC — AE (Figura 6a), deci EC* = (AC — AE)(AC — AE) = AC* — 2AC - AE + AE*.Din (1)
obtinem AC*—2-AC - AE + AE* - AE* = AC?, de unde reiese ca 2-AC - AE=0, adicd AE =0, contradictie cu A=E.
Cazul II. Dacd A este intre E si C, atunci EC = AC + AE (Figura 6b). Obtinem EC*>=AC* + 2-AC - AE + AE’ si, inlocu-
ind Tn (1), rezulta din nou ca 2-AC - AE =0, adica AE = 0, contradictie cu A #E.

Asadar, presupunerea facuta este falsa, deci <A =90°.

Gandire critica
D Sa analizam atent Figura 7, in care se da un triunghi ABC dreptunghicin A,
n exteriorul caruia am construit patratele ABDE, ACFG si BCMN. Notam cu
H proiectia lui A pe BC si cu P, intersectia dreptelor AH si MN.
Ariile colorate la fel sunt egale, deoarece:

A,..=AB=BH-BC=BH-BN=A,,.;
AACFG = AC2 =CH-CB=CH-CM= ACHPM'

n
(-
Ll L
A

Rezu"té: AABDE + ’AACFG = ’ABHPN + ACHPM = ’ABCMN’
adica suma ariilor patratelor construite Tn exteriorul catetelor este egala cu _
aria patratului construit Tn exteriorul ipotenuzei. N P M

Figura 7
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Activitate pe grupe
Triplete pitagoreice

Un triplet de numere naturale nenule (a, b, c) care verifica relatia
a’+b*=c?
se numeste triplet pitagoreic.

Reciproca teoremei lui Pitagora arata ca, daca lungimile laturilor unui triunghi constituie un triplet pitagoreic,
atunci triunghiul este dreptunghic.

Sarcini de grup
1. Lucrand in grupe de cate 3-4 elevi, verificati daca urmatoarele triplete sunt pitagoreice:

a. (3,4,5) e. (5,12,13) i (8,15,17) m. (7, 24, 25)
b. (20, 21, 29) f. (12, 35, 37) j. (9, 40, 412) n. (28, 45, 53)
c. (11, 60, 61) 8. (16, 63, 65) k. (33,56, 65) o. (48, 55, 73)
d. (13, 84, 85) h. (36,77, 85) L (39, 80, 89) p. (65,72,97)
2. Demonstrati ca, daca m, n si k sunt numere naturale nenule, cu m > n, atunci numerele
a=2kmn, b =k(im?>-n?), c=k(im?>+n?

formeaza un triplet pitagoreic.
Mai mult, se poate demonstra ca orice triplet pitagoreic are forma de mai sus.

3. Utilizati internetul pentru a afla mai multe despre tripletele pitagoreice si despre tripletele heroniene, apoi
organizati o dezbatere despre aplicatiile acestora in practica.

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1. Un triunghi isoscel are laturile congruente de 10 cm, iar baza de lungime A
@ 12 cm. Calculati lungimea Tnaltimii corespunzatoare bazei.

Rezolvare:
Folosind notatiile din Figura 8, avem BC=12 cm si AB=AC=10cm.

Inaltimea AD este si mediana, deci BD =%-BC =6 cm.

-
Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic DAB, cu <D = 90°, B D C
obtinem AB = AD” + DB, de unde AD =+/AB> - BD* =+[100- 36 cm =8 cm. Figura 8

2. Diagonalele unui romb au 3 dm si, respectiv, 16 cm. Determinati perime- B

trul rombului.
Rezolvare:
Notam rombul ABCD, unde O este intersectia diagonalelor A O[] C
(Figura 9).
AtunciAC=3dm=30cmsiBD=16 cm.
Rezulta AO=15cm, OB=8cm si, utilizand teorema lui 5
Pitagora in triunghiul OAB, obtinem AB*= A0’ + OB? de unde Figura 9
AB =17 cm. Perimetrul rombului este 4 - 17 = 68 cm.
3. In trapezul dreptunghic ABCD, cu %A= <D=90° se cunosc ) 5
BC=10cm, BD=10+/3 cm si CD =20 cm (Figura 10). ]
a. Aratati ca dreptele BC si BD sunt perpendiculare.
b. Calculati aria trapezului.
Rezolvare:
a. Observam ci BD” + BC* = 400 = CD". [ .
D E
Conform reciprocei teoremei lui Pitagora, rezulta ca triunghiul Figura 10

BCD este dreptunghic in B. In consecint4, BC L BD.
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Construim perpendiculara BE L CD, E € CD. Cum BE este Tnaltime in triunghiul dreptunghic BDC, rezulta
BD-BC
BE = =5y3 cm.
CD V3

Patrulaterul ABED este dreptunghi, deci AD =BE =543 cm.
Cu teorema lui Pitagora aplicata in triunghiul ABD, obtinem AB=+/BD*—-AD? =15 cm.

Aria trapezului este A, =%-AD-(AB+CD) _ 172\/5

cm’.

Se considera triunghiul ABC. Aratati ca:
daca <A <90°, atunci BC* = AB*+AC*-2-AB-pr,, AC;

daca %A > 90°, atunci BC? = AB*+ AC*+2-AB-pr,, AC.

Rezolvare:

Unul dintre unghiurile B si C ale triunghiului este ascutit. Presupunem, Tn continuare, ca <B < 90°. Notam cu D
proiectia lui C pe AB; atunci pr,,AC =AD.

In functie de m&sura unghiului A (ascutit sau obtuz), sunt posibile doua configuratii:

4 D
A
D
B C B C

Figura1l: <A <90° Figura12: <A >90°

Daca unghiul A este ascutit, atunci punctul D se afla in interiorul laturii AB (Figura 11).

Cu teorema lui Pitagora Tn triunghiul BCD, obtinem:
BC*=CD? + DB*=AC* - AD* + (AB — AD)* =

=AC* - AD?* + (AB - AD)(AB - AD) =

=AC* - AD*+AB*-AB - AD-AD - AB+AD* =
=AB*+AC*-2-AB - AD.

Daca unghiul A este obtuz, atunci punctul D se afla in exteriorul laturii AB (Figura 12).
Aplicand Tnca o data teorema lui Pitagora Tn triunghiul BCD, obtinem:

BC?=CD? + DB* = AC* - AD* + (AB + AD)* =

=AC* - AD?* + (AB + AD)(AB + AD) =

=AC’-AD*+AB*+AB - AD +AD - AB+ AD* =

=AB*+AC*+2-AB - AD.

Comentariu. Problema de mai sus este cunoscuta in literatura de specialitate sub numele de Teorema [ui
Pitagora generalizatd. Aceasta ofera si un criteriu pentru a stabili natura unui unghi (sau a unui triunghi).
Astfel, fiind dat un triunghi ABC:

daca AB?>+AC? >BC?, atunci <A < 90°;

dacd AB® + AC* < BC?, atunci <A > 90°.

Probleme propuse

Pentru fiecare dintre figurile 13-15, determinati lungimea ipotenuzei (toate segmentele sunt masurate Tn cm):

B H M
3 6 9 12
4 8
A C E *D P @)

Figura 13 Figura 14 Figura 15



Pentru fiecare dintre figurile 16-18, determinati lungimea catetei necunoscute (segmentele sunt masurate Tn cm):

S
B M
20 24 25
16 24
Al c N 26 P R ‘M
Figura 16 Figura 17 Figura 18

Fie triunghiul dreptunghic ABC, cu <B =90°.
Daca AB=4cmsi BC=12 cm, calculati AC.
Daca AC=20cm si BC=16 cm, calculati AB.
Daca AB=15 cm si AC =25 cm, calculati BC.
Determinati lungimea ipotenuzei unui triunghi dreptunghic isoscel cu catetele de:
6 cm; 8cm; 15cm; 20 cm.
Determinati lungimea diagonalei unui patrat cu latura de:
4cm; 9cm; 12 cm; 25cm.
Determinati lungimea inaltimii unui triunghi echilateral cu latura de:
2cm; 10 cm; 18 cm; 32cm.
Dreptunghiul ABCD are AB =9 cm si AC =15 cm. Calculati perimetrul dreptunghiului ABCD.
Rombul ABCD are AB =25 cm si AC =30 cm. Calculati BD si aria rombului.
In triunghiul isoscel ABC, cu AB = AC, se cunosc AB = 25 cm si BC = 48 cm. Dac& AD 1 BC, D e BC, calculati
lungimea segmentului AD.
In triunghiulisoscel ABC, cu AB = AC, se stie ca BC =24 cm. Fie D proiectia punctului A pe dreapta BC. Daca
AD =9 cm, determinati lungimea laturii AB.

Dreptunghiul MNPQ are MN = 8 cm si NP =4 cm. Calculati lungimile diagonalelor dreptunghiului MNPQ.

Triunghiul dreptunghic isoscel ABC are <A =90° si AB=52 cm.
Calculati BC. Calculati aria triunghiului ABC.

In triunghiul ABC, dreptunghic in A, se cunosc AB =8 cm si BC = 10 cm. Se noteaza cu E mijlocul laturii AB.
Calculati AC. Calculati CE.

Dreptunghiul ABCD are AB > BC, AC =12 cm si unghiul ascutit format de diagonale cu masura de 60°.
Aratati ca triunghiul BOC este echilateral, unde O este punctul de intersectie al diagonalelor dreptunghiului.
Calculati lungimile segmentelor BC si AB.

Patratul ABCD are perimetrul egal cu 20 cm.

Calculati lungimea laturii AB si aria patratului ABCD.
Calculati perimetrul triunghiului ABC.

Dreptunghiul ABCD are perimetrul egal cu 48 cm. Daca lungimea dreptunghiului este de doua ori mai mare
decat latimea, calculati lungimile diagonalelor dreptunghiului ABCD.

Triunghiul echilateral ABC are AB =643 cm. Calculati lungimea Tnaltimii triunghiului ABC si aria acestuia.

Stabiliti n care dintre urmatoarele situatii triunghiul ABC este dreptunghic si indicati unghiul drept:
AB=3cm,AC=5cm,BC=4cm; AB=6cm,AC=7cm,BC=8cm;
AB=15cm,AC=17cm,BC=8cm; AB=4cm,AC=2cm, BC=2\/§ cm;
AB=3cm, AC=\/§ cm, BC=\/§ cm.
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ABCD este trapez dreptunghic, cu ¥A=<D=90°,BE L DC,iarAB=6 cm,CD =9 cm, AD =4 cm. Calculati peri-

metrul trapezului ABCD.

intr-un trapezdreptunghic ABCD, cu <A = <D =90°siAB < CD,secunoscAB=10cm,CD =18 cmsiAD=6 cm.

Calculati perimetrul trapezului ABCD.

Intr-un trapez dreptunghic ABCD, cu <A = <D =90° siAB>CD, se cunosc CD=5cm, BC=6 cm si AD =25 cm.

Calculati lungimea bazei mari AB.

ih Figura 19, ABCD este trapez isoscel, BE L DC, AF L DC, AB=6 cm, A B
CD =12 cm si BC =5 cm. Calculati inaltimea trapezului ABCD. : i
Intr-un trapezisoscel ABCD (AB || CD) se cunosc AB =7 cm, CD =17 cm Si
BD=15cm. i a
Calculati Tnaltimea trapezului ABCD. D F Figura 19 E

Calculati aria trapezului ABCD.

Minitest
1. Rombul ABCD are diagonalele AC =16 cm si BD =12 cm. Calculati lungimea laturii AB.

2. Se considera triunghiul ABC cu AB=2/3 cm, AC=26 cm siBC=6.cm.
a. Stabiliti natura triunghiului ABC.
b. Calculati lungimea Tnaltimii duse din A pe BC.

3. In triunghiul dreptunghic ABC, cu <A = 90°, se stie cA AB=12 cm si i_(é

>
>

Calculati aria triunghiului ABC.

Istoria matematicii

Marea teorema a lui Fermat

Plecand de la faptul cad ecuatia x* + y* = Z* are solutii in numere ntregi (orice triplet pitago-
reic este solutie), matematicienii lumii s-au intrebat daca exista triplete de numere Tntregi
nenule care sa verifice relatia:

X"+ y'=2"

unde n > 3 este numar natural.

In jurul anului 1637, matematicianul francez Pierre de Fermat scria urméatoarea fraza pe
marginea unei pagini a celebrei carti Aritmetica a lui Diofant:

Este imposibil sd separi un cub in doud cuburi, o putere a patra in alte doud puteri a patra
sau, in general, orice putere mai mare decé@t a doua a unui numdr natural in alte doud puteri
asemenea. Am descoperit o demonstratie cu totul remarcabild a acestui lucru, dar aceastda
margine este prea ingustd pentru a o contine.

Demonstratia mentionata de Fermat nu a fost gasita niciodata printre scrierile rdmase Tn
urma sa, dar proprietatea enuntata a devenit celebra, cu atat mai mult cu cat nimeni nu reusea
sa o demonstreze.

De-a lungul anilor au fost gasite demonstratii pentru valori particulare: cazul n=3 a fost
rezolvat de Eulerin 1770; cazul n = 5 de catre Dirichlet si Legendre in 1825. Cu ajutorul calcu-
latorului, s-a demonstrat ca teorema enuntata de Fermat este adevarata pentru toate valorile
lui n cuprinse intre 3 si 4000 000.

Demonstratia completa a marii teoreme a lui Fermat a fost data, dupa mai mult de 350 de
ani de la enuntarea ei, de catre matematicianul britanic Andrew Wiles Tn anul 1993. Desi dupa
prezentarea initiald s-au gasit cateva erori in demonstratie, care pareau, incad o data, imposibil
de depasit, acestea au fost remediate pana la finalul anului 1994.

Mai multe informatii si referinte bibliografice se gasesc in enciclopedia libera:
https://en.wikipedia.org/wiki/Fermat’s_Last_Theorem

Pierre de Fermat

Andrew Wiles



Lectia 4: Notiuni de trigonometrie in triunghiul dreptunghic

Cuvinte-cheie

sinus tangenta trigonometrie cosinus cotangenta cateta, ipotenuza

Rapoarte constante n triunghiul dreptunghic

Mate practica

Pe marginea unui drum de munte se afla semnul de circulatie din imagi-
nea alaturatd. Dina il observa si il intreaba pe soferul autocarului ce repre-
zinta. Acesta le explica excursionistilor ca este un indicator de ,urcare cu
inclinare mare”.

Dina: Am mai vazut acest semn, dar nu am inteles exact despre ce
D este vorba. Oare ce inseamna 10%?

Vlad: Tata mi-a spus ca procentul de 10%, numit si panta drumului,
este raportul dintre diferenta de altitudine dintre doua puncte de
pe drum si distanta in plan orizontal dintre proiectiile acestora.
Indicatorul nostru, cuinclinare de 10%, arata ca la fiecare 100 de metri parcursi in plan orizontal, avem
o crestere Tn altitudine de 10 metri.

In desenul de mai jos, segmentul AB reprezinta drumul parcurs, iar raportul dintre lungimile segmentelor BC

si AC este i, adica 10%.
10

10 m

b

100 m C

Ce observam?
Inclinarea drumului, care este determinata de mésura unghiului BAC, poate fi caracterizata si cu ajutorul rapor-
tului dintre lungimile segmentelor BC si AC, adica raportul dintre cateta opusa si cateta alaturata unghiului A.
Sa analizam figurile 1 si 2, urmarind raportul dintre cateta opusa si cateta alaturata unui unghi de masura x
dintr-un triunghi dreptunghic:
B B

2

C A C
Figura 1 Figura 2
Triunghiurile AB,C,, AB,C,, respectiv A’B'C’ sunt asemenea cu triunghiul ABC, deci:
BC BC, BC, BC
AC AC, AC, AC
Asadar, raportul dintre lungimea catetei opuse unghiului de masura x si lungimea celeilalte catete nu depinde
de triunghiul in care se considera unghiul (dar depinde de valoarea lui x).

De retinut

Proprietate. Oricare ar fi triunghiul dreptunghic cu un unghi de masura data x, raportul dintre lungimea catetei
opuse acestui unghi si lungimea catetei alaturate unghiului este constant.
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Activitate pe grupe

Reproduceti pe caiete figurile 1 si 2.

Sarcini de grup

1. Lucrand in grupe de cate 3-4 elevi, analizati triunghiurile ABC, AB,C,, AB,C, si A’B'C’ si comparati:
a. rapoartele dintre lungimea catetei opuse unghiului de masura x si lungimea ipotenuzei din fiecare triunghi;
b. rapoartele dintre lungimea catetei alaturate unghiului de masura x si lungimea ipotenuzei din fiecare triunghi.

2. Formulati enunturi asemanatoare cu proprietatea de mai sus, referitoare la rapoartele dintre lungimea unei
catete si lungimea ipotenuzei.

Sinusul, cosinusul, tangenta si cotangenta unui unghi ascutit

Proprietatile observate pana acum Tn aceasta lectie ne indreptatesc sa afirmam ca:
In fiecare triunghi dreptunghic care are un unghi ascutit de masura x, valorile urmatoarelor rapoarte sunt
constante:
catetaopusa_ catetaalaturata,  catetaopusa _ cateta alaturata

ipotenuzd ’ ipotenuzd ' catetaalaturatd’  cateta opusa

Mai mult, este de preferat sa caracterizam marimea unui unghi ascutit nu neaparat prin numarul sau de grade,
ci prin valoarea unuia dintre aceste rapoarte.

Intrucat exista o corespondenti directd intre mésura unui unghi si valoarea fiecaruia dintre aceste rapoarte,
pentru a stabili referinte mai precise, vom da definitiile enuntate mai jos.

De retinut @

Se considera un triunghi dreptunghic care contine un unghi ascutit de masura x, 0° < x < 90°.

a. Raportul dintre lungimea catetei opuse unghiului x si lungimea ipotenuzei se numeste sinusul unghiului x si se
noteaza sinx.

b. Raportul dintre lungimea catetei alaturate unghiului x si lungimea ipotenuzei se numeste cosinusul unghiului x
si se noteaza cosx.

c. Raportul dintre lungimea catetei opuse unghiului x si lungimea catetei alaturate se numeste tangenta unghiului
X si se noteaza tgx.

d. Raportul dintre lungimea catetei alaturate unghiului x si lungimea catetei opuse se numeste cotangenta unghiu-
lui x si se noteaza ctgx.
Cele patru valori: sinx, cos x, tgx si ctgx se numesc functii trigonometrice ale unghiului ascutit x.

AB AC
sinx=— COSX =——
BC BC
tgx = —B ctgx—A—C
AC AB

. Observatii
& 1. Daca unghiul C al triunghiului ABC, dreptunghic in A, are masura x, relatiile anterioare se pot rescrie si astfel:
sinc=£; cosC=£; gC—AB cth=A—C.
BC BC AC AB
2. Sinusul fiecarui unghi ascutit al unui triunghi dreptunghic este egal cu cosinusul celuilalt unghi ascutit (si
reciproc).
B
SinC = c§teta opu:s,a :ﬁ
ipotenuza BC )
. . =sinC=cosB.
cateta alaturata AB
cosB = - - =—
ipotenuza BC
C A
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Altfel spus, sinusul unui unghi ascutit este egal cu cosinusul complementului sau, iar cosinusul unui unghi
ascutit este egal cu sinusul complementului sau:

a. sinx=cos(90° - x); b. cosx=sin(90° - x).
3. Tangenta fiecarui unghi ascutit este egala cu cotangenta complementului sau si reciproc:
a. tgx=ctg(90° — x); b. ctgx=1g(90° — x).

4. Tangenta unui unghi ascutit este egala cu raportul dintre sinusul si cosinusul unghiului, iar cotangenta este
egala cu raportul dintre cosinusul si sinusul unghiului (este inversa tangentei):

inx X 1
S ; b. ctgx= C(.)S ; c. Ctgx=—
COS X sinx tg x

a. tgx=

Exemple

1. Valorile functiilor trigonometrice ale unghiului de 45°
@ Fie triunghiul dreptunghic isoscel ABC, cu <A =90°, avand catetele de

lungime AB = AC = a, unde a este un numar real pozitiv (Figura 3). Aplicand
teorema lui Pitagora, obtinem:
BC =NAB? +AC? =J&® +@® =av2.
Obtinem:
2 45

. AB a a
sin45°=—=——= tg45°=—=—=1

BC a2 2 5 AC a Figura 3
reilEr= L—ﬁ ctg45°=£=ﬂ=1

BC a2 2 AB a

2. Valorile functiilor trigonometrice ale unghiurilor de 30° si 60°

Fie triunghiul ABC, dreptunghic in A, cu <B=60° <C=30° si cateta
AB=a, unde a este un numar real pozitiv (Figura 4). Deoarece lungimea
catetei opuse unghiului de 30° este jumatate din lungimea ipotenuzei,
rezultd BC = 2a. Aplicand teorema lui Pitagora, obtinem:

AC =+BC? - AB? =J4d* -a@* =av/3.

Atunci: Figura 4
AB 1 AC J_ AB 3 AC
sin30°=—== cos30°= tg30°=—=— ctg30°=——=+/3
BC 2 BC g AC 3 g AB 3
sin60° = £ ﬁ c0560°=£=1 tg60° = £=\/§ ctgb60° = AB J_
BC 2 BC 2 AB AC 3

Valorile functiilor trigonometrice ale unui unghi ascutit oarecare

Pentru a determina valorile sinx, cos x sau tg x (scris si tanx pe unele calculatoare) corespunzatoare unui unghi
oarecare x, unde 0° < x < 90°, putem folosi calculatorul stiintific. Valoarea ctgx se obtine din faptul ca inversa
tangentei este cotangenta.

De exemplu, pentru a calcula '—
sin20° cu ajutorul calculatorului =~ )
stiintific, vom proceda astfel: 20 5in(20°)
- selectam optiunea (eticheta) DEG UGN B

calculator stiintific = calculator stiintific

(grade hexazecimale) si tastam = ™ D& % C () 4 mwjoee % JC) C1) |+
apoi 20; 10 sin v 7 8 9 - 100 sin Y 7 8 9 =+

- odatd ce pe ecran este scris 20, 108 cos x4 5 6 X Nl 4 | 5 | 6 X
apasim tasta sin si obtinem valoa- | &P tan x 1 2 3 - SN 1 | 2 LS s

e m na O =+ e m na O =+

rea lui sin20°:
sin20°=0,34202...
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Cu ajutorul calculatorului stiintific, putem rezolva si problema inversa: fiind data valoarea unei functii trigono-
metrice a unui unghi, care este masura unghiului?

Astfel, fiind dat un unghi x pentru care cosx=0,9703, vom apasa mai intai tasta INV, care face ca pe ecranul
calculatorului sa apara sin™, cos™ si tan™in loc de sin, cos si tan. Scriem 0,9703, apoi apasam tasta cos™ si obti-
nem valoarea 13,99898....

= calculator stiintific calculator stiintific

c0s™(0,9703)

0 13,998987793
mwJ|oee % C () + W DG % C () o+
n! | sin 7 8 9 - nl sint N 7 8 9 -
10* | cos 4 5 6 x e cost x* 4 5 6 x
lgx | tan 1 2 3 - Inx tan* x¥ 1 2 3 -—
e n x O = IBE e n n O =

Rezulta ca unghiul x, pentru care cosx =0,9703, are masura aproximativ egala cu 14° (cu aproximare prin

adaos).
Tabelul de valori al functiei sinus
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0° 0,017 0,035 0,052 0,070 0,087 0105 0,122 0,139 0,156

10° 0,174 0,191 0,208 0,225 0,242 0,259 0,276 0,292 0,309 0,326
20° 0,342 0,358 0,375 0,391 0,407 0,423 0,438 0,454 0,469 0,485
30° 0,500 0,515 0,530 0,545 0,559 0,574 0,588 0,602 0,616 0,629
40° 0,643 0,656 0,669 0,682 0,695 0,707 0,719 0,731 0,743 0,755
50° 0,766 0,777 0,788 0,799 0,809 0,819 0,829 0,839 0,848 0,857
60° 0,866 0,875 0,883 0,891 0,899 0,906 0,914 0,921 0,927 0,934
70° 0,940 0,946 0,951 0,956 0,961 0,966 0,970 0,974 0,978 0,982
80° 0,985 0,988 0,990 0,993 0,995 0,996 0,997 0,998 0,9993 0,9998

Tabelul de valori al functiei tangenta
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0° 0,017 0,035 0,052 0,070 0,087 0105 0,123 0,141 0,158
10° 0,176 0,194 0,213 0,231 0,249 0,268 0,287 0,306 0,325 0,344
20° 0,364 0,384 0,404 0424 0445 0466 0488 0,510 0,532 0,554
30° 0,577 0,601 0,625 0649 0675 0,700 0,727 0,754 0,781 0,810
40° 0,839 0869 0900 0933 0966 1,000 1,036 1,072 1,111 1,150
50° 1,192 1,235 1,280 1,327 1,376 1,428 1,483 1,540 1,600 1,664
60° 1,732 1,804 1,881 1,963 2,050 2,145 2,246 2,356 2,475 2,605
70° 2,747 2,904 3,078 3,271 3,487 3,732 4,011 4,331 4,705 5,145
80° 5671 6,314 7,115 8,144 9,514 11,430 14,301 19,081 28,636 57,290

1. Valorile functiei cosinus se gasesc folosind formula cosn®=sin(90 